15. ATOMI U ELEKTRICNOM POLJU

15.1 Opazanje Starkovog efekta

1913 Stark je opazio cepanje linija Balmerove serije vodonika (8.2) u elektri¢nom polju. On
je proucavao emisiju svetlosti H atoma u polju kondenzatora (Slike 15.1,2). Od tada, pomeraj
frekvencije u optickim spektrima u prisustvu elektri¢nog polja naziva se Starkov efekat.

Ovaj efekat je teze opaziti od Zeemanovog efekta, jer je potrebno generisati jako elektricno
polje, ali bez varni¢enja. Takodje, znatno je manje vaznosti za eksperimentalnu atomsku fiziku od
Zeemanovog efekta.

Opazeno je:

-Sa vodonikom i sli¢nim atomima kao $to su He', L™ i sl. cepanje terma sa /#0 i
spektralnih linijja povezanih sa tim termom. Cepanje je proporcionalno jacini polja F. Ovaj
takozvani linearni Starkov efekat je prisutan kada je degeneracija po /- degeneracija stanja sa
istim glavnim kvantnim brojem # i razliitim kvantnim brojem orbitalnog angularnog momenta / -
ukinuta spoljas$njim elektriénim poljem, ako ve¢ nije ranije ukinuta unutarnjim atomskim poljem;

- Pomeraj i cepanje termova u svim atomima proporcionalno sa F2. Ovo je kvadrati¢ni
Starkov efekat.

Emisija svetlosti

Slika 15.1. Cev sa kanalskim zracima za
proucavanje emisije atoma u elektricnom polju:
Starkov efekat. Napon izmedju katode C i
elektrode H moze biti i do 8000 V. Rezultujuce
cepanje spektralnih linija se opaza kroz prozor
W. Da bi se proucavao neutralni H atomi,
pozitivni joni iz kanalskih zraka se moraju
neutralisati. Ovo nije prikazano na slici.

Slika 15.2. Cepanje linija atoma vodonika u
elektricnom polju. Jacina polja se menja
duz izvora svetlosti Cija se slika pokazuje
posle prolaska kroz spektrografski prorez.
Polje je 10° V/iem u oblasti malog cepanja
pri dnu slike i raste do vrednosti od
1.14-10°V/em u delu najveceg cepanja. Iz
K.H. Helwege, Einfuhrung in die Physik der
Atome, Heidelberger Taschenbucher, Vol 2,
4™ Izdanje (Springer, Berlin 1974) Slika 45.

Kvadrati¢ni Starkov efekat se intiutivno moze razumeti na sledeéi nadin. Ukidanje / degeneracije
spoljasnjih elektrona u atomu uvek dovodi do stanja koja nemaju elektri¢ni dipolni momenat
usrednjeno u toku vremena. Ovo se moze demonstrirati egzaktno preko kvantne mehanike.
Primenjeno elektricno polje indukuje elektri¢ni dipolni momenat p=oF u atomu, gde je o
polarizibilnost atoma. Ona je prirodno funkcija kvantih brojeva atomskog stanja i razlikuje se za
svaku elektronsku konfiguraciju.

Elektri¢no polje deluje na ovaj indukovani dipolni momenat. Energija interakcije je data sa
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p-F=—aF? (15.1)

Na ovaj nacin smo kvalitativno objasnili proporcionalnost izmedju pomeraja termova i
kvadrata jacine elektri¢nog polja.

Linearni Starkov efekat, koji se opaza kod vodonikovog atoma se ne moze tako lako
razumeti na intuitivnoj osnovi. Ovaj efekat se moze razumeti samo na osnovu kvantne mehanike.
Originalno prisutna degeneracija po / u odsustvu polja F, se ukida elektricnim poljem jer se
Kulonov potencijal jezgra perturbira poljem F. Ovaj efekat ¢e se detaljnije tretirati u sekciji 15.2.

m
R — ! Slika 15.3. Dijagram energetskih nivoa
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Fundamentalna razlika izmedju Starkovog efekta i cepanja spektralnih linija u magnetnom polju je
¢injenica da se u elektricnom polju stanja sa istom apsolutnom vrednos¢u magnetnog kvantnog
broja my tj. m; i —m; , ponaSaju na identi¢an nacin. Ovo se moze lako razumeti: efekat elektricnog
polja na elektrone koji rotiraju u pravcu skazaljke ¢asovnika i obrnuto je usrednjeno u vremenu
ista. Broj komponenti cepanja je zato manji u Starkovom efektu nego u Zeemanovom efektu: broj
razli¢itih termova nije 2j+1 ve¢ j+1 za celobrojno j, i j+1/2 za polucelobrojno j.

Primer Starkovog efekta za Na D liniju je prikazan na slici 15.3. Veli¢ina Starkovog
pomeraja je oko 0.05 A za Na D linije u polju od oko 10’ V/m (10° V/cm). Ono raste sa glavnim
kvantnim brojem n, posto orbite sa ve¢im glavnim kvantim brojem imaju vec¢u polarizibilnost. Zato
je Starkov efekat ekstremno vazan u prouéavanju Rydbergovih atoma (Sekcija 8.12).

Starkov ekekat koji je izazvan jakim elektri¢nim poljima, koja poti¢u od hemijskih veza
izmedju atoma, je krajnje vazan za razumevanje molekulskih spektara. Takodje je vazan, za
objasnjenje uticaja elektricnih polja u kristalnim Cvrstim telima na dijagrame termova
komponentnih atoma, kao i u gasovima velikih gustina. U ovim zadnjim, Starkov efekat je glavni
izvor Sirenja spektralnih linija.

15.2. Kvantna teorija linearnog i kvadrati¢nog Starkovog efekta
15.2.1. Hamiltonijan
Tretiraéemo kvanto teorijsko objasnjenje Starkovog efekta u nekim detaljima, i u toku procesa
objasnjenja uves¢emo vazan metod teorije perturbacije.

Zelimo da prou¢imo kako se talasne funkcije i energetski nivoi elektrona menjaju, kada,
dodatno privlacnom nuklearnom potencijalu V(r), deluje i konstanto elektricno polje. PiSemo
Hamiltonijan kompletnog problema u obliku

N =Ny +8” (15.2)

gde je
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2
Noz—ﬁ—v2+Vv) (15.3)
2m0

originalni Hamiltonijan bez primenjenog polja. U (15.2) kao i na dalje indeks © indicira
“perturbaciju” (mali poremecaj- malo remecenje).
Ako je jacina elektricnog polja F, na elektron deluje sila

—eF (15.4)

(U cilju izbegavanja konfuzije izmedju energije E i jaCine elektri¢nog polja, ono je oznaceno sa F).
Odgovarajuca potencijalna energija, koja rezultuje iz “force time distance” je onda

VP —eF-F (15.5)
pod uslovom da je F homogeno.

Kako je formalizam koji ¢e ovde biti razvijen, primenljiv na perturbacije generalniji nego (15.5),
pisacemo N umesto VP. U mnogim sluc¢ajevima, primenjeno elektricno polje produkuje samo
male promene u talasnim funkcijama i energijama elektrona, tj., deluje kao mala perturbacija. U

cilju izraZavanja malosti ove perturbacije eksplicitno, pisacemo N u obliku

NE = ANt (15.6)

gde je A mali parametar. Na dalje, takodje pretpostavljamo da je vremenski nezavisna Sredingerova
jednacina bez spoljasnje perturbacije ve¢ resSena,

No®@, = EX0, (15.7)

Indeksi 0O indiciraju da se ove veli¢ine odnose na neperturbovan problem. U prvom momentu
pretpostavi¢emo da su sve energije E,’ razli¢ite medjusobom.

15.2.2. Kvadratiéni Starkov efekat. T eorija perturbacije bez degeneracijel.
Da bi smo bili u moguénosti da re§imo Sredingerovu jednacinu koja takodje sadrzi i perturbacioni
potencijal, naime

Ny =Ey (15.8)

predstavicemo trazeno reSenje, ¢ kao superpoziciju neperturbovanih resenja ¢,. Ocekujemo, da
elektriéno polje izvr§i pomeraj, a mozda i promeni talasne funkije. Ove modifikovane talasne
funkcije se mogu konstruisati iz neperturbovanih dodavajuci ih talasnim funkcijama koje pripadaju
drugim energetskim nivoima (Sl 15.4). Na osnovu ovakvih razmatranja, koja se takodje mogu
opravdati i matematicki na stroZiji nacin, dolazimo do slede¢eg probnog resenja talasne funkcije
koje i trazimo

"' U ovoj knjizi tretiramo vremenski nezavisnu teoriju perturbacija. Vremenski zavisna teorija perturbacija koja je
takodje vrlo zna~ajna, je opisana u detaljima u Vol 2, H. Haken and H.C. Wolf. Molecular Physics and Elements of
Quantum Chemistry.
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w(r)=> c,é, () (15.9)

v=l

T 1ra'r=l_él"'1 +#)

Slika 15.4 Primer kako superpozicija dve talasne funkcije @; i @, (levo) moze da dovede do nove
talasne funkcije sa pomerenim centrom (centar naelektrisanja), (desno).

Ovde je vazno zapaziti da talasne funkcije @, zavise od koordinate polozaja, r, ali ne i koeficijenti
¢y . Umetnimo (15.9) u (15.8) i dobija se neposredno

Ro D e, (N +RD e, 8, (N =ED c,é,(r) (15.10)

U prvom ¢lanu na levoj strani, koristicemo cinjenicu da talasne funkcije ®, poseduju svojstvo
(15.7) 1 tako moze se zameniti N,¢, sa E‘(,) ¢, . U cilju oslobadjanja zavisnosti od r u (15.10),

mnozimo sa leva sa dDH* i integralimo preko celog prostora. Kao §to je pokazano u Apendiksu,
talasne funkcije su ortonormalne, tj. zadovoljena je relacija

[8u,dV =5,, (15.11)

Uvodi se sledec¢a oznaka
NE =j¢;NP¢VdV (15.12)

Kako parametar Nﬁv ima dva donja indeksa, i v moze se urediti u obliku kvadratnog niza. Takav
niz se u matematici naziva matrica, te se sz naziva i matri¢ni elemenat, ili preciznije, matri¢ni

elemenat perturbacionog operatora N%. Pomocu (15.11) 1 (15.12) dojamo sledecu jednacinu iz
(15.10).

(EQ-Ek, + Y HEc, =0 (15.13)
14
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koji se naravno moze raspisati za sve indekse p. Ova procedura je potpuno generalno ispravna, i
nema nikakve pretpostavke o maloj veli¢ini perturbacije. Sada medjutim pretpostavljamo da je
perturbacija mala, ali ve¢a od nule. Ako je perturbacija tacno jednaka nuli, traZzeno resenje (15.9)
mora prirodno biti isto kao i ono polazno resenje ¢,. Koeficijenti koji rezultuju za A = 0 su oznaceni
gornjim indeksima 0. Inicijalno stanje se oznacava donjim indeksom «. Tako dobijamo relaciju

o 1 za v=x
¢, = (15.14)
0 za v#k

ili u kra¢oj formi

0 _
¢, =0, (15.15)
Ako sada dozvolimo da A raste, koeficijenti ¢, ¢e se svakako menjati. U prvoj aproksimaciji moze
se ocekivati da koeficijenti c, rastu proporcionalno sa A. U slede¢oj aproksimaciji mora se uzeti u

obzir da je promena proporcionalna sa A? i tako dalje. Isto vazi i za novu vrednost energije. Tako
dolazimo do

¢, =8, + AV + 2P 4. (15.6)
i

E=E)+1eW + 226® 4+ . (15.7)
Zamenjujuci ove izraze u (15.13) dobija se

(Ep—EQ—2eW = 226@ — )0y + A +..)+ D A, (S, +Ac) +.)=0  (15.18)
v

Izrazi (15.16) i1 (15.17) definiSu red veliine, Cemu se moze ¢italac sam ubediti stavljaju¢i A=0.1. U
ovom slu¢aju A’=0.01 $to je samo 10% od A. Potrebno je izmnoziti sve izraze u (15.18) i urediti ih
prema stepenu od A. Posle toga namece se uslov na koeficijente uz pojedine stepene od A .

Za nulti stepen

(Ep = EQ)S e =0 (15.19)
je identicki zadovoljeno. Za prvi stepen od A
— W8, +(E) —EDc) + H,, =0 (15.20)

U daljoj diskusiji ove jednacine pravicemo razliku izmedju sluCajeva py=x i u#x .Zaprvi
slucaj u=x (15.20) se reducira na

eW=H. = jqﬁ,ﬁquﬁKdV (15.21).

Za perturbovanu energiju, ovo znaci da se u skladu sa (15.17) primenjuje perturbacija prvog reda
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E=E)+H}, (15.22)
Ako izaberemo u # k koeficijenti perturbacije prvog reda se mogu izracunati iz (15.20):

H!
1 _ HoK
e\ = U#K
H 0 0 (15.23)
Ec.—E,

Medjutim koeficijent c,((l) nije bio odredjen do sada. Kao $to se mozZe pokazati iz koeficijenta
normalizacije, on mora biti jednak nuli:

c® =0 (15.24)

Ako sada zamenimo koeficijente koji su ve¢ izracunati u (15.9) perturbovana talasna funkcija u
aproksimaciji prvog reda je

w(r) =@ (r)+ Z%qﬁ (r) (15.25)

HEK K_

Sada se moze uzeti u obzir i ¢lan drugo reda, t;. A2 . Kratko racunanje daje

|
KV
D=y (15.26)
V#KE)( - Ev
Sa ovim, energija u aproximaciji perturbacije drugog reda se moze izraziti kao
2
: it
E=E)+ Z EO (15.27)

Vil(

Sada ¢emo prouciti znacenje formula (15.25) i (15.27) u slucaju kada je primenjeno spoljasnje
elektri¢no polje F . Moze se pokazati (vidi 16.13) u delu o selekcionim pravilima) da na primer za

vodonikov atom je H ,f’,( =0 Matri¢ni elementi koji nisu jednaki nuli, prema (15.5) i (15.12)

proporcionalni su jacini polja F. Tako je energija, E, pomerena od neperturbovane energije £ ,8 za

iznos, koji je prema (15.27) proporcionalan sa F?. Zbog toga se moze govoriti o kvadrati¢nim
Starkovom efektu.

15.2.3. Linearni S‘tar!cov efekat. Teorija perturbacije u prisustvu degeneracije
Pored kvadraticnog Starkovog efekta opazen je i linearni Starkov efekat. Postupamo na sledeci
nacin. Na Cisto formalni nacin, mozemo videti iz formula (15.23-27) da metod opisan prethodno ne

funkcionise ako se ¢lanovi u imeniocu potiru, tj ako je E,? —E‘(,) jednak nuli, a ako brojilac nije

jednak nuli. Ovo se moze desiti u slucaju degenerisanih stanja, Sto smo videli u slucaju
vodonikovog atoma. Ovde imamo celokupan set razli¢itih talasnih funkcija sa istim glavnim
kvantnim brojem, n, ali sa razli¢itim / i m, koje pripadaju datoj energiji. Da bi se tretirao ovaj
slu¢aj u prisustvu perturbacije, moramo se vratiti natrag na teoriju perturbacije u prisustvu
degeneracije.
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Podsetimo se ukratko Sta je ucinjeno kao prvi korak u teoriji perturbacije u odsustvu
degeneracije. Primenimo uslov (15.14). U slucaju degeneracije, kao §to znamo, to nije samo
jednostavno degeneracija talasnih funkcija koje mogu biti reSenje Sredingerove jednaCine za

energiju E,Z’V vec je to i za sve linearne kombinacije ovih talasnih funkcija. Tako, ako Zelimo da

ukinemo degeneraciju, perturbovano resenje moze biti transformisano u linearnu kombinaciju
neperturbovanih reSenja ¢iji su koeficijenti poznati. Osnovna ideja teorije perturbacije u prisustvu
degeneracije je naci ove koeficijente, u aproksimaciju nultog reda, nekom sistemskom procedurom.
Tako pisemo

w(r)= ZC§O)¢V (r) + korekcije (15.28)
v samo preko

deg enerisanih
stan ja

gde se sumacija obavlja samo preko degenerisanih stanja. Zanemarimo korekciju. Jednacina (15.28)
je formalno ista kao prethodna (15.9) ali se sada ne sumira preko svih stanja. Medjutim koeficijenti

c&o) se mogu formalno odrediti ako se vratimo u sistem jednacina oblika (15.13) i dozvolimo da

skup koeficijenata cso) bude zamenjen koeficijentima c,. Ako imamo N degenerisanih stanja,

imamo N jednacina sa N nepoznatih koeficijenata. Da bi homogeni sistem jednacina bio resiv,
determinanta koeficijenata treba da je jednaka nuli.

(E{ - E+H{) HY, " HPy
0
HY, (E{—E+HY,) .. HY,
=0 (15.29)
0
HY, » (E{-E+HJ )

Ova determinanta se takodje naziva sekularna determinanta. Ako se resi, ona daje polinom N tog
stepena po energiji E. Kada se ovo izjednaci sa nulom to postaje algebarska jednacina koja ima N
korena, od kojih neki mogu biti medjusobno jednaki.

Kao konkretan primer, tretirajmo prvo pobudjeno stanje atoma vodonika sa glavnim
kvantnim brojem n=2. Talasne funkcije atoma vodonika su odredjene kvantnim brojevima n, /1 m.
Da bi se povezali sa razmatranim sistemom piSemo

®,,,, n=2 (15.30)

pri ¢emu koristimo tabelu
1 za [=0, m=0
2 za [=1 m=0
V= (15.31)
3 za [=1, m=1
4 za =1, m=-1
Probno resenje (15.28) postaje
w(r) =", (r)+3", (1) + 3"y (1) +¢,” 8, (r) (15.32)
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gde su, @; , ponovimo jo§ jednom, talasne funkcije vodonikovog atoma u n=2 stanju, koja su sva
degenerisana. Matri¢ni elementi (15.12) su obliku

Hyy = [411, (DeFz,, (V. (15.33)

pretpostavlja se da se polje primenjuje u z pravcu. Koriste¢i selekciona pravila, moze se pokazati,
kao i u Sekciji 16.1, da su svi matri¢ni elementi jednaki nuli osim, za

H,=H;, (15.34)
Ovo se moze zapisati u obliku
H{,=Hj =eFd (15.35)

jer su talasne funkcije realne. U tretiranom slucaju, kada je N=4 i kada svi matri¢ni elementi
nestaju, osim (15.35), onda se (15.13) svodi na

(E)—E)c,+eFdc, =0 (15.36)
eFdc, +(E) —E)c, =0 (15.37)
(EY—E)c, =0 (15.38)
(Ey—E)c, =0 (15.39)

Ocigledno je da se prethodni sistem jednacina cepa u dva grupe od po dve jednacine: (15.36) i
(15.37) je jedna grupa i (15. 38) i (15.39) je druga grupa. Determinanta (15.36) 1 (15.37) je

E)-E eFd

=0 15.40
eFd E)-E ( )

Ovo postaje jednako nuli kada E uzme vrednosti
E. =E)+teFd (15.41)

Moze se pokazati da je pozitivni znak pridruzen c; = ¢, a da je negativni znak sa c; = -c,. Energija E
se povecava ili smanjuje u odnosu na energiju neperturbovanog stanja za iznos koji je
proporcionalan jacini elektricnog polja F. Jednacine (15.38) ili (15.39) pak zahtevaju da je energija
perturbovanog sistema ista kao i energija neperturbovanog. Talasne funkcije @3(r) i @4(r) su u
svakom slucaju “prava linearna kombinacija”.

Tako dobijamo celokupnu Semu cepanja energija kao $to je pokazano na slici 15.5. Na istoj
slici pokazane su i talasne funkcije u prisustvu polja.

Linearni Starkov efekat, diskutovan ovde je specijalni sludaj koji se opaza samo kod
vodonikovog atoma. Razlog za ovo je lako razumeti: matri¢ni element (15.33) se razlikuje od nule
samo kada je [ #['. Za razliku od vodonika, degeneracija po 1 se ukida u drugim atomima, tj,

+E°

0
E ol

n,l,m

kao $to je pokazano u Glavi 11.
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Slika 15.5. Linearni Starkov efekat. Dole
levo: porastom jacine polja F, energetski

. 0 . .
nivo E5 s cepa u tri podnivoa. Gore

levo: predstava Cetiri degenerisane
e talasne funkcije u jednoj slici. Tackasta

linija je s funkcija, neprekidna linije je p
ﬂ\ funkcija
f i Desno gore: Superpozicija s funkcije i p
G» uz pravcu izaziva pomeraj centra
naelektrisanja elektrona. Srednje desno:
/

Dumbells u x i y pravcu ne osecaju
uticaj. Dole desno. Superpozicija s
funkcije I p dumbell a (sa amplitudom u
suprotnim pravcima u poredjenju sa
prethodnim  slucajem)  dovodi  do
pomeraja centra naelektrisanja u
negativiom z pravcu.

5

— Field strength

15.3. Interakcija Two Level atoma sa koherentnim poljem zracenja.
U prethodnim poglavljima o interakciji spina sa promenljivim magnetskim poljem, objasnili smo
interesantan fenomen preokretanja spina, koji je nasao mnogobrojne primene u fizici i hemiji. U
ovom poglavlju, pokazacemo da two level atom interaguje sa koherentnim poljem zracenja na
slican nacin koji je tatno analogan preokretanju spina. lako je spin, sistem sa ta¢no dva nivo
(stanja), ova pretpostavka je samo priblizna za atom. Prosto pretpostavljamo da polje zracenja
indukuje prelaze izmedju dva susedna nivoa, i da su svi ostali nivoi atoma energetski tako daleko
od ova dva koja se razmatraju da se moze zanemariti efekat tih ostalih stanja. Ovo je shvatljivo u
svetlosti teorije perturbacija u odsustvu degeneracije koja je tretirana ranije, jer kombinacije
talasnih funkcija koje su pridruzene dalekim nivoima sa talasnim funkcijam koje pripadaju dvama
bliskim nivoima ¢e imati veliku razliku energije u u imeniocu i tako ¢e njihov doprinos biti veoma
mali (15.25).

U kvantno mehani¢kom tretmanu, po¢eéemo sa Sredingerovom jedna¢inom za elektron koji
se kre¢e u polju potencijala V jezgra i u dodatnom potencijalu polja zracenja V,. Ova jednacina
ima oblik

2
(—%vz +V+Vajw(r,z):ih% (15.42)
0

Da bi nasli eksplicitni oblik potencijala V,, uzmimo da je polje zracenja u obliku ravanskog talasa
F = F, cos(kx —wr) (15.43)
U cilju izbegavanja konfuzije izmedju energije i jacine elektricnog polja, ovo zadnje ¢emo
oznacavati sa F. Pretpostavicemo, StaviSe, da je atom lokalizovan u r=0. Posto je talasna duzina
svetlosti A=27/k, generalno mnogo veca nego oblast prostiranja talasne funkcije atoma,

mozemo, sa vrlo dobro aproksimacijom uzeti x=0 u (15.43) Tako, prakticno imamo homogeno
polje zracenja u oblasti atoma,

F = F, cos(wt) (15.44)

Takodje pretpostavljamo da je polje zracenja polarizovano u z pravcu
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F, =(0,0,F,) (15.45)
Sila kojom polje F deluje na elektron je —eF. Rezultujuca potencijalna energija je
V, =eF,zcoswt (15.46)

Ovaj izraz za V, ¢e se koristiti u (15.42). Pretpostavimo da je Sredingerova jedna¢ina resena za
slucaj odsustva spoljasnjeg polja:

2m,

2
(—h V2+VJ¢].:E‘/¢_[ j=12,. (15.47)

tj. pretpostavimo da su energije i talasne funkcije poznate, bar za indekse j=1,2.
Kako ocekujemo prelaze samo izmedju nivoa 1 i nivoa 2, mozemo pisati talasne funkcije
(15.42) u obliku superpozicije neperturbovanih talasnih funkcija (15.47)

w(r.0)=c,(Op (r)+c,(O)p,(r), (15.48)

Da bi smo odredili, jo§ uvek nepoznate, koeficijente c¢; i ¢, zamenimo (15.48) u (15.42),
pomnozimo sa leva sa ¢ ili ¢,, tacno kao i u Sekciji 15.2, i integralimo preko celog prostora.
Uvedemo skracenice

H = j @) (r)eF,z¢, (r)dV cos ot (15.49)

i dobijamo jednacine

él :%[(El +H{)e, +H11202] (15.50)
1

i

¢ :%[(E2+H§)c2+Hﬁcl] (15.51)
l

analogno sa Sekcijom 15.2.
U mnogim slu¢ajevima, mozemo pretpostaviti da H; i HJ, nestaju (uporedi sa Glavom 16 o
simetrijama i selekcionim pravilima). Za reSavanje (15.50 1 51) proba¢emo probnu funkciju

¢, =d (e (15.52)

Uz ovu jednacinu (15.50) i (15.51) se svode na

d = %[chzdze“ﬂ*z)”h] (15.53)
1
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dr = %[H;czdle'i(E"E””h] (15.54)
1

U medjuvremenu, pretpostavimo , u skladu sa (15.43) da je polje zraCenja monohromatsko. Sada
uvodimo dalju pretpostavku da je polje zracenja u rezonanci sa elektronskim prelazom. Ovo znaci
da je ispravna sledeca jednacina

E,-E, =he (15.55)

Ako sada izvucemo faktor
1 iot —iot
cosa)tza(e +e ) (15.56)

iz (15.49) i pomnozimo eksponencijalnom funkcijom u (15.53) dobijamo celokupan faktor

%(1+e2"w’). (15.57)

Kao §to ¢emo videti na dalje, d; i d; se menjaju vrlo sporo sa vremenom u poredjenju sa
frekvencijom @ , sve dok jacina polja nije previSe velika. Ovo nam omogucuje da usrednjimo
(15.53) 1 (15.54) u vremenu koje je dugo u poredjenju sa 1/w , ali je jo§ uvek kratko u poredjenju
sa vremenskom konstantnom koja odredjuje promenu dy (vidi 15.61).

Rezultat ovog usrednjavanja je da je doprinos brzo promenljivog ¢lana e mnogo manji
od 1, i da se moZe zanemariti u poredjenju sa 1. Ovo se u literaturi naziva “rotating wave
approximation” tj. aproksimacija rotirajuceg talasa. Izraz dolazi iz oblasti spin rezonance. U sekciji

—2iot

14.4 term e se nije pojavljivao jer je primenjeno rotaciono magnetsko polje. U 15.54 javlja se
term > koji odgovara (15.57) i u ovom sluéaju je takodje zanemarljivo mali. Ako pokratimo
integral u (15.49) zamenjuju¢i matricni element dipolnog momenta (92)!,]. = J ¢i*(r)ez¢j(r)dV,
(15.53) 1 (15.54) se svode na

11
di=——F(0.)d; (15.58)
i

11

dz =——Fy(0.):4, (15.59)

Ove jednacine su upadljivo sli¢ne sa jednacinama spina (14.94) i (14.95) koje smo sreli u Sekciji
14.4. Moze se pokazati da se  (6.), =(6. )21* moze izabrati da bude realno. Uvode¢i sledece
smenu

1
Q:EFO(HZ)U (15.60)
gde se (2 moze shvatiti kao frekvencija, onda se kao resenje (15.58,59) dobija

d, =cosQt (15.61)
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d, =—isinQt (15.62)

Ovo je zasnovano na pretpostavci da je u t=0 elektron za sigurno u nizem nivou. Tako je
Sredingerova jednagina (15.42) za sistem sa dva nivoa koji interaguje sa spoljasnjim
monohromati¢nim poljem zracenja, konacno reSena. Koeficijenti ¢; i c; u (15.48) su sada u
ocigledno u obliku

c, =e "M cosQt, (15.63)
c, =—ie "M% sin Q) (15.64)

. . , v e . .. 2
Kao Sto znamo, kvadrat apsolutne vrednosti c; daje verovatnocu nalaZenja sistema u stanju j. |c/.| se

moze shvatiti kao broj zauzeca stanja j, N;. Kao $to je indicirano odgovaraju¢im formulama

N, =le,|” = cos® Q (15.65)
N, =|e,[" =sin® (15.66)

elektron oscilira frekvencijom Q izmedju stanja 1 1 2. Instruktivno je izracunati matricne elemente
dipola prema

0. =fw*ezde=(92 )pcre, +H0.),, cxe,. (15.67)
Kona¢ni rezultat celog procesa je

0. =—(6.),, sin(2Q¢)sin ot (15.68)
Ovo znaci da se dipolni momenat premesta napred nazad sa brzo osciliraju¢om komponentom
sinwt, a da se njegova amplituda takodje modulira sa sin2Qt. Dipolni momenat je tako najveci kada
elektron ima broj zauze¢a N;=N,=1/2, tj. kada je verovatnoca zauzeca bilo kog nivoa jednaka.
Rezultat (15.68) i formula (15.65) i (15.66) su brlo blisko analogne rezultatima odbijen u spin
rezonanci u sekciji 14.4. Istrazicemo ovu analogiju detaljnije u sledecoj glavi. Ovo omogucuje
prosirenje niza spin eksperimenata na opticke prelaze izmedju elektronskih stanja u atomima. Takvi
eksperimenti zahtevaju koherentnu svetlost sa velikim jacinama polja. Ovo je potrebno da bi se
prelaz dogodio u vremenu  t, oc 1/Q oc 1/F, (uporedi sa 15.60!) Sto je tako kratko da elektronsko

kretanje nije znacajno perturbovano od drugih efekata, tj. sudara izmedju atoma u gasovima ili
spontanom emisijom svetlosti od ekscitovanih stanja. Tipicna vrednost za ty lezi izmedju 107 i 107

11
S.

15.4 Spinski i fotonski eho-i

U ovoj sekeiji tretiraéemo dva specijalno interesantna fenomena, spinski eho, i fotonski eho. Ako
uporedimo rezultate sekcije 14.4 sa predvidjanjima ove sekcije, vide¢emo vrlo blisku analogiju
izmedju ponaSanja spina pod istovremenim uticajem konstantog magnetskog polja i transverzalno
osciluju¢eg magnetnog polja i elektrona u atomu sa dva nivoa, koji je takodje pod uticajem
oscilujuceg elektricnog polja. U oba slucaja, pretpostavljamo da je frekvencija primenjenog polja u
rezonanci sa prelaznom frekvencijom spina ili sa elektronskim prelazom sa nizeg na vise stanje.
Prvo ¢emo diskutovati ponaSanje spina.
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Kao §to smo videli u sekciji 14.4 primena koherentog polja izaziva preokretanje spina. Da li
¢e se spin elektrona zaista preokrenuti ili samo zaoscilovati, zavisi od vremena trajanja primene
spoljasnjeg polja. Ako se dozvoli da polje deluje dovoljno gdugo da se spin preokrene za n/2 govori
se 0 /2 ili 90° impulsu. Ako se polje ostavi dvostruko duze, spin ¢e se preokrenuti kompletno. U
ovom slu¢aju govori se o 7 ili 180° impulsu. Takozvani spinski e¢ho, je primena ovih ideja. Neka
prvo primenimo /2 impuls (slika 15.6). U mnogim prakticnim sluSajevima, spin nece precesovati
sa istom brzinom zbog prostorno promenjlivog statickog magnetskog polja. Zbog toga se oni Sire u
toku vremena (vidi sliku 15.7).

Slika 15.6. Spin eho (foton eho)

1 T inpuls r impuls eksperiment. Gore, primenjeni impulsi
& 2 Jacine elektricnog polja (fotonski eho) ili
¥ magnetskog polja (spinski eho) kao

l funkcija vremena.Dole: velicina

0 t4 Iz 1y t dipolnog momenta (spin) atoma kao

funkcija vremena.

Pit)

Slika 15.7. Sirenje i zajednicko kretanje
spinova. Levo: Polazni uslov, svi spinovi
su paralelni. Srednje: Sirenje spinova.
Desno: Vracanje natrag posle impulsa
od 180’

Oznacavajuéi Sirinu intervala frekvencije precesije sa Aw* mozemo definisati srednje vreme T,* u
kojem se spinovi Sire, Aw=27/T,. Ao* se naziva “nehomogena $irina”. Spin koji precesira
moze da emituje elektromagnetsko zracenje. Posto su spinovi van faza jedan u odnosu na drugi, isti
je slucaj i sa emitovanim elektromagnetskim zracenjem, $to dovodi do smanjenja ukupnog
intenziteta. Ako sada primenimo drugi impuls, ali ovaj put impuls od 180° (Slika 15.6), spinovi ¢e
se preokrenuti. Sta ¢e se desiti najbolje se moze razumeti poredjenjem sa trka¢ima na stazi. Na
pocetku trke, svi takmicari su u istom polozaju, na startnoj liniji. Posle startnog signala, pucanj iz
pistolja (90° impuls), oni prelaze razli¢ita rastojanja jer svi imaju razli¢ite brzine. Efekat impulsa od
180° je isti kao i drugi startni signal (drugi pucanj pistolja) posle koga se takmiari zaustavljaju,
okrecu i tr¢e natrag ka startnoj liniji u toku intervala vremana jednakom izmedju prva dva pucnja.
Ocigledno je da ¢e svi dostiCi startnu liniju u istom trenutku jer svaki od trkac¢a tr¢i istom brzinom
napred kao i nazad. Za spin ovo zna&i da ¢e posle nekog vremena nakon impulsa od 180° svi
ponovo biti u istoj fazi, i njihova zracenja ¢e takodje biti u istoj fazi. Kao rezultat, ponovo se
dostize originalni intenzitet zracenja. Ova slika se moze u izvesnoj meri modifikovati, jer, takodje
postoji nepovratna promena faze spina, koja se karakterise tzv. homogenom Sirinom linije Sto ¢e biti
diskutovano u Sekciji 16.2. Zbog ovoga, originalni pocetni intenzitet se ne mozZe u potpunosti
postiéi (vidi sl 15.8). Ako se ponovi impuls od 180° rezultat je onaj koji je prikazan na slici 15.9.
Vreme T, koje smo sreli ranije u sekciji 14.5 u Bloch ovoj jednacini se moze izracunati iz raspada
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pika. Homogena Sirina linije se onda moze odrediti iz T,: Aw=27n/T,. Analogija izmedju spina i
atoma sa dva nivoa sada ¢ini mogu¢im da se primeni celokupni proces spinskog ehoa na polje
zracenja u slucaju fotonskog ehoa. Ostavljamo to Citaocu da ovu analogiju razvije na osnovu
prethodnog.

Slika 15.8. Raspad spinske emisije i
eho emisije protona u vodi. Iz A.
Abragam: The principles of Nuclear
Magnetism (Oxford 1962)

-
-

&
LA REE i

-+

= 5
e
-
-
e
==
.
E 2
E o
.=
-
.
-
E 3
-
S
L o

AARSSRERELARR]

131t Taaaa i

Slika 15.9. Serija spinskih ehoa
dobijana iz protona u obicnoj vodi.
Ovom metodom, 90’ impuls  se
primenjuje u t=0 , i pracen je
impulsima od 1 80° u vremenima 7, 37,
57, ... ,(2n-1)t . Eho-i se opazaju u
vremenu 21, 47, ... 2nt (n ceo broj).
Moze se pokazati da visina pika
opada prema formuli f(n)=e""" A.
Abragam: The principles of Nuclear
Magnetism (Oxford 1962)

T T

T

Na kraju razmotrimo atomski sistem sa dva nivoa. Kao primer razmotrimo rubin, u kome su
joni hroma ukljueni kao necistoéa u osnovnoj reSetki aluminijum oksida. Do izvesne
aproksimacije, ovi joni se mogu tretirati kao atomski sistem sa dva nivoa. Kao $to smo videli u
sekciji 15.4, broj zauzeéa gornjeg stanja raste usled primene rezonantnog oscilujuceg elektricnog
polja (15.66). Elektron atoma necisto¢e se tako moze naci sve ¢eS¢e u gornjem stanju, pri ¢emu
zauzeée donjeg stanja opada. Moguce je postici stanje u kome su stanja podjednako zauzeta. Posto
je ovo taéna analogija sa stanjem u kome se spin zaokrene za 90° , ili drugim re&ima broj stanja sa
spin gore ili spin dole su jednaki, moze se govoriti o 7/2 ili 90° impulsu. Ako se primeni spoljasnje
elektricno polje na elektron dvostruko duze, on odlazi kompletno u gornje stanje, ponovo u
analogiji sa spinom, koji se u ovom slucaju rotira za 180°, ili 7 impuls. Kako (15.66) i (15.60)
pokazuju, preokretanje se odigrava brze kada je primenjeno polje jacine Fy ili vise.

Zamislimo sada da je elektron ekscitovan 7/2 impulsom. Moze se pokazati da dipolni
momenat elektrona onda osciluje slobodno sa frekvencijom optickog prelaza . Ovo se moze
pokazati racunanjem ocekivane vrednosti dipola $to je analogno (15.67) i (15.68), iako nema
spoljasnjeg  polja. Prema Maxwell ovoj teoriji, medjutim, osciluju¢i dipol mozZe emitovati
elektromagnetske talasu, u ovom slucaju svetlosne talase. Ovo znaci da skup atoma necistoce
emituje svetlost posle m/2 impulsa. Medjuti, poSto su atomi pod uticajem razlicitih polja u kristalu,
njihove frekvencije prelaza nisu iste i neki od oscilujucih dipola emituju svetlost koja je van faze.
Tako je emitovani intenzitet redukovan.
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Sada, kao i u slucaju spina, moZemo primeniti © impuls koji vraca nazad skrenute faze
osciluju¢ih dipola. Ovo predvidjanje je opravdano zbog potpune matematicke korespondencije
izmedju ponasanja spina i atoma sa dva nivoa. Kada se osciluju¢i dipoli vrate natrag u fazu, oni
emituju svetlosne impulse koji se mogu videti kao “eho” prethodno primenjenog m impulsa. U
optickoj oblasti faze dipola divergiraju vrlo brzo, tako je nuzno u ovim eksperimentima koristiti
vrlo kratke impulse oko 107" s ili manje.

15.5. Pogled na kvantnu elektrodinamiku

15.5.1. Kvantizacija polja

U ovoj sekciji  ocrtacemo nerelativisticku teoriju Lamb-ovog pomeraja. Prvo ¢emo preko primera
pokazati kako se polje svetlosti moze kvantizirati. Poce¢emo sa Maxwell ovim jednacinama u
vakuumu koje glase:

curl =8 (15.69)
ot
Curlézgoluoa—E (15.70)
ot
divE =0 (15.71)
divB=0 (15.72)
gde je
1
fubo =5 (15.73)

i ¢ je brzina svetlosti u vakuumu. Razmotrimo sada stojeci elektri¢ni talas sa talasnim vektorom k i
sa elektri¢énim vektorom u z pravcu

E=(0,0,E.), E.=p(t)N sin(kx) (15.74)

gde je p(t) joS uvek nepoznata funkcija vremena. Da bi smo izveli odgovarajuéu magnetsku
indukciju zamenimo (15.74) u (15.69). Lako se moze pokazati da se jedino y komponenta ove
jednacine ne anulira

OB
- aaiz =— at-v (15.75)

Posto je leva strana ove jednacine proporcionalna sa cos(kx) to sugeriSe da je By proporcionalno sa
cos(kx). Ovo nas dovodi do

B, =q()

y

N cos(kx)
Y (15.76)
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gde smo ukljucili faktor 1/c radi pogodnosti. Ovaj faktor daje veliCinama p i q iste fizicke
dimenzije. Umetajuci (15.76) u (15.75) dobija se

dq _

_ 15.77
il ( )

gde koristimo skra¢enicu
w=ck (15.78)

Kako je k talasni broj i ¢ je brzina, ® u (15.78) je kruzna frekvencija. Zamenjuju¢i E (15.74) i B
(15.76) u (15.70) dobija se

dp
—=- 15.79
o (15.79)
Diferenciramo (15.77) po vremenu i eliminiSemo p preko (15.79) dobijamo

dzq 2
—+wqg=0 15.80
" q ( )

Ovo je dobro poznata jednacna harmonijskog oscilatora sa kruznom frekvencijom . Jednacine
(15.77) 1 (15.79) se mogu napisati u elegantnoj formi uvode¢i hamiltonijan

N:%a)(szrqz) (15.81)

Onda se (15.77) 1 (15.79) mogu zapisati u obliku

dq _ 0N (15.82)
dt op

d_p:_ﬁ_N (15.83)
dt oq

Jasno je da se radi sa Hamiltonovim jednacinama harmonijskog oscilatora. Ovo nam dozvoljava da
identifikujemo p sa impulsom, i q sa koordinatama harrmonijskog oscilatora. Uz ovu identifikaciju
imamo klju¢ za kvantizaciju elektromagnetskog polja. Ovo se obavlja na ¢isto formalnoj analogiji.
U sekciji 9.4 videli smo kako se kvantizira kretanje harmonijskog oscilatora. Ovde Zelimo da
obavimo ta¢no istu stvar. Da bi smo analogiju izmedju  harmonijskog oscilatora i

elektromagnetskog polja postavili na ¢vrstoj osnovi pokazacemo da je N (15.81) identican sa

energijom elektromagnetskog polja. Prema elektrodinamici, energija u zapremini V=L je data
sa

U= j l(gOE2 LN (15.84)
2 Hy
Zamenjujuci (15.74) 1 (15.76) u izraz za energiju (15.84) dobijamo
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L
T :%NZgOLZ [[* sin® (k) + * cos® (k) Jix (15.85)

0

Pod pretpostavkom periodi¢nih grani¢nih uslova, integracija po x se moze lako obaviti i ovde je
ispustena.

(7:%1/1\/%;0(102 +q°%) (15.86)
Nasli smo istu funkciju od p i q kao i u (15.81). Ova identifikacija nam omogucuje nalazenje, jos

uvek nepoznatog faktora normalizacije, N. Poredeci (15.86) sa (15.81) dobijamo

N= |2 |2 (15.87)
gV

Vratimo se sada na problem kvantizacije. Zelimo da koristimo analogiju izmedju Hamiltonijana
(15.81) i harmonijskog oscilatora. Pogodno je koristiti Hamiltonijan u obliku

%hw(l‘[z +EY). (15.88)

Ekvivalencija izmedju (15.81) i (15.88) se postize uzimajuci

p=Tn, q=¢&n (15.89)

tako da Hamiltonijan (15.81) dobija istu formu (15.88). Ovde, medjutim, znamo kako izgleda
kvantna verzija. Treba da zamenimo [] operatorom 0/0& po analogiji sa Sekcijom 9.4. Koristeci

tu analogiju dalje uvodimo operatore kreacije i anihilacije

1( o .
ﬁ(_%JrgJ_b (15.90)
%[%%j:b (15.91)

ili reSavaju¢ipopiq
. h +
p=i E(b -b) (15.92)

q=i g(b++b) (15.93)
Operatori kreacije i anihilacije zadovoljavaju komutacionu relaciju
bb*—b'b=1 (15.94)
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Koristec¢i (15.92) 1 (15.93) mozemo izraziti polja E i B preko ovih operatora u obliku

E. =i(b* —b) gNsin(kx) (15.95)

E =(b"+ b)\/g N costi) (15.96)
C

Faktor normalizacije je dat sa

o |2 1
N= /—1/—, Eolly = — 15.97
80 vV O:uo cz ( )

Uz transformacije (15.90) i (15.91) Hamiltonijan (15.88) se moze izraziti preko operatora kreacije i
anihilacije isto kao i Sekciji 9.4.

N= ha)(b*b+%). (15.98)

Ostavljamo ¢itaocu da dokaze da se ovaj Hamiltonijan moze takodje izvesti zamenjujuéi (15.95) u
(15.84). U brojnim problemima u kojima se radi sa interakcijom izmedju elektrona i
lektromagnetskog polja potreban je vektorski potencijal A. A je u vezi sa magnetnom indukcijom
preko

B = curl4 (15.99)
U ovoj knjizi biramo “Kulonov gauge”
divA = 0. (15.100)

Za B u obliku (15.96) relacije (15.99, 100) su ispunjene sa

N /10) 21 .
A,=0,4,=0,4, =—(b +b)1/%\/;;sm(kx) (15.101)

Sumirajmo prethodne rezultate. Kada kvantiziramo elektromagnetno polje, jacina elektri¢nog polja,
magnetna indukcija i vektorski potencijal postaju operatori koji se mogu izraziti poznatim
operatorima kreacije i anihilacije b" i b harmonijskog oscilatora. Ukupna energija polja takodje
postaje Hamiltonov operator u obliku (15.98).

Kako normalizacija talasa u beskona¢nom prostoru pokazuje neke formalne teskocée (koje se
mogu medjutim prevazi¢i), iskoristi¢emo jedan dobro poznati trik. Izlozimo talasnu funkciju

g7 (15.102)
periodi¢nim grani¢nim uslovima. Da bi se gornji formalizam primenio na Lambov pomeraj,
potrebne su dve izmene.

1) Umesto koris¢enja jednog (stojeceg) talasa, elektromagnetsko polje se mora pisati kao
superpozicija svih mogucih talasa.

2) Umesto stojeceg talasa koriS¢enje obi¢nog progresujuceg talasa ima nekih prednosti.
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Kako izvodjenje odgovarajucih relacija ne daje nikakav fizicki uvid dalje od onog $to je
ve¢ dato ranije, ove relacije dajemo odmah.

— ho oz o
Er)=Y¢, |[—=|ib, ™" —ibie™7" 15.103
(r) ; ”,2501/[ p 2 ] ( )
B o hou L e i
B(r)=> ki xe, o ib,e" " —ibfe™™ (15.104)
A

Pojedini delovi imaju slede¢a znacenja:
A indeks pojedinacnih talasa
e), vektorpolarizacije talasa
;, kruzna frekvencija
k, talasni vektor talasa.

(15.105)

Vektor potencijalaA je

Zeﬂ / [b R (15.106)

Operatori by i by zadovoljavaju komutacione relacije

b,bl—blb, =5, (15.107)
b, —b,b, =0 (15.108)
bib—bibl =0 (15.109)

Hamiltonov operator je
N 1
N, = 2w, (b]b, +2) (15.110)
A

Kao i obi¢no, Sredingerova jednacina se dobija primenom Hamiltonovog operatora na talasnu
funkciju, koju ovom prilikom obelezavamosa .

N  ®=ED (15.111)

polja

Odredi¢emo talasne funkcije i energije u vezbama. Za ono §to sledi potrebno nam je jedino osnovno
stanje, definisano sa b, ®y=0, za sve A i stanja koja su zauzeta jednim kvantom svetlosti (fotonom).

D, =bD, (15.112)
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sa kvantom energije
E,=hw,(+E,) (15.113)

Ima nultu tacku energije

E, :Z%h@ (15.114)
A
Ovaj izraz je beskonacan, inije observabla i zato se izbacuje.

15.5.2. Renolmalizacija mase i Lambov pomeraj

Sada ¢emo tretirati interakciju vodonikovog atoma sa poljem kvantovane svetlosti. Interakcija se
odvija preko vektorskog potencijala A koji se pojavljuje u (14.12). Kako je A malo u ovom slucaju,
zadrza¢emo samo linearni deo od A i pretpostavicemo da je divA=0. Za razliku od prethodnog
slucaja polje nije zadato spolja, ve¢ postaje varijabla sistema. Zato ne smemo samo da piSemo A u

formi (15.106) ve¢ se takodje mora dodati hamiltonijanu kvantovanog polja N, joSi N, +§; .

Tako Sredingerova jedna¢ina koja treba da se resi je

(Npolja—'_xel—i_Nim)l//:EW (15115)
gde su
hZ
Ny=—7—A+V(r) (15.116)
2m

N e = ;ha)ﬂb;bl (15.117)

z~<int =

gde je

A h

p=—grad (15.118)

l

Da bi smo resili Sredingerovu jedna¢inu (15.115) primeni¢emo teoriju perturbacija gde

N, =N, +N (15.119)

polja

sluzi kao neperturbovani Hamiltonijan a Nint kao perturbacija. Svojstvene funkcije @, operatora

NO su proizvod svojstvenih funkcija operatora N o] 1 Operatora INY tj. @. Skraceno ¢emo skup

polja
kvantnih brojeva n, 1, m, funkcije y oznaciti sa n. Na dalje ¢emo obratiti paznju na vakumsko
stanje @y i jedno fotonsko stanje ®,=b, D,. Identifikujuéi indeks v, funkcije @, sa (n,0) ili (n,A)
mozemo napisati neperturbovane talasne funkcije kao
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O =y (r)D, gde (15.120)

k=0 ili A. (15.121)

Odgovarajuci energetski nivoi su

E' =E (k=0) i E =F +ho, (15.122)

v, tot v, tot

Za perturbacionu teoriju potrebni su nam matri¢ni elementi operatora INY it KOJ1 su u bra i ket

notaciji
. h - o
" =y oSS b,e™" +ble™ " | plw, D,
uv <Wn k mo ; A 260/1801/[ A A ] pl//n k
(15.123)

koji se moze preurediti kao

h ik, F = o ' ,,"A,,;_ o '
HLV :miog: ZwigoV[<nekA €, -pn><®,{|bﬂ|®k.>+<ne ke, -pn><®k|bi|®,‘,>} (15.124)
Kao $to znamo iz kvantizacije harmonijskog oscilatora
<q>k b ®k>:<®k’bﬂ’®k>:0 (15.125)

Zbog toga energija perturbacije se anulira u prvoj aproksimaciji. Polaze¢i od vakuma kao
neperturbovanog stanja, tj. k’=0, dalje imamo

b;

(@ fp|os)=0 . (@)b;|@,) =5, (15.126)

Drugim re¢ima moZe se generisati jedan foton A. Pretpostavimo da se atom nalazi u koordinatnom
pocetku i da je prostiranje elektronskih talasnih funkcija malo u poredjenju sa talasnom duzinom

7
svetlosnog talasa €"*
Na ovaj na¢in H,, se svodina (sak=\!).

F . . o . . .
. Ovo nam dozvoljava da ignoriSemo ovaj faktor u matri¢nim elementima.

e-

s>

e h
1 _ 1
H,UV = HI‘[,A;”',O — ~ 1, n
my \ 2w,&,V

n> (15.27)
Izraz za penergiju perturbacije u drugom redu je

) 2
n',A;n,0

2 _
P2l — -
ZEf -E’ -ho,

n'\A

(15.128)
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U kvantnoj elektrodinamic, procesi koji dovode do £ se obiéno vizuelizuju na sledeéi nain:

Elektron je u inicijalnom stanju n, i nema fotona. Onda se emituje foton, vrste A. (operator
kreacije b, u (15.124 i 15.128) i elektron odlazi u finalno stanje n’. Kona¢no se foton reabsorbuje
(operator anihilacije by u 15.124) i (15.128) i elektron se vraca u svoje stanje n. Ovaj proces je
opisan slede¢im Feyman ovim dijagramom (Slika 15.10).

Slika 15.10 Primer Feyman ovog dijagrama. Virtuelna emisija i reabsorpcija fotona.

Na dalje je potrebno da razlikujemo razne mode polja malo detaljnije. U ovom delu, zameni¢emo
indeks A sa talasnim vektorom k, a indeks j indicira jednu od dva pravca polarizacije. Pored toga,
koristimo vezu frekvencije i talasnog broja

w, =w, =ck (15.129)

Dalje koristimo pravilo

1o d’k
;; —Zf(zﬂ)z (15.130)

j=12

Koriste¢i (15.127, 129 1 15.130) mozemo (15.128) napisati u formi

e

@ _;ez_hf gLy Dl LA
2r)’ 2me, w53 E -E\ -ho,

2

€-p

(15.131)

Radi dalje procene, podelicemo integral preko prostora k u dva, jedan po prostornom uglu Q a
drugi po intenzitetu k.

jdﬁ? :jkzdkjdg (15.132)

Prvo se obavlja integracija preko prostornog ugla i sumira po dva pravca polarizacije. Kako je
izracunavanje Cisto formalno, dobijeni rezultat se piSe neposredno

o

=4r—
Ovo vodi do sledeceg rezultata za self-energiju (samoenergiju)

2 2

.

G- b (15.133)

P

| day’
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2
A

p

i

" E’—ho

£ = 20 [ adao (15.134)
0

(27[) 3mgg,c

Detaljnija diskusija sume po n’ otkriva da se ova suma sigurno ne anulira brze od 1/®. Tako,
neposredno zakljuCujemo da je integral po ® u (15.134) divergentan $to znaci da je energetski
pomeraj beskonacno veliki. Ovaj, ¢ini se apsurdan rezultat, je predstavljao veliku teSkocu
teorijskim fizicarima. Ovo je prevazidjeno idejom Bethe-a, Schwinger-a i Weisskopf -a koju ¢emo
sada objasniti.

Kada radimo sli¢no racunanje za slobodne elektrone takodje nalazimo beskonacan rezultat
koji se moZe videti na sledec¢i nacin. Ponovi¢emo celokupan racun ovde, ali umesto svojstvenih
funkecija y, atoma vodonika koristicemo talasne funkcije slobodnih elektrona

w,(r) >w,=Nexp(ip-r/h) (15.135)

N
Zapaziti da je ]_5 u ovoj formuli obican vektor, dok je ]_5 koje se pojavljivao ranije (npr 15.127)
operator impulsa (h /i ) ar ad . Umesto matri¢nih elemenata, koji su bili izmedju svojstvenih

stanja vodonikovog atoma, sada ra¢unamo matri¢ne elemente izmedju ravanskih talasa. Neposredno
se dobija

p>:N2je7ﬁ"7}3e? 47 (15.136)

p> =ps, (15.137)

Potrebno je da se joS nacini zamena

E -E,—>E,-E, (15.138)
neposredno nalazimo

(E,-E,)5,,=0 (15.139)

na osnovu (15.137). Uzimajuc¢i sve rezultate zajedno dobijamo da je samo energija slobodnog
elektrona u formi

1 2 &
@ _ _ N dw 15.140
(27)’ 3mie,c’ P ZO: ( )

Opazimo da je “samo energija” slobodnog elektrona sa impulsom p proporcionalna sa p*. Jednagina
(15.140) se moze interpretirati kao da daje pomeraj mase mase elektrona, Sto se moze videti kao:
energija slobodnog elektrona bez interakcije sa elektromagnetsnim poljem (go elektron) je
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E, =p’/2m, (15.141)
Ovde je I’I_/lo masa “golog” elektrona. Pomeraj energije se racuna kao

1 28 7
AE,=————= _p*[do (15.142)
2r) 3mye,c”

Tako da je ukupna energija

2

p
E +AE =
p P Zmo

(15.143)

Masa golog elektrona, pri zanemarivanju elektromagnetne interakcije je m,, ali pri uzimanju ove
interakcije u obzir ona je my. Zapaziti da je u ovoj vrsti razmatranja koriS¢ena masa my a ne m, u
(15.142). Ovo sledi iz procedure renormalizacije koja ¢e biti opisana u daljem tekstu.

Kako slobodni elektron opazamo sa prisutnom elektromagnetnom interakcijom (15.243) mora
biti izraz koji normalno piSemo za energiju slobodnog elektrona gde se opaza masa my. Tako
mozemo da identificiramo

2 oC
LIV R . A AL (15.144)
m, m, (2m)° 3myg,c m,

gde je 2ajedino skracenica zadnjeg Clana srednjeg dela (15.144). Elektromagnetska “samo
energija” se moze interpretirati kao pomeraj mase elektrona od njegove “gole” vrednosti do
opazene my. Ovaj shit (pomeraj) se naziva renormalizacija mase.

Argumenti koriSc¢eni u teoriji renormalizacije su kao $to dalje sledi. Razlog da je rezultat
(15.134) beskonacan lezi u Cinjenici da on ukljucuje beskona¢nu promenu energije koja je vec
uracunata u Hamiltonijanu. Drugim recima treba poceti sa Hamiltonijanom za vodonikov atom uz
prisustvo radijacionog polja koji je dat kao

A2 2
N = p_ __f .x (15.145)
2m, 4wy

Zatim, koriste¢i (15.144) moZemo pisati Hamiltonijan kao

A2 2 A
S NS (15.146)
2m, 4ne,r

Tako, ako koristimo opazenu masu slobodne Cestice u izrazu za kineticku energiju (Sto inace uvek

¢inimo) ne treba ubrajati deo Nint koji stvara shift mase, tj. treba razmatrati

N, +ap’ (15.147)
int p
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kao efektivnu interakciju elektrona renormalizovane mase my sa poljem zracenja.
Vratimo se sada na proracun Lambeovog pomeraja i vidimo da u prvom redu

(aproksimaciji) e*/#c moramo dodati oéekivanu vrednost drugog terma u (15.147) u (15.143) u
cilju izbegavanja uracunavanja elektromagnetne interakcije dva puta, jednom u my i jednom u

Nint . Tako, mnogo korektnije $ift nivoa n je dat sa

Lo L 2eh % ’<”"13‘”>’2 +’<”'[3 2’”>’

(15.148)
(27)? 3mjg,c’ o | W EO E —ho ho

Drugi term u integralu u (15.148) se moze podeliti u oblik sli¢an prvom ¢lanu preko relacije

(v

S ciljem da ne prekinemo glavnu diskusiju, odlozi¢emo dokaz ove relacije za veZbanja. Koriste¢i
(15.149) 1 (15.148) nalazimo nakon lakih preuredjivanja izraza

)= > (el )| phe) (15.149)

n

0

E° E
&= (27[) 3mogoc32’ |p|”’Hd‘° Y (15.150)

Zapazimo da je integral po ® joS uvek divergentan, ali ovaj put logaritamski. Ova divergencija nije
viSe prisutna u sofisticiranim relativistickim prora¢unima.
Takvi racuni daju rezultat sasvim slican (15.150) ali sa integrantom koji opada mnogo brze na

o . 2 . o , y .
velikim vrekvencijama hao >> m,C . MoZemo da “imitiramo” rezultat takvog racuna sekuci

. 2 . Cg
integralna @ = m,C /h. Integral se moze odmah izracunati i daje

2
moc

EO

(15.151)

1
=y 3mghc32’ i) (£~ E9)In

0 0
gde smo zanemarili (E n E n.) u poredjenju sa moec”. Dalja procena (15.151) zahteva neke
formalne matematicke “trikove”. Naime

In|

myc’

E'—E°

se zamenjuje sa
me’
(En—E2

)

In

Jasno, sada se (15.151) moze zapisati u obliku
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B[ (B% - ED) (15.152)

E° —E°

2
m,c
oot el o
(27)* 3mle he < > ~
Da bi smo uprostili (15.152) dalje koristimo relaciju

S|l £ -0 = —%(4[,3, (5.8, ]]) (15.153)

n

koju ¢emo dokazati u vezbanjima. Dvostruki komutator na desnoj strani jednacine se lako dobija.

Pretpostavimo da je INY o U obliku

2

N, = I +V(r) (15.154)
2m,

Lako se dobija

_ hov

[p,Nd]=7% (15.155)
1 na sliéan naéin

[5.[5.8,, ]|=-1*AV () (15.156)

Koriste¢i Kulonov potencijal V elektrona u vodonikovom atomu, V = —¢’ /(47r50|r|) mozemo lako

proceniti desnu stranu jednaline (15.156). Koriste¢i dobro poznate formule iz elektrostatike
(potencijal tackastog naelektrisanja!) nalazimo

AL — 4z (15.157)

g
gde je 8(r) Dirakova funkcija u tri dimenzije. Koriste¢i ovaj rezultat i definicije bra i ket nalazimo

hZ
15.153)=—
( ) 2 <n

—é ‘ h’e’ 2 5
A = 15.1
4”80|r”n> o j v, ()| S(r)d’r (15.158)

i koristeci osobine d fje.

h2 2
(15.158) = =€
2¢

v, (0 (15.159)

0

Sada smo u situaciji da napiSemo kona¢nu formulu renormalizacije samo-energetskog pomeraja
zamenjujuci rezultat (15.156) sa (15.153) 1 (15.159) u (15.152). Onda dobijamo
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2 2
12 el

he 2
N 1l (0 15.160

26

Da bi dobili konac¢an numericki rezultat potrebno je da se izracuna srednja vrednost kao i |wn (O)|2.

Za vodonikov atom ’l//n(())’2 je dobro poznato i nije jednako nuli samo za s- stanja. Srednja

vrednost je izracunata od strane Bethea za 2 S nivo. Zamenjuju¢i sve numericke vrednosti nalazimo
&? | h = megaciklusa . Prema ovim razmatranjima, treba o¢ekivati shift izmedju S i P nivoa. Takav

pomeraj je prvo otkriven izmedju 2S;,, i 2P, nivoa od strane Lamb-a i Retherford-a.

Na prvi pogled moze se Ciniti ¢udnim da je moguce dobiti razumno prihvatljiv rezultat
procedurom oduzimanja dve beskonacno velike veli¢ine. Medjutim, ovo se “preokrenulo” u divnu
teoriju nazvanu renormalizacija i takve procedure su sada legitimni deo teorijske fizike koje daju
odli¢no slaganje izmedju eksperimenta i teorije. Nazalost izvan opsega uvodne knjige je detaljan
opis renormalizacionih tehnika.

15.6. Atom u jakom elektri¢cnom polju

Problemi

15.1. Harmonijski oscilator mase m, naelektrisanja e i svojstvene frekvencije ® je pod dejstvom konstantnog
elektri~nog polja. Izra~unati talasne funkcije u prvoj i drugoj aproksimaciji teorije perturbacija, i uporedi
rezultate sa ta~nim re{enjem i vrednostima energije (videti Problem 9.13).
Kao primer mo'e se izabrati perturbacija na nivoima n=1 i n=2.
Uputstvo: Koristiti b" i b formalizam u teoriji perturbacija i rezultate odgovaraju}eg problema iz Glave 9.

15.2. Rotaciono kretanje dvoatomskog molekula ili rotacija atomskog jezgra se mo'e aproksimativno opisati
Schrodingerovom jedna~inom

nod’
My, do*

$(0)=E¢(0)

gde je M masa i 1y je efektivno rastojanje. Neka je talasna funkcija ¢(6) periodi~na po ugaonoj koordinati :
¢(0+27)=¢(0). Koje su talasne funkcije i energije ovog sistema? Zatim pretpostavi da se sistem perturbira

dodatnim potencijalom a-cos(20). Izra~unati E i ® u ovom slu~ju koriste}i teoriju perturbacija sa degeneracijom.

15.3. Pokazati da (15.112) zadovoljava (15.111) i proveri (15.113)
Uputstvo: Umetnuti (15.112) u (15.111) koristi relacije komutacije (15.107) i (15.109) i b, ;=0 za sve A.

15.4 Pokazati da talasne funkcija

1

¢ =—=——=—=—==(b")"(b;)" ... (by)" 4, *)
Vo lnylny!

ispunjava (15.111) i odrediti E.

Uputstvo: Umetnuti (*) u (15.111), koristi veze

by(b))" =blb, =nb"'5,,
(15.109) i by ®y=0 za sve A.

15.4. Dokazati <n’ﬁ2’n>=2<n’[)2’n'><n'

ﬁ2’n>.
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Uputstvo: Napisati bra-ket kao integral .[y/: pv dxdydz iXkoristiti relaciju
DV P, (7)) =8(F ~7') (**)

gde je 6 Diracova funkcija
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