14. ATOMI U MAGNETNOM POLJU: KVANTNO MEHANICKI TRETMAN

14.1 Kvantna teorija normalnog Zeemanovog efekta

Normalni Zeemanov efekat je divan primer Cinjenice da ja ¢ak i sa klasicnom fizikom
mogucée dobiti rezultate slicne onim iz stroge kvantne teorije. S ciljem da ranije
rezultate postavimo na c¢vrS¢oj osnovi, medjutim, i¢icemo sada kroz strog
kvantnomehanicki tretman.

Ova glava je neSto zahtevnija, jer se koristi nesto od osnovne teorije
elektromagnetizma. Kao S§to je pokazano u ovoj teoriji, magnetno polje B se moze
izraziti kao rotor (curl u engleskoj terminologiji, prim. prev) vektorskog potencijala
A:

—

B =curl 4 (14.1)

Jacina elektriénog polja F ' se na sliGan na¢in moze dobiti iz elektriénog potencijala

% i vektorskog potencijala 4 prema pravilu

F=—gradV—— (14.2)

Podsetimo se da je jednacina kretanja Cestice sa naelektrisanjem —e (mislimo pre
svega na elektron) i mase my

m, ;= Ot (B (14.3)

Drugi ¢lan na desnoj strani je tzv. Lorencova sila, v je brzina Cestice. Moze se
pokazati da se ova jednacina moze dobiti koris¢enjem Hamiltonove jednacine

= —grad H(p,r) (14.4)

?z—grade(p,r) (14.5)

iz Hamiltonove funkcije

H:zL(p+eA)2+V (14.6)

mg

Potencijalna energija elektrona je povezana sa elektricnim potencijalom V : V =—eV .

Na ovom mestu je jedino vazno podsetiti se da u kvantnoj teoriji uvek
startujemo od Hamiltonove funkcije. Kao §to smo videli u poglavlju 9.3.4

" Da bi se izbegla konfuzija sa energijom E, ja¢ina elektri¢nog polja se oznagava sa F
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Hamiltonova funkcija se konvertuje u operator u kvantnoj mehanici koris¢enjem
Jordan ovog pravila zamenom impulsa u skladu sa

h
p—>—grad (14.7)

i

Primenjujuéi ovu tehniku ovde, dolazimo do Hamiltonovog operatora

N =

2
{ﬁ_gmd+eA} +V (14.8)

2my | i

Posle kvadriranja i vodeci racuna o redu faktora dobija se

n’ - he Yt
- V?+ - A grad + -grad A+
2m, 2mi 2mi 2m,

$ fie

+V (14.9)

Pri primeni razli¢itih diferencijalnih operatora, medjutim mora se biti pazljiv, jer
znamo da operator N deluje na talasnu funkciju y. Tako

grad A (14.10)

se moZze interpretirati kao

grad( A ) (14.11)

Diferenciraju¢i proizvod u (14.11) i ponovo primenjujuci (14.7) dobija se da je
Hamiltonijan

N
o2 42

2 - -
VAN R i +V (14.12)

m, m, 2mi 2m,

N=—

(Operatori gradijenta, divergencije i rotora (curl) koji se koriste ovde su vektorski
diferencijalni operatori koji se Cesto piSu u skra¢enoj formi koriste¢i “Nabla” simbol

V,saVf=gradf,V-F=divF, VxF =curl F, V-Vf =V f = Laplasijan f, gde
je f'skalarna funkcijai F vektorska funkcija.
Kao i uvek u ovoj knjizi izaberimo konstantno magnetno polje B u z pravcu:

B =(0,0,B.). (14.13)

N
Moze se demonstrirati da se vektorski potencijal 4 u (14.1) ne moze jednoznacno
odrediti. Jedna moguca reprezentacija koja je pogodna za ovdasnje racunanje je:

B B
A==ty A, ==—5x 4. =0 (14.14)
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Sa ovim, Sredingerova jednadina sa Hamiltonijanim (14.12) postaje

2 2 2
{— e +Bziz(x%—y%J+ egf;z (2 +y2)+Ve) lw=Ey (1415
0

Na dalje pretpostavljamo sferno simetri¢ni potencijal za V. Pozva¢emo se na formulu
iz Sekcije 10.2

_(x__y_j:}z - — (14.16)

gde je /. operator momenta impulsa u z pravcu. U opste, izraz koji u (14.15) sadrzi

A

(x*+y?) se moZe zanemariti u poredjenju sa prethodnim izrazom sa /. ako magnetno
polje nije previSe veliko, i sve dok je magnetni kvanti broj m=0. Odbacuju¢i ¢lan sa
(x*+y?) i koristeéi uobicajenu formulu za talasnu funkciju

w(r)=R,,(r)e™ P" (cos0) (14.17)
prepoznajemo da je (14.15) identicki zadovoljeno. Energija je sada

eh

E=E’+B. m, —l<m<I (14.18)

mg

Energija je tako shiftovana u odnosu na neperturbovanu energiju E, za iznos koji
zavisi od magnetnog kvantnog broja m, i energetski nivo se cepa. Faktor
U, =eh/(2m,) je Bohr ov magneton koji je uveden ranije. Uz dodatna selekciona

pravila za opticke prelaze
Am=0 ili £1

gornje izvodjenje dovodi do cepanja spektralnih linija poznatog kao obi¢ni Zeeman-
ov efekat (poglavlje 13.3).

14.2. Kvanto teorijski tretman elektronskog i protonskog spina

14.2.1. Spin kao momenat impulsa

Kao $to smo videli u sekciji 12.4 elektron ima tri stepena slobode pri translatornom
kretanju i Cetvrti je njegov spin. Kao Sto znamo i ostale elementarne Cestice,
mesta, narocito nade izvodjenje Sredingerove jednadine i njena primena na vodonikov
atom, nije ukljucivalo i spin. Na dalje ¢emo pokazati kako se spin ukljucuje u kvantno
mehanicki tretman atomskih stanja. Ovo je neophodno, na primer, u spin-orbit
sprezanju, u anomalnom Zeeman-ovom efektu, u spin rezonanci i u adekvantnoj
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formulaciji Paulijevog principa, §to ¢e biti diskutovano kasnije. Kao i svaki momenat
impulsa i spin elektrona kao vektor ima tri prostorne komponente s, sy i s:

$=(Sx,Sy,S7). (14.9)

U daljem razvoju formalizma spina, mora se uzeti u obzir eksperimentalno
opazanje da spin ima samo dve moguce orijentacije tako da komponenta spina u
izabranom pravcu, tj. z praveu moze da ima samo dve vrednosti #/2 ili —#/2 . U
ovom smislu to je zaista sistem sa dva nivoa.

14.2.2 Operatori spina, spinske matrice i spinske talasne funkcije

Kako se intiutivno podrazumeva da su dva spinska stanja, “spin gore” i “spin dole”
prvo ¢emo uvesti na Cisto fromalan nacin dve “talasne” funkcije koje odgovaraju
ovim pravcima spina, tj, @1 i ®. Ako striktno nastavimo prema kvantnom
formalizmu, merenje z komponente spina odgovara primeni operatora §_ na talasnu

N

funkciju. (Kao i kod momenta impulsa [/ razlikovatemo operator spina od
odgovarajuceg klasi¢nog parametara koriste¢i znak * ). MoZemo da izaberemo talasne
funkcije na takav nacin da primena operatora daje opazene vrednosti. Kako postoje
samo dve opaZene vrednosti 71/2 ili —7/2 ocekujemo da je

o, =" i (14.20a)
z 0 2 0

Ovo se moze sumirati kao
sAZCI)mS = thCDmS (14.21)

gde je mg=1/2 (§to odgovara 1) ili
my=-1/2 (odgovara ).

m; je kvantni broj z komponente spina.

Trazimo formalizam koji ¢e viSe/manje automatski dati relacije (14.20a,b).
Nadjeno je da se ovo najlakSe postize koriste¢i matrice. Matrica u matematici je
kvadratni niz ( struktura), na primer

=" 14.22
=, 4 (14.22)
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Postoji pravilo mnozenja za ove matrice (nizovi). Na primer, zamislimo vektor v sa

X . .
j. Mozemo da stvorimo novi vektor x’,y’,

komponentama x i y u ravni, ili v :(
y

X
mnozenjem ( j sa M. Ovo se obavlja prema pravilu:

y

x' X a b\ x ax + by
=M| |= = (14.23)
' y c d\y cx+dy
Tako, trazimo vektor @ i matricu M tako da M@ daje tacno g(l) ilil — g(l) .

Ovde ¢emo dati rezultat i nakon toga ¢emo ga proveriti. Biramo s, u formi

;. =E(1 Oj (14.24)

1 0
o (!) 1 o[ 1s29

Pomocu (14.23) moze se neposredno pokazati da zamena (14.24 i 25) u (14.20a i b)
zaista daje relacije M® =—(2/2)®, , M®, =(h/2)D,. Opsta spinska funkcija

se dobija superpozicijom @+ i @, sa koeficijentima a i b, kao Sto smo ranije radili za
talasni paket.

®=ad, +bd, :(Z] (14.26)

Da bi se ostvario uslov normiranosti mora se prvo uvesti skalarni proizvod funkcija
@i @,. Opsta oblik O, je

1 El ( * )
2 %2 ( . )

skalarni proizvod se definise kao
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DD, =(a ,bf){zzj =(aja, +bb,) (14.29)
2

Ovo su pravila racunanja sa kojima cCitaoc treba da je upoznat iz vektorskog racuna.

Zamenimo u (14.29) <i)1 = &M 1O, =d,, dobice se

D1 D, =1 (14.30)
isto tako
DD, =1 (14.31)

Tako su funkcije normalizovane. Sa D =0L i O , =®, imamo

DD, =0 (14.32)
tj, talasne funkcije su ortogonalne.

Tako, uz (14.24) imamo resenje prvog dela celokupnog problema. Reprezentacija
operatora za x 1 y pravce momenta impulsa je jo$ uvek otvorena. Kako govorimo o
momentu impulas, ¢ini se razumnim da se zahteva relacija komutacije izmedju
momenta impulsa (10.14). Ne Zelimo da idemo dublje u matematiku problema. U
ovoj knjizi se ogranicavamo da je jednostavno dovoljno izabrati § i §, na

odgovarajuc¢i nac¢in. Ovo nas dovodi do

R0

sng(l oj (14.33a)

i

CR(0 =i

syza(, 0] (14.33b)
1

A2 A2 A2 A2
Ako izratunamo s =s, +s, +s. pomocu matrica (14.24,33a i 33b) , posle kratkog

racunanja dobija se

2Rt (3 0) 3mA(1 0) 3m* :
§ =— = =——- jedinicna matrica
410 3 4 (0 1 4

Tako ako se primeni 5> na bilo koju spinsku funkciju @, narogito na ®,,; onda se
uvek dobija
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0, =280
4

mS

Analogija izmedju ove jednacine i svojstvene jednacine orbitalnog momenta impulsa
2
5

[ sasvojstvenim vrednostima 7°/(/ +1) (10.6) je jasna ako se zapise

w3
4
u formi

hls(s+1)
sas=1/2;

520, =h’s(s+ 1), (14.34)

14.2.3. Sredingerova jednacina spina u magnetnom polju.

Sada ¢emo nastaviti sa formulacijom Sredingerove jednacine spina u magnetnom
polju. Magnetni momenat

u, = (14.35)

2m,
je pridruZen elektronskom spinu 7 /2. Ovde je my masa mirovanja elektrona i e je
pozitivna jedinica naelektrisanja. Ovaj magnetni momenat, “Borov magneton”, je
opisan u poglavlju 12.2. Posto je vektor magnetnog momenta orijentisan antiparalelno
elektronskom spinu, mozemo da piSemo

JyE—p (14.36)

gde je faktor 7 /2 prirodno uklju¢en u momenat impulsa. Sledeée racunanje se moze
direktno primeniti i za spin protona, ako se Borov magneton zameni sa tzv.
nuklearnim magnetonom -y 1—e/my sa e/m,,. py se definiSe kao -(mo/mp)pg, i mp je
masa protona. Negativni znak dolazi iz Cinjenice da je naelektrisanje protona
suprotnog znaka od elektrona.

Energija spina u prostorno homogenom magnetnom polju B je, kao §to je
pokazano u elektrodinamici

Ve=—uB (14.37)
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Poku$avamo da nadjemo jednadinu analognu Sredingerovoj jednadini; podsetimo se
iz prethodnih diskusija u kvantnoj mehanici da je Sredingerova jednacina dobijena iz
izraza za energiju (poglavlje 9.2). Ovde je energetski izraz Hamiltonova funkcija, koja
je onda konvertovana u Hamiltonov operator. Na slican nacin sada energetski izraz
(14.37) transformiSemo u operator i piSemo

C Bs®d=ED (14.38)

m

Ako magnetno polje ima komponente By,By i B, , leva strana jednacine (14.38) je

< (B, s.+B,s,+B.s.)® (14.39)

0

Operatori komponenti spina su matrice (14.33 a,b i 24, resp). Zato je (14.39) takodje
matrica. Prema pravilima za sabiranje matrica dobija se

eh ( B.  B.—iB,
, o (14.40)
2m, |\ B, +iB, —B.

Ako izaberemo polje B u z pravcu kao i gore

B=(0,0,B.) (14.41)

leva strana (14.38) ostaje ista, osim numeri¢kog faktora eB,/my, kao i leva strana
(14.20 a ili b), sto nam pokazuje da funkcija uvedena gore (14.25) jeste takodje
svojstvena funkcija operatora (14.38) sa odgovarajué¢im svojstvenim vrednostima

E=+u,B (14.42)

z

Energija spina u konstantnom magnetnom polju u z pravcu je tako upravo data
izrazom koji bi se mogao ocekivati na osnovu klasi¢ne teorije za interakciju
antiparalelnih spinskih momenata sa magnetnim poljem. Naravno, umesto (14.38)
mozemo da formuliemo odgovarajuéu vremenski zavisnu Sredingerovu jednaginu.

e 27 do
—B- sO=ih— (14.43)
m, dt
Ova jednacina se mora koristiti, naro¢ito ako se radi sa vremenski zavisnim
magnetnim poljem.

14.2.4 Opis precesije spina preko ocekivanih vrednosti

Vrlo je interesantno odrediti vremenski zavisno reSenje (14.43) za konstantno
magnetno polje. Ako izaberemo magnetno polje u z pravcu, Sredingerova jednacina je
data sa
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10
uBBZ(O _Jq»:m‘%) (14.44)

Opéte reSenje se nalazi kao superpozicija @+ i ®; (14.26). Posto Sredingerova
jednacina sadrzi izvode po vremenu na desnoj strani, treba da u @+ 1 @y ukljuc¢imo
vremenske funkcije

exp(-Ert/n)iexp(-ELt/h),

gde se Et i E| mogu pisati u obliku

E,=(h/2w, i E, =—(h/wo, i ®,=—B

m,

(14.45)

z

Kako linearna kombinacija takodje sadrzi konstantne koeficijente moze se koristiti
opstije reSenje za (14.44)

D(t) = aexp(—iw,t/2)D, +bexp(iw,t/2)D (14.46)

Potrebno je, kao i uvek u kvantnoj mehanici, normalizovati @, tj da skalarni proizvod

OD (14.29) bude jednak jedinici. Ovo znaci da je
2 2
la|” +p|” =1 (14.47)

Fizicko znacenje (14.46) c¢e postati jasnije kada formiramo ocekivane vrednosti
operatora spina § sa ovom talasnom funkcijom. Da bi se ovo obavilo, moramo se

podsetiti kako se oCekivane vrednosti raCunaju, i upucujemo na Sekciju 9.3. “Recept”
dat za to glasi

1) uzmi talasnu funkciju v,
2) dozvoli da operator merljive veli¢ine Q ¢ija se oCekivana vrednost trazi deluje na
nju,
3) rezultat delovanja pomnozi sa y* i onda integrali
Jv* Qy (xdx
Koraci (1-3) se mogu lako transformisati u tri analogna pravila za racunanje u
spinskom formalizmu:
1) Uzeti spinsku talasnu funkciju @, tj. (14.46),
2) Neka spinski operatori s,,s,,s. deluju na (14.46) u obliku s @ ;
3) mnoZenje sa ® i integracija se zamenjuju pravilom raunanja skalarnog proizvoda:
mnozimo 5 @ salevasa @ .

Kao skraéenice koristimo
—iwyt/2
= (14.48)

beia)ot/Z _ IB
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Pojedinacni koraci 1-3) su sada kao §to sledi:

1) ®=a®, + [0, {Zj (14.49)

nso-[l Ofe 14.50
so=2 o1l (1450

Koristeci pravilo (14.23) ovo je jednako
hi o
2\-p

(14.51)
yoso-al * (14.52)
z s 2 —ﬂ .
Prema pravilu (14.29) desna strana je jednaka
h
EQ“\Z -[4’) (14.53)
PiSuéi o¢ekivanu vrednost S. kao <§Z> dobijamo
s\ h
(5.)= EQayz —|ﬂ|2) (14.54)
Ostavljamo citaocu za vezbu da dokaze da je
a h
<Sx>=5(a*ﬂ+aﬂ*), (14.54)
i
(S >—Ei(aﬂ*—a* B) (14.55)
v/ 2 ’

Zamenimo (14.48) u (14.53-55) i ovo daje

52 :h > —b* )= const wrttime. (14.56)
(5)-2 o)

Ocekivana vrednost z komponente spina, tako, ostaje konstanta u toku vremena

(S,)=abhcos oyt (14.57)
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<§y> = abhsin w,t (14.58)

Komponente spina u x-y ravni rotiraju sa ugaonom brzinom wy. Oc¢ekivane vrednosti
(14.56-58) se mogu interpretirati kao precesiono kretanje spina (Slika 14.41). Tako je
model koris¢en u Glavi 13 opravdan kvantnom teorijom.

Slika 14.1 Precesiono kretanje spina.

14.3 Kvantno mehanicki tretman Anomalnog Zemanovog efekta sa spin orbit
sprezanjem.

U ovom poglavlju nastavicemo kompletno kvantno mehanicko tretiranje spin orbit
sprezanja. Namera je tacno opravdanje vektorskog modela spin-orbit sprezanja koje je
uvedeno u Glavi 12. Specificno razmatramo LS sprezanje i Zelimo da pokazemo
opravdanje za pravilo da se 7, s> i j* mogu zameniti sa I,(I+1), s(s+1) i j(j+1). Ako za
momenat zanemarimo spin-orbit sprezanje, tada su energije orbitalnog i spinskog
kretanja u magnetnom polju aditivne. Ovo zna¢i da je ukupni Hamiltonijan,
jednostavno suma Hamiltonijana orbitalnog kretanja (14.8) 1 spina (14.38). Tako
imamo Sredingerovu jednacinu

2
! (zgrad+e2) v+l 5 By =¥ (14.57)
2mgy \ i m, ot

Ovo je u literaturi poznato kao Paulijeva jednacina.

Kako su Hamiltonijani (14.8) i (14.38) aditivni i primenjuju se na potpuno
razlicite stepene slobode, talasna funkcija se moze pisati kao proizvod talasne funkcije
orbitalnog kretanja i spinskog kretanja. Konacno, moZemo takodje, tretirati spin orbit
sprezanje uvedeno u 12.8 poglavlju, kvantno mehani¢ki. Za ovo nam je jedino
potrebno da uvedemo prethodno izvedeni izraz (12.27) koji predstavlja energiju
interakcije, u kvantnu mehaniku. Ovo se obavlja, kao i obi¢no, pridruzivanjem

operatora I momentu koli¢ine kretanja ] i operatora spina s , Spinu S . Rezultujuéi
izraz

uZe’ 1 7= uZ 1 (= =
0 P _3(135): 8072' 7<ﬂor‘bit 'luspin)

W(I:j): 8mm; r
((]
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se zamenjuje u Sredingerovu jednacinu i dobija se Sredingeorva jednacdina elektrona
sa spinom u magnetnom polju, pri ¢emu je spin orbit interakcija uzeta u obzir.
Vremenski nezavisna forma ove jednacine je

2 27 2 ~
_ V2+i2grad+ eh 'div;l+e 4 £§-1§+’uozez %(i,?) w=Ey
2m, mi 2m,i 2m, m, 8mm, r

(14.61)
Kao §to smo videli u poglavlju 13.3, spin orbit sprezanje dominira u slabim

magnetskim poljima. Zato ¢emo prvo prouditi Sredingerovu jednadinu u odsustvu
magnetskog polja:

(14.62)

o, Ze*& uZe’l s -
- \% +50 (I, r)=Ew(r
{ 2m, Ameyr  8mm. 1’ (1.5) pir) = Ey(r)

Jednacina (14.62) ukljucuje operator spina 5 koji je, kao §to znamo, matrica. Zato
talasna funkcija y(r) ima dve komponente:

w,(r )J
w,(r) ,
koje odgovaraju, y; spinu T i y, spinu V.

Spin-orbit interakcija meSa orbitalna i spinska stanja i dovodi do potrebe

uvodjenja novih kvantnih brojeva. Bez spin-orbit interakcije, talasna funkcija ima
oblik

y(r) =(

Wn,l,m,my = Rn,l (r)F},m (07 (D)q)m) (q)) (1463)
%—/

%,—/
Orbit Spin

Ona je okarakterisana glavnim kvantnim brojem n, kvantim brojem orbitalnog
momenta impulsa /, (orbitalni kvantni broj), magnetnim kvantim brojem m (=m,), 1
spinskim kvantnim brojem m,. U cilju odredjivanja kvantnih brojeva primenljivih na
spin orbit interakciju, moramo prosiriti  razmatranje orbitalnog ugaonog momenta
datog u poglavlju 10.2, i prouciti parametre koji odluCuju Sta se moze opaziti
istovremeno. Kao S§to znamo, ovo se moZe obaviti pomocu relacija komutacije
(poglavlje 9.3). Ako, kao u poglavlju 12.7 uvedemo operator ukupnog spina

=1 +5 i operator njegove komponente u z pravcu J. sledeé¢i parametri se mogu
opaziti istovremeno sa bilo kojom Zeljenom precizno$¢u
Kvadrat orbitalnog momenta koli¢ine kretanja /°
Kvadrat spina s°
Kvadrat ukupnog momenta koli¢ine kretanja (angularni momenat)
Komponenta j,
[-5 i j-5
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Kako se /-5 pojavljuje u (14.62), mozemo okarakterisati talasne funkcije biranjem

kvantnih brojeva, koji su svojstvene vrednosti operatora ] l 2 52 i ]’z . Tako,

dobijamo sledec¢e veze izmedju operatora i kvantnih brojeva
]:'2; kvanti broj j ]Aé, kvanti broj m; (14.64)
5%; kvanti broj s 1°;kvanti broj

Kako je spin orbit interakcija mnogo manja nego rastojanje izmedju termova, glavni
kvantni broj # je joS uvek dobar kvantni broj, tj., on jo§ uvek karakteriSe svojstvenu
talasnu funkciju u dobroj aproksimaciji. Talasna funkcija je sada okarakterisana sa

W jm, 1 = R(r)-(funkcije ugla i spina) (14.65)

Spin orbit interakcija dovodi do relativne orijentacije spina i orbitalnog momenta, §to
je bilo diskutovano u detaljima u poglavlju 12.8.

Sada mozemo da proucimo efekat magnetskog polja na elektron, uzimaju¢i u
obzir spin orbit interakciju. MoZe se pokazati da je u Sredingerovoj jednacini (14.59)
izraz A> mnogo manji od ostalih ¢lanova, ako magnetno polje nije previse veliko, i
moze se zanemariti. [zaberimo sada ponovo magnetno polje B u z pravcu i

A-—Lp 4 -Lp 40
27T T

divA=0. Sredingerova jednacina je sada

2 2 oo _ Z 2 -
_ h vy Ze l+ e B'ZZ"FLSZB-F'HO €2 %(Z,E)I//=El// (14.66)
2m, drey, v 2my my, 8mmy r
N W nagn Wspin—orbit

Prva dva ¢lana su x°; druga dva ¢lana su Wy, 1 zadnji ¢lan na levoj strani jednacine
je spin orbit interakcija Wypinomit. Tretiramo slucaj slabog magnetnog polja, u kome
je spin orbit interakcija veca od interakcije sa spoljasnjim magnetskim poljem. Sada
smo u poziciji da kvantno mehanicki opravdamo vektorski model uveden u Glavi 13.
Razmotrimo operator koji se pojavljuje u (14.66).

W in = 2—;03(12 +25.) (14.67)
(koji dovodi do dodatne magnetne energije, koju smo nazvali V, u poglavljima
13.3,4,5). Ako bi u prethodnoj jednacini bilo (l: +5,) reSenje bi bilo vrlo jednostavno,
i analogno tretmanu elektrona bez spina u magnetnom polju. (sekcija 14.1). U tom
slucaju talasna funkcija ¢ koja je ve¢ okarakterisana kvantim brojem mj, bi bila

takodje svojstvena funkcija operatora (j :l: +5,).Zato moramo da vidimo kako da
tretiramo dodatno s, u (14.67). Razmotrimo
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S.J =800 +il+ 7D (14.68)
koji se moze zapisati i kao

Jo DG =SS+, =S )], =5 ) +q (14.69)

q

Moze se pokazati da se matri¢ni elementi operatora q anuliraju kada se primene na
talasnu funkciju sa kvantnim brojem j, ili drugim re¢ima, operator ¢ moze da deluje
samo na talasne funkcije sa razli¢itim j. Ako je primenjeno polje ekstremno malo,
mozemo ocekivati da takvi prelaze ¢ine samo mali doprinos i mogu se zanemariti. Na
dalje, zanemari¢emo operator q. Uz ovu aproksimacuju (14.68) se moze napisati kao

(G* =17 +57). (14.70)

gde smo zamenili §-j odgovarajuéim izrazom na desnoj strani (14.70). Vazno je
zapaziti da su svi parametri u (14.70) operatori. Sada primenimo obe strane (14.70)
na talasnu funkciju y koju karakterisu kvantni brojevi j, my, 11 s. Tako dobijamo

R . ~ 1] ..
5.)7w= S, .h2&+1)w=h2 I 5](]+1)—Z(1+1)+s(s+1) =

——
Operators Operator Brojevi Operator Brojevi
(14.71)
Ako podelimo prethodnu jednacinu sa 7 j(j +1) dobijamo
§Zw:](]+l)—l§ljkl)+s(s+l) v, =1/2 (14.72)
2j(j+1D
Ako piSemo W g u obliku
e =B Grs) (14.73)
2m0 —
Operators
konacno dobijamo
Wyt =~ 7 (1 LUFDZIEEDE5G2D,, (14.74)
2m0 Op:;‘;tor 2] ('] + 1)

Brojevi
Dodatna energija koja potice od orijentacije ukupnog momenta j u magnetnom polju

je predstavljena u (14.74).
Ako se promena energije kvantnog stanja, n,j,l,m; zapiSe u obliku
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AE,,, =———Bgm, (14.75)

by 2m,
gde uveden tzv. Landeov faktor koji je jednak

g:1+j(j+1)—l(1+l)+s(s+1)
2jG+D)

(14.76)

Landeov g faktor je izveden i ranije na osnovu intuitivnih predstava pomocu
vektorskog modela, ali je bilo potrebno da se koristi kosinusna teorema i ad hoc
pristup kada smo zamenili j* sa j(j+1)h*, I sa I(I+1)h*i s> sa s(s+1)a>. Kvantno
mehanicko racunanje predstavljeno ovde daje tacnu osnovu za ove zamene.

14.4. Kvantna teorija spina u medjusobno normalnim magnetskim poljima,
jedno konstanto i jedno vremenski zavisno.
Veliki broj znaCajnih eksperimenata je obavljen sa spinom u slede¢im
konfiguracijama: primenjuju se dva konstantna prostorno homogena magnetska polja
u z pravcu i jedno oscilatorno polje u ravni x-y. Vide¢emo da je ovo dovelo do
interesantnog fenomena preokretanja spina. Ovi eksperimenti su, izmedju ostalog
omogucili, tatno merenje magnetnih momenata, detaljnu analizu strukture i
relaksacionih procesa u teCnostima i ¢vrstim telima.

Videc¢emo da se ovaj problem moze reSiti jedino koriS¢enjem formalizma
spina koji je uveden u poglavlju 14.2. PiSemo magnetno polje kao vremenski zavisan
deo 1 vremenski nezavisan deo:

B=B,+B'(t) (14.77)
gde su vektori magnetnog polja definisani kao

B, =(0,0,B") (14.78)

B (t)=(B. (1), B(1),0) (14.79)

Prirodno ne mozemo ocekivati da se spin uvek usmeri gore ili dole u vremenski
promenljivom magnetskom polju. MozZemo ocekivati vremenski zavisne prelaze.

Ovo uzimamo u obzir u talasnoj funkciji koja treba da predstavlja reSenje
Sredingerove jednacine (14.43) u opstoj formi

o) = ¢, (0D + e, (0, = 7O (14.80)
f ! ¢, (9)

Da bi smo dobili jednacine za jo§s uvek nepoznate koeficijente ¢; i ¢, zamenimo
(14.80) u (14.43) uz dekompoziciju (14.77-79). Ako pomnozimo (14.39) kao
normalni skalarni proizvod, i iskoristimo matri¢nu formu s,,s, i s_- vidi (14.40),

dobijamo Sredingerovu jednaginu (14.43) u obliku
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BS B; —iBi G i él (14 81)
T =1 . .
olpvisr -8 )le,) e

PomnozZimo matrice prema pravilu (14.23) i dobijemo ove jednacine umesto (14.81)

Gh%}l + 41, (B! —iB%)c, =ihé,, (14.82)

o 1
1, (B +iB)e, —(Eha)ojcz = ihc,, (14.83)

Ovde uvodimo frekvenciju

ha, =2u,B’ (14.84)

kao skrecenicu. U cilju upros¢avanja prethodnog racuna, uzmimo u obzir
transverzalno magnetsko polje kao rotirajuce sa vrekvencijom ®. Drugim recima

magnetsko polje ima oblik

B’ =Fcosat, (14.85)
Bf = Fsin ot,

PoStose B, i B pojavljujuu (14.82, 83) u kombinovanoj formi, prvo razmotrimo

ove izraze. Mozemo ih izraziti kao eksponencijalne funkcije, preko elementarnih
relacija izmedju sinusa i kosinusa

B} £iB) = F(coswt *isin ot) = Fe*'" (14.86)

Onda se (14.82,83) uprosc¢avaju u

(hew, / 2)c, + pyFe ¢, = ihc,, (14.87)

uzFe”c, —(hw,/2)c, =ihé,. (14.88)
Ove dve jednacine ¢emo reSiti u dva koraka. U prvom, zameni¢emo konstante cj(t) u
obliku

() =d, (e c,(ty=d,(t)e"". (14.89)
Ako diferenciramo (14.89) po vremenu i preuredimo dobija se:

ih¢, = (how, / 2)c, +ihd e "' (14.90)
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Ako ovo zamenimo u (14.87) onda se izraz (fiw,/2)c, krati. Ista stvar se dogadja sa
c; u (14.88), tako da se (14.87) i (14.88) uproscavaju u

pyFe ™ 'd, = ihd, (14.91)

pFe''d =ind,. (14.92)

Ove jednacine postaju vrlo jednostavne kada je rotaciona frekvencija magnetnog polja
o jednaka frekvenciji spina wy:

o=, (14.93)
Onda se dobija

uyFd, = ihd,. (14.94)

upFd, =ihd,. (14.95)

Da bi resili ove jednacine, nadjimo izvod (14.94)
uyFd, = ihd,. (14.96)
1 zatim, u skladu sa (14.95) zamenimo dz sa (ugkd,)/(in) 1tako dobijamo

2 2
.. F
dl+ul;12

d =0. (14.97)

Ako uprostimo izraz zamenjujuci % =Q. onda (14.97) prepoznajemo kao tipi¢nu

oscilatornu jednacinu sa opstim reSenjem
d, = asin(Qt + D), (14.98)

gde se amplituda a i faza @ mogu menjati (po volji). Koriste¢i (14.98) i (14.94)
dobijamo

d, =iacos(Qt + D) (14.99)
Uz odgovarajuéi izbor poc¢etnog momenta, moze se dobiti ®=0. Uslovi normalizacije
za spinske talasne funkcije zahtevaju a=1. Ako zamenimo (14.99) u (14. 89) i ovo u

(14.80), i u€inimo isto sa (14.98) dobijamo zeljenu spinsku talasnu funkciju

D(¢) = sin(Qt)e > @, +icos(Qt)e' ™D, (14.100)
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Spinska funkcija kao i spinski formalizam ¢ine se veoma ne-intuitivnim. U cilju da
vidimo znacenje gornjih jednacCina podsetimo se da se predvidjanje kvantne
mehanike moze ocitati iz odgovaraju¢ih ocekivanih vrednosti. Prvo ¢emo razviti
ocekivane vrednosti operatora spina u z pravcu. Poredjenje (14.49) sa (14.100)
pokazuje da moZzemo da sada izrazimo a i 3 iz (14.49) u obliku

a =sin(Qr)e ™2
B =icos(Qt)e " (14.101)

Ovo se odmah moZe zameniti u krajnji rezultat (14.53-55)

(s.)= gsm2 (2Q1) —cos® (Q) = —gcos(2Qt). (14.102)

Prema (14.102) z komponenta spina oscilira sa frekvencijom 2Q. Ako je spin
originalno, tj u poctku t=0 bio na dole on se preokrece, i tako dalje. Za druge
komponente

S, :—Esin(2Qt)sin(a)0t), (14.103)
(5.)=—

(s,)= gsin(ZQz) cos(@yt). (14.104)

Ove jednacine indiciraju da je spinsko kretanje u x-y ravni superpozicija dva kretanja,
brzo rotaciono kretanje sa frekvencijom @y 1 modulisano sa frekvencijom 2Q.
Celokupni rezultat (14.102-104) se moze lako interpretirati ako spin razmatramo

X

oc¢ekivane vrednosti spina kao vektor sa komponentama <§ >,<§y> i <§Z> Ocigledno,

projekcija vektora za z osu je (—%/2)cos(2Qt), dok su projekcije na x i- y ravan
(h/2)sin(2Q¢) . Kao §to se moze videti iz formule, spin tip lagano klizi od - Z ose ka
horizontali, i onda dalje ka +Z pravcu, istovremeno precesujuci. Tako, spin se ponasa

tatno kao Cigra pod uticajem spoljasnjih sila, kao $to je naznaceno u prethodnim
poglavljima.

Razmotri¢emo ovaj proces jos$ jednom sa vise detalja. U trenutku t=0,
(s.)=-h/2. (14.105)
Sada se pitamo, razmatrajuci intiutivno, kada je spin u horizontalnom poloZzaju, ;.

(s.)=0. (145.106)

Ovo je jasno slucaj kada je kosinusna funkcija jednaka nuli, tj. kada je
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2Qt=m/2 (14.107)
ili posle isteka vremena
t=m/4Q=7h/(4u,F) (14.108)

Ako dozvolimo da transverzalno magnetno polje deluje na spin za ovo vreme, oni ¢e
se usmeriti u horizontalnom polozaju (slika 14.2). Drugim recima, oni su se zarotirali
za ugao /2. Zato govorimo i 7/2 ili 90° impulsu. Prirodno, mozemo da dozvolimo da
magnetno polje deluje duze vreme, dok se spin ne usmeri nagore, to jest da je

(s.)=h/2. (14.109)

Ovo se dogadja kada je ispunjeno

cos(2Q¢) =-1 (14.110)
tj. posle vremena

t=n/4Q=7mh/Qu,F) (14.111)

U ovom sluc¢aju govorimo o  ili 180° impuslu (Slika 14.2)

Slika 14.2. Levo: Spin se zaokrenuo za
/2. Desno: spin se zaokrenuo za 1.

Ova razmatranja objaSnjavaju najvaznije osobine spin rezonance. Primenjujuci
rotaciono magnetno polje mozemo da izazovemo da se spin preokrece iz jednog u
drugi pravac. U praksi, naravno, ne primenjuju se magnetno polje koje rotira sa
frekvencijom spina, ve¢ linearno osciluju¢e magnetno polje. Ovo se moze predstaviti
kao superpozicija dva polja koja rotiraju u suprotnim pravcima. Onda jedno od polja
rotira sa spinom, kao i ranije, dok drugo rotira sa dvostrukom frekvencijom kako
izgleda sa tacke glediSta sistema vezanog za rotirajuci spin.

Odgovarajuce jednacine imaju, prakti¢no isti oblik kao i gore, osim dodatno,
brzo osciluju¢eg ¢lana, koji dolazi od “suprotno osciluju¢eg” magnetnog polja. Sa
dobrom aproksimacijom, ovo se moze ignorisati: rezultat je ‘“aproksimacija
rotirajuceg talasa”.
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14.5. Bloch ova jednacina

Kao $to smo upravo videli, ponasanje oc¢ekivanih vrednosti operatora spina se moze
vrlo jednostavno interpretirati. Razumno je onda postaviti pitanje da li je moguce
izvesti jednacine za ove ocekivane vrednosti. Ovo u stvari i jeste slucaj. Da bi izveli
ove jednacCine, koristimo eksplicitnu formu koja je upravo izvedena za ocekivane

vrednosti operatora spina. Diferenciramo <§A> po vremenu i koristimo (14.103) da bi
dobili

%<§x> =—(1/2)2Qcos(2Qt) sin(w,t) — (7 / 2)w, sin(2Qt) cos(w,t)
(14.112)

Ova jednaCina na desnoj strani sadrzi —(#/2)cos(2Q¢), S$to nije niSta drugo do
ocekivana vrednost z komponente spina. Takodje prepoznajemo da drugi ¢lan na
desnoj strani sadrzi oc¢ekivanu vrednost y komponente spina. Jednacina (14.112) se
moze zapisati u obliku

%(g) = (1/ h)2p1, F sin(w,t)(5.) - o, (5, )

(14.113)

Vidimo da postoje faktori ispred ocekivanih vrednosti spina na desnoj strani
jednacine. Fsinoot, je upravo By, dok je wo proporcionalno sa B,. Ako, takodje
uzmemo u obzir relacije (14.84) i (14.85), (14.112) postaje

C(5.)=—(5.)B,~—B.5) (14.114)

Na slican nacin, nalazimo da je izvod po y komponenti spina :

d e e _ (14.115)
G5 =—C 5B+ B
dt<sy> m, <SZ> X+m0 Z<Sx>

Ako diferenciramo izraz (14.102) za <§ B > neposredno se dobije

d 7]
— (5. ) =—2Qsin(2Q¢ 14.116
dt<z> 5 (2Q1) ( )

Posto ocCekujemo da se desna strana (14.116) moze izraziti u obliku ocekivanih
vrednosti komponenti spina kao (14.114) i (14.115), koristimo relaciju

sin’ @yt +cos’ w,t =1 (14.117)

da bi smo desnu stranu 914.116) napisali u obliku
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RQsin(2Q)[sin(w,t) sin(w,t) + cos(w,t) cos(w,t)] (14.118)

Sada je lako pokazati da se (14.116) moZe napisati u obliku

L5y = (5,08, +=(5,)B (14.119)

dt m, T om, *

Jednacine (14.114,, 1151 119) se mogu pisati u obliku

d =\ -

E<S> = [ixB (14.120)
Sto se lako moze videti iz pravila vektorskog mnozenja. Ovde smo “skupili”
ocekivane vrednosti triju komponenti operatora spina u vektor

{
(5)=|(s,) (14.121)
(5.)

Ovo jako podse¢a na jednacinu sprega ¢igre, ako s identifikujemo kao momenat
impulsa i uzmemo u obzir da je

fi=-—(5) (14.122)

Jednacina (14.12)) nije najpogodnija za interpretaciju mnogih eksperimenata, jer, u
mnogim slucajevima, spin Cestice interaguje sa okolinom. Na primer, orbitalno
kretanje spina je neprekidno perturbovano oscilacijama resetke. Ovo rezultuje u
stalnom faznom pomeraju precesije spina. U ovom slucaju, nije vise dovoljno smatrati
jednacinu jednog spina kao reprezentativhu za sve spinove, kao §to smo implicitno
‘Cinili do ovog mesta. Umesto toga, mora se razmatrati “skup” ili “ansambl” spinova,
i na neki nacin moramo Cciste kvantno mehanicke ocekivane vrednosti koje smo
koristili do sada podvrgnuti drugom procesu usrednjavanja. Potrebno je da uzmemo
u racun, na primer, da x komponenta spina, nema viSe definisanu vrednost u datom
momentu, ve¢ pre raspodelu vrednosti. Sa tokom vremena, raspodela se Siri tako da

je verovatno¢a da je vrednost <§X> pozitivna se priblizava istoj vrednosti kao i

verovatno¢a da je negativna. Ovo znaéi, medjutim, da u toku vremena, s postaje
jednako nuli. Da bi smo ovo uzeli u obzir, dodamo vise ¢lanova u (14.120) koji
reflektuju nekoherentno kretanje spina.

Ovo kvalitativno razmatranje se reflektuje u fenomenoloskom pravilu

5 Y == (14.123)

dt T,
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Kako <§X> i <§}> imaju istu ulogu moramo prirodno pretpostaviti odgovarajuce

pravilo i za <§ y>

d - 1/
—(s =——(s 14.124
dt< -V>mcoh T2 < -V> ( )

Kako spin precesuje oko z ose, (14.123) i (14.124) indiciraju kako brzo komponente
seku s, pravac. T, se zato Cesto naziva transverzalno relaksaciono vreme. To je mera
brzine sa kojom individualno precesiono kretanje spina odlazi iz faze.

Kako je z komponenta spina usmerena duz konstantnog magnetnog polja, mora se
tretirati razli¢ito u odnosu na druge dve. U ovom slucaju, takodje, moZzemo da
ocekujemo relaksaciju koja potice od interakcije spina sa njegovom okolinom. Ona ¢e
prirodno, zavisiti od orijentacije spina u odnosu na spoljasnje magnetno polje- da li se
polje prostire u pozitivnom ili negativnom smeru z ose. Spin moze da predaje
energiju preko sprezanja sa okolinom i pokusavace da dostigne najnize stanje ako je
okolina na temperaturi apsolutne nule, T=0. S druge strane ako je okolina na konacnoj
temperaturi, sistem spinovi i njihova okolina ¢e teziti dostizanju termalne ravnoteze.
U termalnoj ravnotezi, neki spinovi ¢e biti u visSem stanju, a drugi u nizem. Ako se
sistem spinova poremeti iz termalne ravnoteze, on ¢e prirodno teziti da se vrati u nju
u toku nekog intervala vremena T;. T, se Cesto naziva longitudalno relaksaciono
vreme. Ovo S$to je upravo reCeno se moze zapisati u matematickoj formi, ako
uzmemo

d So _<§z>

—{(s) === 14.125

dt < z >mcoh ( )

za nekoherentnu relaksaciju <§Z> Ovde je so vrednost koju ¢e komponenta spina

<§Z> imati u termodinamickoj ravnoteZi. Dolazimo do Blochove jednacine

dodavanjem nekoherentnog c¢lana (14.123-125) jednacini (14.120) koja opisuje
nekoherentno kretanje spina.

Tako Blohova jednacina ima oblik

. " (s,) (14.126)
{

Relaksaciona vremena T; 1 T, su mera jaCine kuplovanja elektronskog (ili
protonskog) spina sa okolinom. Merenje T; 1 T, Cesto obezbedjuje vazne informacije
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o procesima interakcije spina 1 okoline, tj kretanje tecnosti i Cvrstih tela.
Razmatra¢emo tipican i elegantan primer u poglavlju 15.4.

14.6. Relativisticka teorija elektrona. Dirakova jednacina

Da bi smo korektno opisali interakciju elektrona i magnetskog polja, uveli smo
operator spina, koji predstavlja unutrasnji stepen slobode elektrona. Dirak je pokazao
da unutrasnji stepen slobode sledi iz relativisticke kvantne teorije. U ovom poglavlju
tretiraéemo Dirakovu jednacinu. Da bi smo dosli do relativisticke talasne jednacine,
¢ini se pogodnim sliéno razmatranje kao i slu¢aju nerelativisticke Sredingerove
jednacine.

Izvodjenje dato ovde se moZe sumirati u slede¢em “receptu” (vidi takodje
sekciju 9.3): poceti sa klasicnom relacijom izmedju energije i impulsa za Cesticu na
koju ne deluju nikakve sile

2
E="L (14.127)
2m,

1 zameniti energiju i komponente impulsa p operatorima prema

E— ih2 (14.128)
ot

i

h o h o h o

->—, >—, p,>—— 14.129

Px i Ox Py ioy P i Oz ( )
Poslednja jednacina se moze skratiti kao
. _h
p—>—-V (14.130)

i

Slede¢i pravila racunanja u kvantnoj mehanici (poglavlja 9.2,3) ovi operatori deluju
na talasne funkcije y, te (14.127) postaje dobro poznata Sredingeorva jednadina

Vi (14.131)

Sada ¢emo probati da primenimo ovaj recept na relativistiCku relaciju izmedju
energije 1 impulsa. Ona je u obliku
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E=,p’c*+mc* (14.132)

Ako izrazimo E i p preko operatora u skladu sa (14.128) 1 (14.130) i dozvolimo da
rezultujuéi izrazi na obe strane (14.132) deluju na talasnu funkciju y dobijamo
jednacinu

ih%t// = -1V e micty (14.133)

Ova jednacina sadrzi Laplasov operator V* pod kvadratnm korenom §to se moze u
prvom momentu ¢initi kao neki kozmeticki defekt. Medjutim, ovaj pristup je potpuno
neuspesan kada se pokusa da se ukljuce efekti elektricnog i magnetnskog polja na
elektron u takvoj talasnoj jednacini. Teorija je doSla u ¢or-sokak. Fizi¢ari su izabrali
dva puta da izadju iz ove situacije.

Put 1. Klajn Gordonova jednacina

Kako se ¢ini da sva poteskoca dolazi od kvadratnog korena u (14.133), potrebno je
razmisliti kako ga izbe¢i. Mogu se kvadrirati obe strane jednacine (14.132) i dobija se

E*=p’c’+mct, (14.134)

koja, se naravno neposredno transformise u talasnu jednacinu

2
—hz%l//:—(czh2+m§c4)y/, (14.135)
koja se naziva Klajn Gordonova jednacina. Ona se moze preurediti u elegantniju
formu deleéi obe strane sa c’#”> i uvodeéi operator
10°

P=vio— 14.136
¢ ot ( )

Klajn Gordonova jednacina je onda data kao

2 2
2. _ My
Ty = e

(14.137)

Istrazimo sada njena reSenja. PoSto se za Cesticu na koju ne deluju nikakve sile
o¢ekuje de Broljev talas, probamo funkciju

= PSS (14.138)

u kojoj je kao i obicno,

w=— i p=nhk (14.139)
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Da bi smo odredili energiju, E, normalo, potrebno je odrediti kvadratni koren. Tako
dobijamo, ne samo pozitivnu, energiju

E=+\p*c’ +mic* (14.140)

vec, takodje 1 negativnu energiju

E=—p*c+mic (14.141)

Kako slobodna Cestica moze da ima samo pozitivne energije, ovde se opet sre¢emo sa

teskodom. Stavise, dalja analiza reSenja otkriva da gustina &estica takodje moze da
postane negativna, §to je takodje nefizicki rezultat. Klajn Gordonova jednacina je
reinterpretirana od strane Paulija i Weiskopfa, koji su koristili gustinu naelektrisanja
umesto gustine mase, i tako nasli da je primenljiva u kvantnoj teoriji polja Cestica sa
nultim spinom. Medjutim, dalji razvoj ove teme je izvan okvira ove knjige.

Put 2. Dirakova jednacina

Dirak je razmatrao sledece pitanje; da li se koren u (14.132) moZze ekstrakovati na
neki jednostavniji nac¢in. U grani¢nom slucaju p=0, nalazimo

2.2 2 .4 2,
NPT +myct > myc’;

1 za my=0 (14.142)

Pt +mict — pe.

Da bi smo razumeli Dirakov pristup, razmotrimo prvo jednodimenzionalni slucaj i
generaliSimo (14.142) u

wlpxzcz +mict =acp, + pm,c’. (14.143)

Ova jednaina se ne moze ispuniti u opStem slucaju p_=#0,m, #0 sa obi¢nim

brojevima o i 3; medjutim, moZe se ispuniti kada su o i B matrice §to ¢emo
demonstrirati. Kvadriramo obe strane (14.143), vode¢i racuna da matrice u opStem
sluaju nisu komutativne, tako da moramo da se pridrzavamo redosleda o i B pri
mnoZenju desne strane jednacine (14.143). Dobijamo

pict+mict =a’c’ pl +(af + Paym,c’ p, + Bmic’. (14.144)

Da bi leva strana jednacine bila jednaka desnoj, jasno je da mora biti zadovoljen uslov

a’=1; af+pa=0;, B°=1. (14.145)
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Ove relacije su poznate ili slicne Paulijevim spinskim matricama (vidi problem 14.2).
Na Zalost, ne mozemo ih koristiti direktno (Paulijeve matrice) jer Zelimo da opiSemo
tri dimenzionalno, a ne jednodimenzionalno kretanje. Tako, zahtevamo da je

\/(pf +pi +p22)c2 erjc4 =acp, +a,ep, +asep, +,Bm0c2. (14.146)

Kvadriranje (14.146) dovodi, analogno jednodimenzionalnom slucaju do

a’=1l af+pa,=0, p’=1. i

J

ao+aa, =0 za j#k; j=123 i k=LI3 (14.147)

Pored svega, kao i uvek u kvantnoj mehanici, operatori su Hermitski. Ove relacije se
mogu ispuniti na razne (fizicki ekvivalentne) nacine, na primer

|09 PO 14.148

gde su o; Paulijeve spinske matrice (14.24 ali bez h/2w). Broj “1” u 3 predstavlja 2x2
matricu, tako da se B moze zapisati kao

(14.149)

c o o ~
o o — o
|
_

Nakon ovih medju-koraka, mozemo ponovo da napadenemo Dirakovu jednacinu,
koriste¢i pravila (14.128) 1 (14.130) i primenjujudi ih na jednacinu

E=acp, +a,ep, +asep, + Bm,c’. (14.150)
Ovo dovodi do

., Oy _ 2

lhE =(aycp, +ayep, +asep, + fmyc . (14.151)

Sto je Dirakova jednacina.

Kako su o; 1 B matrice 4x4, radi se sa vektorima sa Cetiri komponenti, tj., y se mora
pisati kao
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Vi

= Vs (14.125)

Vs
Vs

Rade¢i sa elektronskim spinom u prethodnim poglavljima upoznali smo se sa
talasnim funkcijama koje imaju dve komponente; u Dirakovoj teoriji, one imaju 4
komponenti. Ovo je rezultat Cinjenice da Dirakova jednaina dozvoljava obe, i
pozitivna i negativna energetska resSenjaza slobodne Cestice.

Kao §to se ¢itaoc moze ubediti u jednom od problema u ovoj Glavi, Dirakova
jednacina daje isti energetski spektar kao i Klajn Gordonova jednacina; to je dato u
(14.140, 141) i na slici 14.3. Mozemo se lako ubediti da reSenje Dirakove jednacine
za slobodnu ¢esticu ima oblik

v,
w(rt)=| V2 |eEren (14.153)

3

¥,

gde su konstante y,..,\y4 izraCunate u problemu 14.6.

U Dirakovoj jednacini u obliku (14.151) izvod po vremenu ima specijalnu ulogu u
odnosu na izvod po prostornim koordinatama. Medjutim, u relativistickoj teoriji,
vremenska i prostorne koordinate imaju simetrican polozaj kao komponente vektora
prostor-verme; tako u litearaturi, Cesto se koristi simetrizovana forma Dirakove
jednagine. Ona se dobija mnoZenjem obe strane (14.151) s leva sa y’=B i uvodeéi
nove matrice

y'=pa; saj=1.23. (14.154)

Moze se pokazati da su resultujuce jednacine kovarijantne u odnosu na “Lorenzove
transformacije”

(50 0 0 G
lh( o Lir Lay Ly ij, — (14.155)

0
sa X =ct; X=X, X2~Y, X3=Z.

Eksplicitna forma matrica y0 i yj je
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1 0 0 o
0 _ el O 14.156
Y [0 —1} Y |:—(7‘/ 0 } ( )

gde su o ponovo Paulijeve matrice.

Na kraju diskutujemo posledicu dejstva elektri¢nog i magnetskgg polja na elektron u
Dirakovoj jednacini. Za ovu svrhu ponovo koristimo proceduru Sredingerove teorije:

1) Potencijalna energija V(r)=-eV koja rezultuje iz elektrostatikog

potencijala V se dodaje po analogiji sa (9.32). Ovo se takodje moze izraziti
prihvatanjem sledecih izraza:

ihé—>ih2+el7 (14.157)
ot ot

2) Magnetno polje se uzima u racun zamenjujuci operator impulsa
v 5 lvied (14.158)
n h

gde je A vektorski potencijal.

Rezultuju¢a Dirakova jednaCina je reSena za nekoliko sluCajeva, posebno za
vodonikov atom. Rezultati su u vrlo dobrom slaganju sa experimentima, uz korekciju
koja potice od kvantne elektrodinamike (Lambov pomeraj).

Uprkos uspehu Dirakove teorije, pitanje znaCenja negativnih vrednosti
energije slobodne Cestice je ostalo otvoreno. Ono bi dozvolilo da elektron sa
pozitivnom energijom emituje svetlost i da padne u dublje lezece stanje, tj. negativni
energetski nivo, i tako bi na kraju sve Cestice sa pozitivnom energijom upalu u ovaj
energetski ponor.

Dirak je imao ingenioznu ideju pretpostavljaju¢i da su sva stanja negativne
energije ve¢ zauzeta elektronima, slede¢i Paulijev princip, prema kome svako stanje
moze da sadrzi najvise dva elektrona sa antiparalelnim spinovima. Beskonac¢no veliko
negativno naelektrisanje  ovog tzv. Dirakovog mora, se moZze kompenzovati
pozitivnim naelektrisanjem protona, koji takodje zadovoljavaju Dirakovu jednacinu i
moraju da ispunjavaju odgovarajuce pozitivno naelektrisano Dirakovo more. Vakum,
bi se prema ovoj interpretaciji sastojao od dva ispunjena Dirakova mora.

Ako sada dodamo dovoljno energije elektronu u Dirakovom moru, on moze
pre¢i energetski jaz od 2moc” i elektron sa pozitivnom energijom ¢e se pojaviti,
ostavljajuci iza sebe Supljinu u Dirakovom moru. Kako je ova Supljina nedostajuce
negativno naelektrisanje, a Dirakovo more je prethodno bilo neutralno, Supljina deluje
kao pozitivno naelektrisanje (+¢). Stavise, ona ima neke osobine &estice i ona se
pojavljuje kao takva. Kreiranje elektron Supljinskog para se zaista i moZe opaziti:
pozitivno naelektrisana Cestica je eksperimentalno poznata kao pozitron.

U modernoj kvantnoj teoriji polja, kreacija pozitrona se moze direktno opisati na
formalan nacin, bez pozivanja beskonacnog Dirakovog polja. Na drugoj strani, ova

252



ideja Dirakovog mora daje intiutivnu sliku pojave pozitivno naelektrisanog elektrona,
tj. pozitrona.

Problemi

14.1. Landauovi nivoi

Ako se slobodan elektron nadje u magnetskom polju, primoran je da se kre}e po kru'noj putanju u
ravni normalnoj na magnetsko polje. Tako, on ima periodi~no kretanje koje se mo'e kvantovati ~ak i u
Sommerfeldovoj formulaciji. Ova kvantizacija vodi do diskretnih nivoa, tzv Landauovih nivoa. Ovo se
takodje dobija i iz strogoh kvantno mehani~kog tretmana.

Problem: Re{iti vremenski nezavisnu Schrodingerovu jedna~inu ~estice sa naelektrisanjem (-¢) koja
se kre}e u x-y ravni normalnoj na konstantno magnetsko polje B. Ne uzimati u obzir spin elektrona u
obzir.

Napomena. Koristiti vektorski potencijal A, u obliku A=(0,B,0) i probno re{enje
ike
w(x,y,z) =e"P(x)

Pored toga, da ®(x) zadovoljava Schrodingerovu jedna~inu harmonijskog oscilatora.
14.2. Poka'i da spinske operatore 5,5, (14.33a,b) va'e slede}e relacije:
2 2
o 2 2
SxSV+Sny=0’ -5y :1’ _Sy =1
: h h
Napomena: koristiti eksplicitnu matri~nu formu.

14.3. Demonstrirati da se relativisti~ki izraz za energiju (14.132) mo"e zapisati u obliku

2

E~m,* + P
m,

pod uslovom da je

2 2
m,C

p—<<0—

2m, 2

Uputstvo: Razvi kvadratni koren u red.
14.4. Pokazati da se zakon odr'anja (naelektrisanja) u formi
d =
a divi =0
dt
mo'e izvesti iz Klein-Gordonove jedna~ine.

Uputstvo: Pomno'i Klein-Gordonovu jenda~inu (napisanu pomo}u %) sa w* i oduzeti od njegove
kompleksno konjugovane. Koristi

ih 0 oy *
( « OV L)

p:2m002 v ot v ot

= h N «

J=— *grady —ygrady*).
2im,

14.5 Pokazati da svaka komponenta (14.153) zadovoljava Klein-Gordonovu jedna~inu.
Uputstvo: napisati Diracovu jedna~inu (14.151) u obliku
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., Oy
h—=N 1
l Py 4 @)

., O
i zatim primeni Zha— na obe strane jedna~ine; koristi (1) ponovo i preuredi X Kkoriste}i Diracove
t

matrice.

14.6. Re{i Diracovu jedna~inu za ~esticu koja se kre}e u z pravcu bez dejstva ikakvih sila.
Uputstvo. Zameni probno re{enje

v
w(7.0) = v, plik=ion
3

v,
u (14.151) i re{i algebarsku jedna~inu.
Koje energije odgovaraju raznim re{enjima?
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