9. Matematicka osnova kvante teorije

Kao $to smo videli u prethodnoj glavi, klasi¢na fizika nije u moguénosti da ponudi
zadovoljavajuce objasnjenje strukture ¢ak ni najprostijeg atoma vodonika. Ovo je
prvi put postignuto kvantnom teorijom. Zato ¢emo i¢i dublje u tu teoriju nego Sto je
bio slucaj u Glavi 7. Uglavnom ¢emo se baviti vezanim stanjima (ali ne jedino) od
kojih je najprostiji slucaj ¢estica u potencijalnoj jami (boxu).

9.1. Cestica u potencijalnoj jami

Da bi smo postali familijarni sa formalizmom kvantne teorije, koja ¢e kasnije dovesti
do kvantitativnih predvidjanja, prvo razmotrimo jedno dimenzionalno kretanje
zatvorene Cestice. “Zatvorena” znacCi da se moze kretati jedino u pravougaonoj
potencijalnoj jami Sirine a. Verovatnoca nalazenja ove Cestice van ove jame je 0 (Sl
9.1). Sada ¢emo pokusati da konstruiSemo odgovarajucu talasne funkciju. Uslov je

y=0 za x<0,
y=0 za x>a 9.1)

jer Cestica ne moZe biti izvan jame. Dalje postuliramo da je talasna funkcija y(x)
unutar jame neprekidna u odnosu na talasnu funkciju izvan kutije, tj

Y(0)=0 iy(a)=0 92)

Trazimo talasne funkcije koje opisuju Cesticu u ovoj jami i istovremeno garantuje da
Cestica uvek ima izvesnu definisanu energiju. Pozva¢emo se na de Broglieve talase
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Prema osnovnim zakonima kvantne teorije, talasni broj k i frekvencija ® su povezani
sa energijom i impulsom Cestice relacijama

E=hw 9.4)

p=rhk (9.5)

Moze se koristiti poznata relacija klasicne fizike
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2

E=2 (9.6)
2m,

Izrazimo p preko k, i reSimo po k, dobijemo dve moguce vrednosti za k

\2m E 9.7)

1
ki, = i%
za datu vrednost ukupne energije
Pored talasne funkcije (9.3) i talasna funkcija

A e—ikx—wt ©9)

daje istu vrednost energije. Ovo nas spasava odredjenih teSkoca. Kao §to se moze
videti zamenom x=0 i x=a u (9.3) talasna funkcija (9.3) ne zadovoljava grani¢ni uslov
(9.2). Jedan nacin reSavanja tog problema je sledeci: posto elektronski talasi prikazuju
difrakciju i interferenciju, moZzemo da superponiramo talase u kvantnoj mehanici kao
Sto smo radili kod talasnog paketa u sekciji 7.1. Zato kreiramo novu talasnu funkciju
superponirajuci (9.3) 1 (9.8)

w(x,t)=(Ce™ +C,e™)e ™ 9.9)

gde su konstante C; i C; nepoznate.
Da bi skratili pisanje (9.9) piSemo u formi

y(x,t) = p(x)e™ (9.92)
gde je
o(x) = (Cle”‘x + Cze’”“) (9.9b)

Da bi odredili konstante C; i C, zamenimo (9.9) u prvu od jednacina (9.2) i dobijamo
®(0)=0; i C;+C,=0. (9.10)
Tako C, se moze izraziti preko C;. Sada je (9.9)

$(x) = C,(e™ —e™) = 2iC, sin kx (9.11)

ovde je koriS¢ena definicija sinusne funkcije. Da bi se zadovoljio i drugi uslov (9.2)
zamenimo (9.11) u (9.2) 1 dobijamo:

Kako je ®(a)=0 mora biti sinka=0 (9.12)

Kako sinus moze biti jednak nuli ako je argument celobrojni umnozak od 7 onda se
uslov (9.12) moze zadovoljiti izborom
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k="" n=1234.. (9.13)
a

Ovaj rezultat znaci da samo talasi koji zadovoljavaju ovaj uslov mogu da postoje u
potenijalnoj jami. Ako zamenimo (9.13) u izraz za kineticku energiju (9.6) dobijamo

g (ﬂj (9.14)

2my\ a

za energiju Cestice, uz uslov dan>1 i da je celobrojno. Parametar n ne moze biti
jednak nuli, jer bi onda talasna funkcija bila jednaka nuli, a to znaci da nema ni
Cestice.

Rezultat (9.14) je tipican za kvantnu teoriju. Energije nisu vise kontinualane
kao u klasi¢noj fizici, ve¢ su kvantovane. Da bi smo odredili C; u (9.11), §to je jos
nereseno, podsetimo se da talasna funkcija mora da bude normirana. Tako mora da

bude ispunjen uslov J vy *dx =1. Ako zamenimo (9.11) u ovaj uslov prvo se dobija

2mn _l_27m

[l ax=lc[ [@-e « e« Max (9.15)

Slika  9.2.  Potencijalne  barijere,
energije i talasne funkcije Cestice u
jami. Dva razlicita parametra su
predstavljena na istoj slici. 1) Energije
ELE, E; prva tri stanja su nacrtane
na E  (=energetska) osi. (Postoji
beskonacni niz visih energija iznad
ovih). 2) x osa je nacrtana udesno od
svake od E vrednosti, i pokazana je
talasna funkcija koja odgovara tim
_____ vrednostima energije. Treba zapaziti
x da broj preseka talasne funkcije i x
ose u jami raste za 1 za svako sledece
energetsko stanje.
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Ovaj integral se moze resiti, Sto daje
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a

[le) dx =|p(o)] 2a 9.16)

0

Kako integral (9.15) treba da je jednak 1 da bi bio zadovoljen uslov normiranja,
dobija se da je normalizaciona konstanta C; u obliku

C, = 1 9.17)

V2a

Podsetimo se da C; moze da bude odredjeno do tacnosti kontantnog faznog faktora
exp(ior) . Kao $to ¢emo kasnije da vidimo, ovaj tip faznog faktora nema fizickog
znaCenja, jer nestaje za vreme racunanja ocekivanih vrednosti (vidi dalje). Nas
konacan rezultat je u obliku

ixnz/a 1

1
R T

ili u drugoj notaciji

e—ixn;z'/a (9 1 8)

d(x) = gi sin(xnz/ a) (9.19)
a

Kao $to ¢emo da vidimo kasnije, talasna funkcija (9.18) je asocirana sa definisanom
energijom. Da li to vazi i za impuls. Ovo, jasno nije slucaj, jer ona opisuje i talas sa
k=nm/a i talas sa k=-nm/a. Ako bismo merili impuls, onda bi smo nasli vrednosti
p="hk 1p=—hk saistom uCestanoscu. U cilju izvodjenja verovatnoce pojavljivanja
datog impulsa iz talasne funkcije prvo razmotrimo talasnu funkciju

Lexp(ixnir /a) (9.20)

Ja

koja je o¢igledno normalizovana u oblasti od 0 do a.
0

Kada merimo impuls, to znaci da odredjujemo pojedinacnu konkretnu vrednost od k,

2 a
dx:lj dx =1 (9.21)
a

0

1
— exp(inmx/ a)
Ja 7

tj., biramo jednu od komponenti (9.18). Ova komponenta je za faktor 1/ V2 manja od
odgovarajuce komponente (9.20). Sa druge strane ocekujemo iz razloga simetrije da

se obe komponente pojavljuju sa istom verovatno¢om 1/2. Da bi smo od 1/ V2 dosli

do 1/2  potrebno je da kvadriramo 1/ V2 . Ovo opazanje se moze generalisati;
verovatno¢a merenja datog impulsa k se moze dobiti kvadriranjem apsolutnih
vrednosti koeficijenata ispred normalizovane talasne ravni.
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Ostavljamo c¢itaocu da objasni vezu izmedju funkcije (9.18) i (9.5) koriste¢i
Heisenbergovu relaciju neodredjenosti.

9.2. Schrodingerova jednacina

Kao $to smo videli u prethodnom primeru, za dati problem cCestice u potencijalnoj
jami, postoji beskona¢no mnogo reSenja, svako sa odgovaraju¢im energetskim
nivoom (9.14). U ovom slucaju je relativno lako naci reSenje, Sto inace nije slucaj u
ostalim kvantno mehani¢kim problemima. U takvim sluc¢ajevima korisno je prvo
videti jednacinu koja odredjuje y. U slucaju elektrona, koji nije pod dejstvom nikakve
sile, nalazimo sledece; pitamo se da li postoji jednacina za y takva da njena reSenja
automatski zadovoljavaju jednacinu

272
hw:h k
2m,

(9.22)

Posto se parametri k i ® nalaze u de Brogliecovom talasu exp(ikx-imt), mozemo
formulisati pitanje na sledeéi nacin: $ta treba da se uradi da bi se dobilo 7*k> /2m, iz

exp(ikx) i Sta uciniti da se dobije 7iw iz exp(-imt) tako da jednacina

hk?
2m,

— he (9.23)

bude zadovoljena. Ako diferenciramo exp(ikx) dva puta po x i pomnozimo sa
—h*/2m, dobi¢emo levu stranu (9.23) kao faktor. Na sli¢an nacin desna strana

(9.23) se dobija ako se exp(-imt) diferencira po vremenu i pomnozi sa %. Na ovaj
nacin dobija se osnovna Schrodingerova jednacina za slobodnu Cesticu

nod’ oy
- ~ _w=ih—" 9.24
2m, dx’ v ot ©29)

Mora se re¢i, medjutim, da nije moguce izvesti osnovne jednacine fizike od jo§
fundamentalnijih principa. Umesto toga treba shvatiti fizicku realnost i heruisticki
dospeti do jednacine i onda uporediti moguca resenja sa eksperimentalno proverljivim
¢injenicama. Tako je nadjeno da je Schrodingerova jednacina validna u potpunosti u
nerelativisti¢koj kvantnoj mehanici. Generalisemo jednacinu (9.24) u tri dimenzije na
sledec¢i nacin; prvo predstavimo kineticku energiju kao

E= %(Pj +P! +P). (9.25)

m
Zatim se generaliSe talasna funkcija

ikxx+ik},y+ikzze_iwt

(9.26)
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Umesto (9.23) imamo relaciju

L712(ch2 +k2+k2)=ho (9.27)
m, ’
Leva strana (9.27) je dobijena iz (9.26) uzimaju¢i druge izvode (9.26) po
koordinatama X,y i z sabirajuci rezultate i mnoZe¢i sa —%hz. Desna strana (9.27)
m

je dobijena diferenciranjem (9.26) po vremenu i mnoZenjem sa i%i. Tako dobijamo
jednacinu

2 2 2 2
A i A (9.28)
2m, ox~ Oy~ Oz ot

Leva strana se moze skratiti uvodjenjem Laplace ovog operatora

o> o 0

Vies—+—+—
ox*  oy* oz’

(9.29)

Sto daje uobiCajenu formu Schrodingerove jednaline za slobodnu cCesticu u tri
dimenzije
hZ

. Oy
-—Viy =ih— 9.30
2m, vt ot ©-30)

Naravno da nismo zainteresovani samo za kretanje slobodne Cestice, jer se one uvek
kre¢u u polju neke sile. Medjutim (9.30) je vrlo znacajna. Vidimo da je leva strana
izvedena iz izraza p?/2m, za kinetitku energiju, zamenjujuéi je pravilom
diferenciranja — (#*/2m,)V?>. Ovo pravilo diferenciranje, koje deluje na y se naziva
operator kineticke energije. U prisustvu potencijalnih polja, ukupna energija prema
klasi¢noj mehanici jeste suma kineticke i potencijalne energije:

p2 +V(7"):E (931)
2m,

Mozemo sada napisati operator ukupne energije prosto dodaju¢i V na operator
kineticke energije. Tako dobijamo vremenski zavisnu Schrodingerovu jednacinu u
prisustvu potencijalog polja

2

o, . a
(o =V VW0 =iy (1) (9.32)

0

Izraz
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A 2
H= 2h V4V (r) (9.33)

m,

se naziva Hamiltonov operator ili Hamiltonijan.

Moguce je da neko nije naviknut da radi sa operatorima. Medjutim, moguce je
brzo naviknuti se na njih, ako se shvati da su oni samo uobicajena skracenica.
Potrebno je jo$ shvatiti da oni uvek deluju na neku funkciju.

Ako potencijal na levoj strani (9.32) ne zavisi od vremena, mozemo nastaviti
do vremenski nezavisne Schrodingerove jednacine. Da bi smo to uradili, kao i u
(9.9a), separirajmo faktor exp(-iwt) od y(r,t). U Kvantnoj mehanici uobi¢ajeno je da
se piSe £/ umesto o, tako da piSemo:

w(r,)=e """ (r) (9.34)

Diferenciranje po vremenu se primenjuje samo na y na desnoj strani (9.32); ovde se
diferencira samo eksponencijalna funkcija po vremenu, $to daje faktor E. Ako sada
obe strane jednacCine podelimo sa odgovaraju¢im funkcijama dobijamo vremenski
nezavisnu Schrodingerovu jednacinu

(— ;’ 2 V24 V(r)]qﬁ(r) = E¢(r) (9.35)

m

Kao §to smo videli u prethodnoj sekciji, talasna funkcija mora da zadovoljava
grani¢ne uslove (9.2). Ako oni nisu specificirani, primenjuje se takozvani prirodni
grani¢ni uslov, koji zahteva da se y anulira u beskonacnosti, tako da se talasna
funkcija normira tj.

[l ar =1 (9.36)

Pre nego Sto krenemo u reSavanje Schrodingerove jednacine, obradi¢emo pitanje
observabli, merenih vrednosti i operatora.

9.3. Konceptualna osnova kvantne teorije

9.3.1. Observable, vrednosti merenja i operatori

Odredjivanje verovatnoce polozaja

U prethodnim sekcijama, videli smo da objasnjenje procesa u mikrosvetu zahteva
nove nacine razmisljanja, koji su fundamentalno razli¢iti od ideja klasi¢ne fizike. U
klasi¢noj mehanici, kretanje tela, kao na primer padanje kamena ili let rakete, se moze
precizno odrediti zakonima kretanja. Prema ovim zakonima, polozaj i impuls tela se
mogu odrediti sa velikom Zeljenom preciznoscu.

Talasna funkcija je nov koncept i on je centralni u kvantnoj fizici. Kao reSenje
vremenski zavisne Schrodingerove jednaline, ona opisuje vremensku evoluciju
fizickih procesa u mikrosvetu. U ovom poglavlju iskoristicemo fizicke implikacije
talasne funkcije, ili drugim recima, koje eksperimentalne rezultate moze da predvidi
teorijska fizika. Konceptualno najjednostavniji eksperiment bi bio odredjivanje
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polozaja cCestice. Kao Sto ve¢ znamo, talasna funkcija y moze da da’ samo
verovatno¢no predvidjanje. Izraz

l (x, . 2)|" dxdydz (9.37)

daje verovatnoc¢u da se Cestica nadje u elementu zapremine dx-dy-dz oko tacke x.y,z.
Sada se postavlja pitanje da li talasna funkcija moze takodje da predvidi rezultat
opazanja impulsa.

9.3.2. Merenje impulsa i verovatno¢a impulsa
Razmotrimo prvo kao primer talasnu funkciju Cestice u kutiji (poglavlje 9.1)

exp(ikx)— exp(—ikx) (9.38)

$x) = ff ff

uy (x) uy (x)

Dve podvucene funkcije (obe) zadovoljavaju uslov normiranja (9.36). Prema
osnovnim pravilima kvantne mehanike, impuls pridruzen talasnoj funkciji u;(x) je dat
sa hk , dok je impuls druge talasne funkcije u, datsa —#k .

Oba ova impulsa su tako predstavljena talasnom funkcijom (9.38). Ako
odredimo impuls Cestice u jami koja je opisana talasnom funkcijom (9.38) ocekujemo
da opazimo bilo 7k bilo —7k . Medjutim, ne moZemo da predvidimo koji ¢e se od
ova dva impulsa pojaviti. Ako zamislimo da Cestica leti nazad napred u jami, onda je
intuiciono jasno da ¢emo svaki od impulsa %k 1—7k da opazimo sa verovatnocama
od 1/2. Kao sto smo videli u poglavlju 9.1, kvadrati apsolutnih vrednosti
koeficijenata C; i C, daju verovatno¢e nalaZenja odgovaraju¢ih impulsa. Ovo
generaliSemo u svetlu odredjivanja raspodele verovatno¢e impulsa u generalisanom
talasnom paketu. Ovde, Cestica viSe nije zatvorena u jami. Ovaj tip talasnog paketa
ima opstu formu

w(x) = Take”“dk (9.39)

—0

Da bi smo povezali koeficijente ay sa verovatnoénom interpretacijom, moramo biti
sigurni da je talasna funkcija exp(ikx) normalizovana u beskona¢nom prostoru. Ovo je
nesto teze, i to ne¢emo da demonstriramo ovde (vidi Apendix A). Ovde ¢emo samo
da navedemo rezultat. Ako uvedemo promenljivu impuls umesto integracione
varijable k, i u isto vreme korektno normalizujemo talasnu funkciju u jednoj
dimenziji dobijamo:

—oC

p(x)= j o(p)— @ " dp (9.40)
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Podvucena funkcija je normalizovana. Kao generalizacija nasih razmatranja gore,
vidimo da je |c(p) | *dp verovatnoéa opazanja impulsa p u intervalu p, p+dp. Ovaj
rezultat se moze neposredno prosiriti u tri dimenzije; ako se talasna funkcija y(x,y,z)
predstavi kao superpozicija normalizovanih ravanskih talasa,

w(x.,2) = [ [e(p.. p,» p )@Y expli p-r/h)d p (9:41)
sa

pr=px+py+p.z. Ondaje

| ¢(px.Py-p2) | 2dpxdpydpz

verovatno¢a da komponente opazenog impulsa Cestice p, budu u intervalu pyx,px+dpx;
Py:py+dpy 1 p,pHdp,.

9.3.3. Srednje vrednosti i o¢ekivane vrednosti

Da bi smo objasnili ove koncepte, podsetimo se kocke. Pojedinacne moguce vrednosti
“opazene vrednosti” su brojevi 1, 2, 3, 4, 5 1 6. Iz jednog bacanja ne moze se
predvideti koji ¢e se od ovih brojeva dobiti. Predvidjanje mozemo da obavimo samo
ako kocku bacimo mnogo puta i ¢uvamo informaciju o frekvenciji Fn sa kojom se
dobijaju pojedini brojevi n.

Srednji broj ny je onda dat sa

ZG:nFn
— n=l1
26: Fn

n=l1

n (9.42)

sr

Ova srednja vrednost se moze predvideti statisticki (u granicnom sluc¢aju beskonac¢nog
broja bacanja) preko koriS¢enja koncepta verovatnoc¢e. To je kolicnik broja
pojavljivanja zeljenog rezultata podeljen sa ukupnim brojem pokusSaja. Verovatnocéa
dobijanja broja n (broj n je Zeljeni rezultat) se oznacava sa P,. PoSto pojava raznih

6

brojeva ima jednaku verovatnocu P;=P,... =Ps, 1 posto je Z P =1 dobija se
n=1

neposredno

P,=1/6 ,n=1,..,6 (9.43)

(naravno iz razmatranja isklju¢ujemo nehomogene kocke). Prema teoriji verovatnoce,
ng; se moze izraziti preko P, na sledeé¢i nacin

6 1 1 1
n,=yn-P =1«—+2'g+.+.+6«g (9.44)
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Ovi relativno prosti koncepti se mogu primeniti direktno na definiciju srednje
vrednosti polozaja i impulsa u kvantnoj mehanici. U opSte ne mozemo da damo
definitivnu prognozu koji ¢e se impuls ili polozaj izmeriti; mozemo da damo samo
verovatnoc¢e. Ako ponovimo merenja polozaja ili impulsa mnogo puta i izraCunamo
srednju vrednost ona moze biti definisana egzaktno kao i kod kocke. Teoreticari
mogu, kao i u igri bacanja kocke, da predvide srednju vrednost za eksperimentalce.
Ova srednja vrednost se zato zove ocekivana vrednost i definiSe se kao; ocekivana
vrednost = suma svih proizvoda pojedinacno izmerenih vrednosti i verovatnoc¢a da se
ta vrednost pojavi.

Primenimo sada ovu definiciju na neke primere.

2 . . v . . .
|¢-" {K]| Weight Slika 9. 3 Ob]ayanen]e srednfe
vrednosti  polozaja.  Lokacija
vertikalne linije indicira

vrednost — merenja  polozaja
koordinate x i duzina linije je
proporcionalna  frekvenciji - sa
kojom se ta vrednos nalazi
(gustina verovatnoce). Ako ovo
zadnje  interpretiramo  kao

¥ (= Position) “tefinu”  onda racunanje X
odgovara  racunanju  centra
gravitacije  objekta  (centra
masa,).

a) Srednja vrednost polozaja (jedno dimenzionalni primer) Slika 9.3.

Jedno merenje daje jedan rezultat da se cestica nadje u intervalu x,x+dx.
Odgovarajuca verovatnoca je |w(x)|2dx. Posto je polozaj x neprekidna promenljiva, a
broj koji se pojavljuje na kocki diskretna, koristimo integral umesto sume (9.44).
Srednja vrednost polozaja je tako definisana kao

%= | Ay (o) dx (9.45)
U racunanju (9.45) i na dalje, pretpostavlja se normalizovanost talasnih funkcija, tj.
[ly ol dx =1 (9.46)

Mozemo da uzmemo n ti stepen od x, x" i tako generalizujemo (9.45) da bi se dobila
srednja vrednost n tog stepena

131



g//()c)’2 dx (9.47)

— o0
x" = J.x”
—00

Ako zamenimo funkciju x" nekom opStom funkcijom potencijala V(x) dobija se
definicija srednje vrednosti potencijalne energije

V= j V(0 ()| dx (9.48)

a) Srednja vrednost impulsa (jedno dimenzionalni primer ), Slika 9.4
U ovom slucaju uze¢emo da je talasna funkcija superpozicija ravnih talasa

2 Slika  9.4.  ObjasSnjenje  srednje
letpl vrednosti impulsa. Vidi zaglavije slike
9.3.

0

V()= [elp) e dp 949

—00

Ako sada merimo impuls, verovatno¢a nalazenja njegove vrednosti u intervalu p,
p+dp je data sa |c(p)’dp. U potpunoj analogiji sa srednjom vrednoiéu polozaja
nalazimo srednju vrednost impulsa kao

p= [ plep) dp (9.50)

—00

ili n ti stepen

p"=[p'le(p) dp 9.51)

—00
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Kao sto ¢emo da vidimo kasnije, talasne funkcije se normalno izrazavaju kao
funkcije polozaja u obliku w(x). Zato je tesko da se izracuna razvoj (9.49) u cilju
odredjivanja srednjeg impulsa jer je prvo potrebno izrac¢unati koeficijente c(p). Sada
¢emo videti da postoji veoma prosto pravilo koje dozvoljava da se izracuna srednja
vrednost impulsa bez (9.49).

Srednja vrednost impulsa je data formulom

?%jy/(x)dx (9.52)

ﬁ=jw*u{
Notacija (%/i)(d /dx)y se mozda €ini ¢itaocu cudnom; ovo je Cesta forma zapisa u
kvantnoj mehanici. Ovo znaci da diferenciramo y(x) po X, tj. raCunamo

hdy (9.53)

i dx
Ova notacija se takodje naziva i primena “operatora impulsa” (%/7)(d /dx) na

talasnu funkciju y(x). Dokaz da (9.52) je isto kao i (9.50) je relativno prost, ali
zahteva izvesno dodatno matematicko predznanje. Po¢e¢emo sa zamenom (9.49) u
(9.52). Posle diferenciranja po x i zamene reda integracije po x i po p dobija se

= j dp j dp'p'c* (p)e( p')% j exp(—ipx / 1) exp(ip' x / h)dx (9.54)

[ 1

Podvuceni deo je Diracova & funkcija, 8(p-p’) (Apendix A). Definicija 6 funkcije
eliminiSe integraciju po p’ i dovodi do p’=p, tako da je p’ zamenjeno sa p. Onda
direktno dobijamo

p=[dp ple(p)’ (9.55)

Ako ponovo idemo detaljno kroz racun, vide¢emo da smo faktor p u (9.50) zamenili
sa operatorom diferenciranja (#/i)(d/dx) Da bi smo dospeli do (9.51) treba da

primenimo ovaj operator n puta na talasnu funkciju y(x).

¢) Srednja vrednost energije
Dosadasnji rezultati nam omoguéuju izracunavanje srednje vrednosti energije.
Kineticka energija Cestice je p2/2m0. Verovatnoc¢a opazanja impulsa p u intervalu p,
p+dp je data sa |c(p)[*dp.

Tako, srednja kineticka energija je data sa

0

_ 2
Ey, = [le(p)f 2’; dp (9.56)
0

—00
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Ako sada koristimo pravilo ra¢unanja dato gore, neposredno se dobija

E, =] T;y/ * [— Zh—n;vzwjdxdydz (9.57)

gde je koris¢ena skracenica

2 2 2
V2 Za—2+a—2+a—2 (958)
ox~ oy Oz

i generalizacija u tri dimenzije. Jednacina (9.48) se moze generalisati na isti nacin, §to
daje ocekivane vrednosti potencijalne energije:

E, = j j TV’ *V (rYwdxdydz (9.59)

Kako je ukupna energija jednaka zbiru kineticke i potencijalne, o¢ekivana vrednost
ukupne energije je kona¢no

_ © 2
Euw = j j j V,*(_zh—vz +V(r)jy/dxdydz (9.60)
-0 mO

9.3.4. Operatori i o¢ekivane vrednosti

Pomocu prethodnih rezultata mozemo sada da diskutujemo konceptualni okvir i
racunska pravila kvantne teorije. U klasi¢noj fizici, imamo izvesne mehanisticke
parametre, kao $to su polozaj x(t), impuls p(t), energija i dr. U kvantnoj teoriji, ovim
klasi¢nim parametrima su pridruzene izvesne ocekivane vrednosti (uporedi 9.45, 52 i
60). Ove kvantno mehanicke oc¢ekivane vrednosti se mogu dobiti preko klasi¢ne fizike
vrlo prostim receptom: klasi¢nim parametrima se pridruzuju operatori, koji nisu nista
drugo do mnozenje ili diferenciranje, koja deluju na talasnu funkciju iza njih.
Operator polozaja x (koordinate) je x(t) i predstavlja jednostavno mnoZenje talasne
funkcije y(x) sa x. MoZe se na prvi pogled uciniti ¢udnim da se vremenski nezavisan
operator pridruzuje vremenski zavisnom parametru x(t). Kao $to ¢emo da vidimo
kasnije, vremenska zavisnost je re-introduced (nanovo uvedena) u procesu nalazenja
srednje vrednosti jer talasna funkcija sama moze biti vremenski zavisna. Impulsu je
pridruzen operator (%/i)(d/dx) koji diferencira talasnu funkciju. Nakon obavljanja

odgovarajuce operacije mnoZzenja ili diferenciranja, rezultat se mnozi sa y* i integrali
preko celog prostora da bi se dobila oc¢ekivana kvantno mehanicka vrednost.
Koris¢enjem ovih pravila mozemo definisati i druge operatore koji nisu

N
razmatrani do sada. Jedan vaZan parameter je momenat impulsa / koji ima
komponente /L. . U klasi¢noj fizici komponenta /; je definisana kao xp, —yp,. U

kvantnoj teoriji dobijamo odgovarajuc¢i operator zamenom px i py sa odgovaraju¢im
operatorima (%/i)(d/dx) 1 (h/i)(d/dy) respektivno. z komponenta momenta
impulsa ima operator
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L, =~(-=y ) 9.61)

U cilju izbegavanje konfuzije izmedju klasicnog momenta impulsa i operatora
momenta impulsa, koristi se i ovde a i na dalje u tekstu simbol kapica iznad operatora.

Klasi¢na Operator Kvantno mehanicka ocekivana vrednost
promenljiva
Polozaj x(t) X T = IW *(x,£)xw(x,)dx
Impuls p(t) no 0
s (Jordanovo 5= J.W*(xﬁ t)zait//(x,t)dx
pravilo) Lox
Energija B B2 . 2 52
N(x(t t - —+V(x E = *(x,t)(— —+V(x x,t)dx
(x(0). p(1) 22 T Jo* et = s
Momenat impulsa h _ A
[ = [rxp] {erV} [ = Il//{rx;V}wdxdydz

U prethodnim diskusijama, nije poklonjena znacajna paZnja talasnoj funkciji .
Moramo da razmotrimio principe koji nam omogucéuju odredjivanje talasne funkcije u
sluc¢aju da nije odredjena Schredingerovom jedna¢inom.

9.3.5. Jednacine za odredjivanje talasne funkcije. Svojstveni problem

Mi smo ve¢ predstavili jednacine koje su eksplicitno ili implicitno primenljive za
nalazenje y . Kao najprostiji slu¢aj, uzmimo ravni talas yooexp(ikx). Kao §to veé
znamo, ovaj talas odredjuje kretanje Cestice sa impulsom 7k . Da li mozemo da ovaj
ravanski talas smatramo reSenjem jednacine koja je direktno vezana za impuls. Ovo i
jeste slucaj u sustini, jer, ako diferenciramo ravanski talas po x i pomnoZzimo sa 7%/i
dobi¢emo relaciju

zieikx — hke™ = peikx (9.62)

i dx

Ravanski talas tako zadovoljava jednacinu sledeceg oblika; operator impulsa
(h/i)(d /dx) primenjen na ravanski talas daje impuls p=#ik puta ravanski talas.

Kao drugi primer razmotrimo vremenski nezavisnu Schrodingerovu jednacinu.
Primena Hamiltonovog operatora na talasnu funkciju daje energiju E puta talasna
funkcija. Pogled na prethodnu tabelu pokazuje da je Hamiltonijan kvantno mehanicki
operator pridruzen klasi¢cnom izrazu za energiju EyintEpo.

Kada ekstrahujemo ono sto je zajednicko za ove primere, vidimo da su ove funkcije
takozvane svojstvene funkcije koje zadovoljavaju jednacinu
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Operator - Svojstvena funkcija= Svojstvena vrednost - Svojstvena funkcija

Ako operator oznacimo sa Q , a svojstvenu funkciju sa @ i svojstvenu vrednost sa ®
onda je generalizacija ove relacije

Qp = wp (9.63)

Svojstvene vrednosti ovde i1 u sekciji (9.3.6) ne treba mesati sa frekvencijom. One
mogu imati sasvim razli¢ito fizicko znacenje, na primer impuls. U primeru (9.62)
imamo

Q:zi, p=e"™, w=hk
i dx

Sada je potrebno da vidimo neke osnovne operacije i matematicki tretman svojstvenih
jednacina bez posebnih izvodjenja. Kao $to je pokazano, svojstvene funkcije i
svojstvene vrednosti su odredjene jednacinom (9.63). Jedan poseban primer je skup
grani¢nih uslova za Cesticu u kutiji. Ako nisu posebno dati grani¢ni uslovi, mora se
zahtevati da je talasna funkcija normalizovana, Sto implicira da talasna funkcija mora
dovoljno brzo da opada kako se odlazi u beskonac¢nosti.

Kada su dati operator Q u (9.63) i grani¢ni uslovi, postoji poseban niz
svojstvenih vrednosti, tj. diskretan niz vrednosti energija, kao $to je to bio slucaj za
Cesticu u potencijalnoj jami i dr. Racunanje ovih svojstvenih funkcija i svojstvenih
vrednosti je zadatak matematiCara ili teorijskih fizicara. Da bi se uspostavila
saglasnost sa eksperimentalnim opazanjima, treba koristiti postulate kvantne teorije:
svojstvene vrednosti su identicne sa opazenim vrednostima. Ovaj osnovni postulat ima
izvanredno znacenje i moZzemo ga prihvatiti jer je mnogo puta potvrdjen u brojnim
eksperimentima. Ako merimo energiju elektrona u vodonikovom atomu, na primer,
ona se mora sloziti sa kvantno mehanicki izracunatom svojstvenom vrednos$cu E,.
Ako postoji neslaganje, to ne treba smatrati nedostatkom kvantne teorije, vec treba
traziti interakcije, koje mozda nisu uzete u obzir. Na ovaj nacin, do sada su
postignuta odli¢na slaganja.

Kao §to se moze videti iz naSeg primera (9.62) Schrodingerova jednacina je
samo jedan od mnogo mogucih nacina za odredjivanje talasne funkcije. Ovde, uvek
pre svega  razmiSljamo o fizickom problemu. Tako, kad god koristimo
Schrodingerovu jedna¢inu uvek ¢emo pretpostavljati da mozemo ta¢no da merimo
energiju. Kada izmerimo energiju, potrebno je identifikovati svojstvene funkcije
koja su reenja Schrodingerove jednaéine. Sta ako Zelimo da odredjujemo, tj. merimo
impuls. Kako je talasna funkcija poznata, lako se moze demonstrirati Furijeovom
analizom, da ova funkcija sadrzi nekoliko svojstvenih funkcija impulsa, te tako vise
nismo u moguénosti da tacno predvidimo impuls Cestice, ve¢ se moze samo odrediti
ocekivana vrednost. Najprostiji primer za ovo je opet ponovo Cestica u potencijalnoj
jami.

9.3.6. Istovremene observable i relacije komutacije

Kao $to smo videli gore, postoji vrlo bliska veza izmedju talasnih funkcija svojstvenih
vrednosti na jednoj strani i pojedina¢nih observabli na drugoj. Ako je talasna funkcija
svojstvena funkcija nekog operatora - tj. zadovoljena je jednacina (9.63) — onda
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znamo da ¢e neka svojstvena vrednost moci biti izmerena. Ako ponovimo ovo
merenje, nac¢icemo tacno istu svojstvenu vrednost. [z ovoga sledi da:

Ako je w; svojstvena funkcija specificnog operatora €2, svojstvena vrednost o se
slaze sa ocekivanom vrednoséu Q. U sustini, ako znamo operator Q i pridruzene
svojstvene vrednosti ®;, onda je

Qp, =y, +Q=[y;Qy.de = [yoy,d =0, [yy,d=-0,

Sta se desava kada Zelimo da odredimo drugi parametar u drugom merenju. Jedan
primer je detaljnije obradjen u poglavlju 7.3. gde smo zeleli da merimo prvo impuls, a
onda i polozaj Cestice. U ovom slucaju, merenje polozaja uniStava rezultat
prethodnog merenja impulsa. Na drugoj strani, mozemo da merimo impuls, a potom i
kineti¢ku energiju Cestice. U prvom merenju dobijamo vrednost impulsa p. Sada
pripremimo cesticu u posebnom stanju sa svojstvenom funkcijom operatora impulsa;
talasna funkcija posle merenja je tako (ne uzimajuci u obzir faktor normalizacije)
data sa exp(ipx/h). Ako sada merimo kineticku energiju, ovom merenju odgovara
primena matematickog operatora kineti¢ke energije — (% /2m,)d’ /dx*. U procesu
“pripreme” ravanski talas daje svojstvenu vrednost E=p*/2my, i ravanski talas ostaje
svojstvena funkcija. U ovom slucaju, drugo merenje ne uniStava rezultat prvog
merenja. Jasno, postoje merenja koja ne remete jedna druge, ili drugim rec¢ima, koja
se mogu obaviti istrovremeno sa proizvoljnom tacnoscu.

Sada ¢emo izvesti nuzan kriterijum za istovremenu merljivost. Za ovu svrhu,
razmotrimo operatore obi o® koji mogu biti, na primer operatori impulsa i
kineticke energije. Sada zahtevamo da talasna funkcija ¢y  bude istovremeno
svojstvena funkcija obe karakteristicne jednacine:

QY =0y (9.64)

Q% = 0Py (9.65)

Ako sada primenimo operator Q@ na levu stranu prve jednaéine, i operator Q'Y na
desnu stranu druge, ona oduzmemo jednu jednaCinu od druge, preuredimo i
primenimo (9.64) i (9.65) dobice se

(Q(I)Q(Z) —Q(Z)Q(l))l// — (a)(l)a)(Z) _ w(Z)w(l))W =0 (966)

U jednacini (9.66) talasna funkcija v moze izostaviti i piSe se samo

QVQ® — Q@00 =0 (9.67)

Ovo je potrebno shvatiti kao skracenicu u zapisu. Kada se vidi ovakva jednacina treba
se podsetiti da operatori napisani u (9.67) deluju na talasnu funkciju vy, koja treba da
je napisana sa desne strane kao sto je u (9.66). Moze se matematicki pokazati sledece:

ako dva operatora Q" i Q@ zadovoljavaju relaciju komutacije (9.67) onda se
svojstvena talasna funkcija operatora Q" moze odrediti kao svojstvena talasna
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funkcija operatora 09 ; ona takodje zadovoljava (9.64) i (9.65). Ako postoji samo
jedna svojstvena funkcija sa pripadaju¢om svojstvenom vrednoséu " , onda je to i
svojstvena funkcija operatora Q@. Medjutim, ako postoji nekoliko svojstvenih
funkcija operatora Q" pridruzenih svojstvenoj vrednosti ®'” onda je uvek moguée
na¢i linearnu kombinaciju ovih funkcija, koja jeste svojstvena funkcija Q.

Razmotrimo sada nekoliko primera. Izaberimo da je o operator impulsa
(h/i)(d/dx) i QP je operator kinetitke energije (~h”/2m,)d* /dx*, ovi operatori
komutiraju. Razlog je §to se u jednom slucaju talasna funkcija diferencira dvaput pa
onda jos$ jedanput, a u drugom se diferencira jednom pa posle dva puta, oba puta samo
po koordinati x, $to prirodno daje isti rezultat, tj.

Sl G e S S Y 9.68
2m, i(dx dx*  dx’ dx) 09

Takodje se moze pokazati da x komponenta impulsa komutira sa njegovom Yy
komponentom.
Pogledajmo sada drugi primer, x komponente impulsa i x koordinate. Tako je

sadaQ® = (n/i)(d/dx) i QP =x

QOQ? —0P0M)y = (=L x—x2 Dy (9.69)
idx i dx

IzraCunajmo ovaj izraz. Posmatrajmo prvo desnu stranu bez kori$¢enja zagrada

hd hd
2% sw-x2 2 9.70
i dx vV idx v ( )
d dx dy
Bl =~ y+x— 9.71
dx (xy) dx s dx ©-71)
Zamenimo ovo u (9.70) i dobijemo
by ©.72)
i

Ako sada napiSemo desnu stranu jednacine (9.69) dobija se relacija

hiod hod i
G x—xm Dy =y (9.73)
i dx idx i

Kako je relacija vazeca za bilo koju talasnu funkciju v moze se pisati u skracenoj
formi

Sl xox22 =2 (9.74)
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Ovo je cuvena Heisenberg-ova relacija komutacije izmedju operatora impulsa i
koordinate. Kaze, da operatori impulsa i koordinate ne komutiraju, Sto znaci da se
polozaj i impuls ne mogu odrediti do bilo koje Zeljene preciznosti (vidi sekeiju (7.3).

Slede¢a formulacija se Cesto koristi da se izrazi relacija komutacije izmedju
dva operatora oV Q®.

[Qa),Q(z)]: QVO® _ oM (9.75)

U ovoj formi, Heisenbergova relacija komutacije je

r’ 4 } _h (9.76)

JE— , x
i dx i
Ostavljamo citaocu da izvede sledece relacije:
[1d ] nav
i dx i dx

Za komponente momenta impulsa (uporedi definicije u (9.61))

Iy |=inl- (9.77)
1,0, |=inl, (9.78)
1.0, |=inl, (9.79)
L

) ,lj :0’ j:x’y’Z (980)

Ove jednacine tvrde da komponente momenta impulsa nisu istovremeno merljive,
iako jedna komponenta i kvadrat momenta impulsa mogu da budu istovremeno
izmerene.

9.4. Kvantno mehanicki oscilator

Pored cestice u potencijalnoj jami, harmonijski oscilator je jedan od najprostijih
primera u kvantnoj teoriji. lako se ovaj primer ne primenjuje na kretanje elektrona u
atomu, jer su drugacije sile koje deluju, harmonijski oscilator ima bezbroj primera u
svim oblastima kvantne fizike. Mi ¢emo se Cesto vracati na njega. U klasi¢noj fizici,

jednacina kretanja harmonijskog oscilatora je data sa mo)”c=—kx (slika (9.5)).

Kineti¢ka energija je myx*/2, a potencijana energije ja (k/2)x*>. Da bi smo
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konvertovali ove veli¢ine u kvantnu mehaniku, izrazimo brzinu x preko impulsa
m,x = p . Takodje, koristimo klasi¢nu vezu izmedju frekvencije oscilovanja ®, mase i

konstante sile w’=k/mo. Na ovaj na¢in dobija se sledeéi izraz za Hamiltonovu funkciju

2
H="L" T 42y (9.81)
2m,

Odgovarajuc¢a Schrodingerova jednacina je

nodr om, , ,
o a2 o x )y(x)=Ey(x) (9.82)

Lako je ubediti se da energija E ima samo pozitivne vrednosti. Ovo osiguravamo
time $to obe strane (9.82) mnozimo sa y*(x) i integralimo od x=-oc do x=+oc. Integral

na desnoj strani (9.82) J v *dx je pozitivan jer je \yw*=‘ \u| 2>0. Isto se primenjuje

—00

i na ¢lan koji sadrzi x°, I(mo/ 2)o’x*wy *dx na levoj strani jednacine (9.82).

2

dy
dx?

0

Preostali izraz J.{— (7> 1 2my )y *

—o0)

dx se preuredjuje parcijalnom integracijom i

daje

P AL
x T 2m, T er Slika 9.5. Harmonijski oscilator. Gore,
objasnjenje tackaste mase na opruzi.
; : Sredina, sila kao funkcija pomeraja x.
1 vl i Dole, po.tencz]alna energija kao funkcija
S i T pomeraja x.
Sila = -kx

— — A
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0

2 — 2 %
W edv| =0 B Gdvdye,
dx dx

—00

(9.82a)
2m, dx |x=—0 2m,

Ako se zamene granice integracije u prvom izrazu, on se anulira, jer se zahteva y—0,

kada x—oc. U suprotnom integral normalizacije J ’gy’zdx =1 ne bi postojao. Integral
(9.82a) je pozitivan i tako je celokupni izraz koji odgovara levoj strani jednaCine
(9.82) pozitivan. Sada neposredno sledi da je E>0.

Kako Schrodingerova jednacina sadrzi nekoliko konstanti, izvrSimo prelaz na
nove bezdimenzione koordinate £ i novu energiju uzimajuci da je

X = U é’;iszi (9.83)
\f mym ho

y(x)=P(C) (9-84)

Sada (9.82) postaje

- 2
Hd)l d

_5(—%2 +EP(E) = eh(S) (9.85)

Kad bi diferencijalni operator d/d bio obi¢an broj onda bi smo mogli da iskoristimo
pravilo (—a2+b2)=(—a+b)(a+b). Iako ovo, normalno, nije moguce sa operatorima, ovo
¢emo da koristimo kao heuristicku pomo¢ i pisaéemo, recimo, probe radi:

1 d 1 d
ﬁ(—E + C)ﬁ (% +E)P(S) (9.86)

b* b

Red diferenciranja mora da se striktno postuje, tj. operator koji je desno se primenjuje
pre operatora levo. Izmnozimo sada zagrade vodec¢i racuna o redu operatora

L d’
2" de?

, 1. d d
+¢ )¢(C)+5(_EC+§E)¢(§) (9.87)

Ovo je leva strana jednacine (9.85) sa jo$ jednim dodatnim ¢lanom. Isto kao §to smo
radili sa Heisenbergovom relacijom komutacije (9.69) mozemo primeniti
diferenciranje extra ¢lana i dobiti -®({)/2 za drugi izraz u (9.87). Jednacina (9.86)
se razlikuje od sredine izraza (9.85) samo za ¢lan ®/2. Ako sada uvedemo, kao §to je
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pokazano u (9.86) skraéanice b i b" onda ¢e originalna Schrodingerova jednagina
dobiti oblik

b= (H-1)p= (e -
bibg=(H=-2)p = (6= (9.88)

Na dalje je vazno upamtiti da su b i b’ samo skracenice za operatore, koji su
definisani u (9.86). Takodje zamenimo &-1/2 =n i jo§ dodajmo talasnoj funkciji @ i
ovom n, indeks A, za Sta ¢e se opravdanje dati kasnije, i konacno dobijemo
Schredingerovu jednacinu u obliku

b*bp, =n,p, (9.89)
Operatori bi b’ zadovoljavaju operaciju komutacije

bb* —bb=1 (9.90)

Ostavljamo dokaz (9.90) citaocu kao vezbu. Potrebno je samo zameniti definicije b i
b’ i nastaviti kao $to je uradjeno kod Heisenbergovog komutacionog pravila.
Razmotrimo prvo (9.89) generalno i pomnozimo ga sleva operatorom b, tj. primenimo
operator b na levu i desnu stranu jednacine (9.89). Dobija se

bbb =n,bg, (9.91)

Prema pravilu komutacije (9.90) moZzemo zameniti 1+b'b sa bb". Kada se ovo obavi
sa prva dva faktora na levoj strani dobija se

b'b(bg,)+bg, =n,bg, (9.92)
ili , ako kombinujemo izraze b®; na desnoj strani

b*b(bg,) = (n; —D(b4;) (9.93)

Kao $to vidimo, primena operatora b na talasnu funkciju @, stvara novu talasnu
funkciju ®=(b®,), koja zadovoljava (9.89) iako je njena svojstvena vrednost za 1
manja, tj, ny—ny-1. Operator b, tako smanjuje broj n za 1. Nazivamo ga operator
anihilacije. Posto, kao $to je opazeno ranije, energija E, mora biti pozitivna, n mora
da ima donji limit. Zato mora postojati najnizi broj ny i odgovarajuca talasna funkcija
@) za (9.89). Ako ovaj formalizam ponovimo za najnize svojstveno stanje sa A=0
dolazi se do kontradikcije. Trebalo bi da nadjemo talasnu funkciju sa jo§ manjom
svojstvenom vredno$¢u, nasuprot pretpostavki da je @Dy ve¢ najnize stanje.
Kontradikcija se jedino razreSsava ako b®d, jeste identi¢no jednako nuli. Onda je
(9.89) trivijalno ispunjeno za svako n; nula nije prava svojstvena vrednost. Za
najniZe stanje imamo uslov

b®=0. (9.94)

Ako zamenimo b sa operatorom koji on simbolizuje (9.86), onda je (9.94)
ekvivalentno sa

142



d
(E +8)p, =0. (9.95)

Ova diferencijalna jednacina prvoga reda se moze jo$ napisati u formi

% = —d¢ (9.96)

iz koje se integracijom dobija

Ing, = —%gz +C' (9.97)

ili uzimaju¢i antilogaritam

1.y
b= Ce ™ (9.98)

Konstanta C se moze odrediti iz uslova normiranja.

Slika 9.6. llustracija efekta dejstva

. L _l_ operatora kreacije i anihilacije. Levo.
, L 5 4 Primena b znaci penjanje na gore po
' 5y l b stanjima n=0,1,... za jedan stepenik.
ke 2 — . v .
Desno. Primena b odgovara spustanju
1T 1 za jedan stepen.
n=0 = neo

Sada ¢emo da ispitamo $ta se deSava kada se primeni operator b" na obe strane (9.89).
Po analogiji sa koracima (9.91-93) dobija se, uz korisc¢enje relacije(9.90)

b*b(b"¢,)=(n, +D(b"¢,) (9.99)

. . + , . +
to jest, primenom operatora b’ povecava se svojstvena vrednost za 1. Zato se b
naziva operator kreacije (Slika 9.6). Ako izaberemo osnovno stanje ®, za @, dobija
se proporcionalnost

$,00b”" ¢,

i druga primena b” daje
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$,00b" ¢ o(b") ¢, i td.

Ovde smo koristili znak proporcionalnosti, a ne znak jednako, jer jo§ uvek ne znamo
dalisu funkcije b'®g, (b")*do normirane ili ne. Uopste, dobija se

¢, =C,(b") ¢, (9.100)
gde konstanta C;, sluzi kao faktor normiranja.

Kako n uvek raste za ceo broj pri primeni b’, a najniza svojstvena vrednost je
nula (ny=0), mozemo da identifikujemo indeks A sa n. Ukljucujuéi faktor normiranja

(koji ne izvodimo ovde), C, =1vn! , nalazimo normirane talasne funkcije

1
=——(b")" 9.101
¢n /_n‘( ) ¢O ( )

Jednacina (9.101) jo§ uvek izgleda zastrasujuce apstraktno. Zato ¢emo preko nekoliko
primera pokazati kako se talasne funkcije mogu eksplicitno izvesti; ovde ¢emo
izostaviti faktor normiranja iz razmatranja. Za n=0 ve¢ smo dobili @y o« exp(-§2/2).
Koristeci (9.88, 83, 85) nalazimo najnizu vrednost energije Ey=# /2, $to je ista nulta
energija koja je diskutovana u sekciji 7.5. Za n=1 dobija se

$,00b”" ¢,

ili koriste¢i eksplicitne izraze za b id,

d 1,
) OO(—E‘*'C)CXP(—EC )

" Slika 9.7. FEnergetski nivoi harmonijskog
oscilatora.

m

=
[

[T 1T R ST B
= =
E E
-
L] (9]

raf—
=
£

Nakon diferenciranja imamo
1.,
§r oo exp(==¢7)

Odgovarajuca energija je
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Ezgha)
2

Za n=2 dobija se

I
2 1 d é/
nakon diferenciranja

oo (0 1) Ce >

za energiju nalazimo
E= 3 ho
2

Ako nastavimo ovu proceduru, dobi¢e se polinom po { ili diferenciranje po C.
Generalno, za n-tu talasnu funkciju dobija se izraz oblika

b, =H,()e > (9.102)

gde su H, polinomi, koji su u matemati¢koj literaturi poznati kao Hermiteovi
polinomi. Odgovarajuce energije (vidi sl. 9.7) su date sa

E, =(n+ %)ha) (9.103)

Radi kompletnosti dajemo formulu za Hermiteove polinome

D" od o ]

\/2T a¢’ \/n!\/;

Vratimo se sada sa koordinate £ na originalnu koordinatu x, i uz korektno
normalizovanu svojstvenu funkciju Sredingerove jednacine harmonijski oscilator je
dat sa

H,(5)=

(9.104)

v (x) = 4| 7@ exp(—%xzmoa)/h) H (xJmye 1) (9.105)

h

Na slici 9.8 nacrtan je potencijal V(x). Pored toga, energetski nivoi (n+1/2)iw su
dati na ordinati, kao i same talasne funkcije. Cetiri prvih talasnih funkcija na
energetskoj skali su detaljnije prikazani na slici 9.9a,b. Iako ¢emo u najvecem delu
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koristiti  konfiguracionu reprezentaciju y(x) za talasnu funkciju u ovoj knjizi,
operatori kreacije i anihilacije b” i b, su nezamenjivi u mnogim oblastima kvantne

teorije.

W=l $ Wixl

Wl

|
VAN 70N
Y

Problemi

Slika  9.8. Reprezentacija kvantno
mehanickog harmonijskog oscilatora
koja se cesto nalazi u knjigama. Ova
slika sadrzi tri crteza u jednom: 1)
Ordinata znaci ukupnu energiju F.
Horizontalne linije (iznad x ose) daju
kvantizirane energetske nivoe. 2).
Ordinata  daje  potencijal  V(x).
Isprekidana kriva  pokazuje oblik
potencijalne  krive  kao  funkcija
polozaja x. 3), Svaka horizontalna
linija sluzi kao x osa na kojoj su date
talasne funkcije odovarajucih energija.

Slika  9.9. a) Talasne funkcije
harmonisjkog oscilatora za n=0,1. b)
Talasne  funkcije harmonijskog
oscilatora za n=2,3.

9.1. Zamenjujudi talasni paket sa @ = hk 2/ 2m, iz zadatka 7.1 u Sredingerovu jednacinu, pokazi da

je to reSenje za Cesticu na koju ne deluju nikakve sile.

9.2. Neka su talasne funkcije ®; i @, re$enja Sredingerove jednadine (9.35) sa svojstvenim energijama

E; i E,. Pokazati da je

w(r,t)=c,® (r)exp(—iEt/h)+c,D,(r)exp(—iE,t/h)
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reSenje Sredingerove jednagine (9.32). Koje usove moraju da zadovoljavaju c,i ¢, da bi se
normalizovalo y(r,t). Generalizirati ovao vezbanje na talsni paket

w(r,t) =Y c, exp(~ik t/h)g,(r)

Napomena

Jo e,y =51~ 7
AT r =0
! k M=lzaj=k

9.3. Potencijal V(1) je u jednoj dimenziji dat sa — 86 (x), gde 8(x) Dirakova & funkcija (vidi
matemati¢ke dodatke). Resi Sredingerovu jednadinu za vezana stanja, tj. kada je E<0.

Napomena.

Resi Sredingerovu jednaéinu za x<0 i x>0, drugim re¢ima tamo gde je 5(x) =0.

Tamo gde je x=0, nadjena reSenja, . iy, se moraju spojiti na neprekidan nacin. Takdoje, izvedi
sekondarni grani¢ni uslov (uslov skoka) za y’. iy’, integraleéi Sredingerovu jedna¢inu preko
— & < x < &,—> 0. Napisi talasnu funkciju tako da se moze normalizovati, i nadji konstantu
normalizacije i energiju.

9.4. Naci vezana stanja Cestice u jednodimenzionalnoj jami za koju je potencijal oblika
Vix)=0 za x<-L

Vx)=-V, za —L<x<L-L
V(x)=0 za x> L

Napomena:

Resi Sredingerovu jedna¢inu u svakom od ova tri podregiona. Zahtevaj da
w(x) >0 za x— too idasuwy(x)iy’(x)neprekidne na x=tL. PrikaZi svojstveni spektar za
E<O0, i diskutuj zavisnost od L i V.

9.5 Izradunati “rasejavajuca stanja”, u kojima je £ > 0, za Gesticu koja se kreée u 8 potencijalu
Problem 9.3.

Napomena: Koristi probno resenje ¥ (x) = exp(ikx) + a exp(—ikx) za x <0 i
v (x) = bexp(ikx)za x = 0. i odredi a i b. Koja je fizitka interpretacija ovog probnog resenja u

polju talasne optike? Nema potrebe da se nrmalizuje. Kako se a i b menjaju kada se menja znak (3 , tj.
kada je potencijal odbojan.

9.6. Neka se slobodna Cestica sudari sa beskonac¢no visokom potencijalnom barijerom. Kakva je njena
talasna funkcija (bez normalizacije).

9.7. Za jednodimenzionalni talasni paket, Problem 7.1. izracunati ocekivane vrednosti poloZaja, X,
impulsa p, kinetitke energije i x*. Zasto je oekivana vrednost x* informativnija od o&. vrednosti x.
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9.8. Izrazi ocekivane vrednosti energije za talasni paket slobodne Cestice u Problemu 7.1. preko
svojstvenih vrednosti energija operatora kineticke energije.

9.9. Dokazi relacije komutacije (9.77-80) za ugaoni momenat.

Napomena: Koristi kvantno mehanicku definiciju operatora ugaonog momenta i relacije komutacije
izmedju poloZaja i impulsa u tri dimenzije.

9.10. Demonstrirati relaciju komutacije izmedju / ix,iizmedju /i centralnog potencijala V(r) koji
zavisi samo od ¥ = ’17’ .
9.11 . Dve funkcije y, 1 y;, se anuliraju u beskonacnosti.

Pokazati da vazi

wawzdx: Twix%dx

*

Y .hd T «hd
——y,dx= ——y,dx
_[O'//l i dx v, '[oy/z D dx v
JW]N W,dx = IWzN W, dx
, nd -4 h* d? )
Osobine operatora, X, p =——, N=- —+ V(x) koje treba da budu ovde dokazane, se
i dx 2m, dx

nazivaju kao Hermitske.

9.12. Dokazi Ehrenfestovu teoremu

m 4 da __(d_Vj
A S ™

za jednodimenzionalno kvantno mehanicko kretanje Cestice.

Napomena: Koristi definiciju operatora x, p i dV/dx i &injenicu da y i y* zadovoljavaju Sredingerovu
jednacinu sa potencijalom V(x). Koristi takodje rezultat iz 9.1.

Kakav bi bio iskaz ove teoreme u tri dimenzije.
9.13. IzracCunati talasne funkcije vrednosti energije Cestice na koju deluje sila F=kx+k, (k= mc)Q).
Napomena. Uzeti V(x) i izvesti novu Sredingerovu jendacinu od “stare” za harmonijski oscilator preko

transformacije koordinata.

9.14. Dokazi komutacionu relaciju (9.90).

bb" -b"b=1

za operatore b i b” harmonijskog oscilatora.

Napomena: Koristi definicije b* i b iz (9.86) i komutacione relacije izmedju x i —_d— (9.74).
I dx
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9.15. Konstruisati talasni paket
NO, o
W =, exp(-i Et) +y, exp(—i 71)

. . .. . . .- 2 N
iz prva dva stanja harmonijskog oscilatora i prou¢i promene ‘l//| sa vremenom preko graficke

prezentacije.

9.16. Neka je Sredingerova jednagina harmonijskog oscilatora

b"b®, =nd, (n=0,1,2,..)

e bt = —i ;b= i = ab, b vazi relacija
gdeje b —(1/\/5)( e +§J, b (l/ﬁ)(df +§] , O=¢(&) . Zab,b lacij
relacija komutacije [b,b"]=1. Dokazi sledece relacije

o [bre@]veds = o @pyE)ds
[bo©)]w(©)ds = [0&) D y(£)ds

v [(bro,) b @, JE =+ )00 dé

¢) Ako je @, normalizovano, ondaje i @, , = 1/vVn+ 1b+(1)nje takodje normalizovano.

d) Normalizaciona funkcija @, se moze izraziti kao

O, =1//nl(B*) @, b®, =0.
) b'd, =Vn+10 O =nd,

+\n +\n +yn-1 + n ny+ n—1 abn
) b(b" )" —(b")'b=nb")", b (b)"-(b)"b" =-n(b) =%

Napomene: a) koristi eksplicitne izraze za b" i b preko &, d/d€ i parcijlnu integraciju.
b) Koristi a) i Sredingerovu jadnac¢inu

c) sledi iz a)

d) Metod matematicke indukcije.

e) Sledi iz d) i relacija komutacije.

f) Resi indukcionom metodom (Napisi b(b*)" —(b")"b kao b(b™)" —(b*)""'b'b)

9.17. IzraCunati oCekivane vrednosti impulsa, kineticke energije i potencijalne energije n tog
ekscitovanog stanja harmonijskog oscilatora.
Napomena: Koristi (9.83 i 84) zameni x u &, ionda&ud/déub’ib, i onda koristi

0 za m=#n
, n,m=0.1.,2
1 za m=n

[0, @ds =5, - {

9.18.Dokazati da je za talasne funkcije harmonijskog oscilatora ¢,(&)

o, &, &=,

Napomena: Koristi ¢injenicu da je
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9.18.

1
Jnl

bD, =0

D, = bH)'®D,

i rezultat a) problema 9.16. Nastavi sa indukcijom.

Bra i ket notacija.
Engleski fizicar, Dirak, je uveo veoma konciznu notaciju, narocito za o¢ekivane vrednosti i
funkcije, koji ¢emo ovde demonstrirati za sluc¢ajh harmonijskog oscilatora.

Umesto ®, pise se | n) . Integral [ @] (£)®, (£)d se predstavija kao (n]n) i otekivana
vrednost j D (E)bD,,(£)dE kao (n]bln). Kako je < zagrada (na engleskom “bracket”)
| ) je nazvano “bra”, i |n) je ket. Koriste¢i rezultate problema 9.16 i 9.18 pokazati da je
a)b+‘n> = M‘n +1>

b| n> =/n ’ n— 1>

b) <n‘m> =0,
9) <n’b’n> =0
<n b* n> =0

d) Izracunati <n b* +b2’n> =0 i <n

b*—b2’n>:0

Koji je fizicki smisao ovih ocekivanih vrednosti.
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