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Сажетак 

Предмет ове докторске дисертације је оријентисан ка истраживању и моделовању 

процеса генерације слободних електрона, уз посебан фокус на материјале биолошког 

порекла када су изложени интензивном ласерском зрачењу. Акценат је стављен на 

детаљну анализу параметара јонизације, чиме се постиже увид у комплексну динамику 

овог феномена. Примена аналитичких и нумеричких алгоритама на одабране временске 

скале омогућила је истраживање интеракције између ласерског зрачења и материјала, са 

циљем предвиђања временске дистрибуције слободних електрона. Да би се постигла 

висока прецизност овог модела, детаљно су анализирани доприноси кључних процеса, 

укључујући фотојонизацију, каскадну и термалну јонизацију, јонизацију хромофора, 

дифузију и рекомбинацију. Дисертација представља закључке о томе како параметри 

ласерског снопа, попут таласне дужине, трајања пулса и енергије пулса, као и 

карактеристике површине материјала, утичу на генерацију слободних електрона и 

модификацију површине. Резултати су упоређени са недавно објављеним нумеричким и 

експерименталним подацима, са којима се изврсно слажу, чиме се потврђује валидност 

резултата добијених у оквиру ове докторске дисертације. 

кључне речи:  

фотојонизација, материјали биолошког порекла, параметри јонизације, генерисање 

слободних електрона, ласером индуковани оптички слом. 
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Abstract 

The subject of this doctoral dissertation is oriented toward the research and modeling of 

the process of generating free electrons, with a particular focus on materials of biological origin 

when exposed to intense laser radiation. Emphasis is placed on a detailed analysis of ionization 

parameters, which provides insight into the complex dynamics of this phenomenon. Applying 

analytical and numerical algorithms to selected time scales enabled the investigation of the 

interaction between laser radiation and materials to predict the temporal distribution of free 

electrons. In order to achieve high precision in this model, the contributions of critical 

processes, including photoionization, cascade and thermal ionization, chromophore ionization, 

diffusion, and recombination, are analyzed in detail. The dissertation presents conclusions on 

how laser beam parameters, such as wavelength, pulse duration, pulse energy, and material 

surface characteristics, affect the generation of free electrons and surface modification. The 

results are compared with recently published numerical and experimental data, with which they 

are in excellent agreement, thereby confirming the validity of the results obtained within this 

doctoral dissertation. 

key words:  

photoionization, biological materials, ionization parameters, free-electron generation, laser- 

induced optical breakdown. 
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1. Увод – мотивација и организација тезе 

Ова докторска дисертација је усредсређена на развој поуздане теоријске и 

нумеричке методологије са циљем да се прецизно квантификују параметри јонизације и 

електронске концентрације. Наведени параметри показују се као кључни у процесима 

предикције и регулације резултата интеракције између ласерског зрачења и материјала 

биолошког порекла, чиме се отвара пут за потенцијалне иновације. Посматрано кроз 

обједињену призму атомске, молекулске и оптичке физике, ова докторска дисертација 

пружа значајан допринос дешифровању фундаменталних процеса који леже у позадини 

интеракције између ласера и материје. Поред тога, омогућава бољи увид у различите 

светлосне феномене, као што су апсорпција, рефлексија, рефракција и расејање. Такође, 

у раду се детаљно анализира динамика јонизације и електронских структура материјала 

биолошког порекла, као и атомских система, под утицајем електромагнетног зрачења. 

Ласерско зрачење, када се адекватно примени, може да утиче на структуру атома и 

молекула, узрокујући модификације у њиховим карактеристикама или чак иницирајући 

њихову потпуну трансформацију. На крају, неопходно је нагласити да резултати 

представљени у овој докторској дисертацији могу имати широк спектар импликација на 

бројне интердисциплинарне области које обухватају физику, биологију и медицину. Ова 

чињеница подвлачи свеобухватну применљивост истраживања спроведеног у оквиру ове 

докторске дисертације. 

Почетни концепти ласера сежу у другу половину 19. века, када су се научници 

бавили идејом појачања светлости помоћу спонтане емисије [1, 2], односно ослобађања 

фотона1 из атома. Међутим, стварна прекретница у развоју ласерске технологије десила 

се неколико деценија касније, тачније 1917. године, када је Алберт Ајнштајн, објавио рад 

,,О квантној теорији зрачења” [3]. Ова студија представља пресудан допринос у 

разумевању електромагнетног зрачења, у којем Ајнштајн са методичном прецизношћу 

интерпретира како се Планков закон зрачења црног тела, у условима термичке 

равнотеже, може концептуализирати кроз динамичну интеракцију три феномена: 

спонтане емисије, стимулисане емисије, и апсорпције електромагнетног зрачења. Поред 

тога, утврђено је да је у условима термичке равнотеже, вероватноћа за појаву 

стимулисане емисије значајно мања у поређењу са друга два облика интеракција 

зрачења. Прва експериментална потврда овог теоријског модела настала је тек једанаест 

година касније, 1928. године, када су Ханс Копферман (Hans Kopfermann, 1895-1963) и 

Рудолф Валтер Ладенбург (Rudolf Walther Ladenburg, 1882-1952) извели истраживање 

које је обухватало коришћење уско постављених интерференцијских прстенова за 

анализу спектра [4]. Примена ове методе на гасна пражњења довела је до неочекиваног 

открића негативне дисперзије, феномена који је до тада био непознат научној заједници. 

Додатном анализом, Копферман и Ладенбург су дошли до закључка да се ова појава 

јавља због интеракције зрачења и атома у гасу, и то не због апсорпције зрачења од стране 

атома, већ због стимулисане емисије. Све ове темељне студије и открића омогућили су 

научној заједници да пружи значајан допринос у развоју ласерске технологије током 

деценија које су уследиле.  

 
1 Фотон је елементарна честица која представља квант електромагнетног зрачења, карактеризован својом 

енергијом, фреквенцијом и таласном дужином, без масе и наелектрисања. Он служи као посредник у 

електромагнетним интеракцијама и може се понашати као талас или честица, у складу са концептом 

таласно-честичне дуалности. 
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Након објављивања резултата Копфермана и Ладенбурга [4], протекло је више од 

две деценије пре него што је реализована следећа студија од суштинског значаја која се 

бавила практичном применом стимулисане емисије зрачења. У међувремену, постала је 

неоспорно јасна чињеница да је достизање појачања зрачења путем стимулисане емисије, 

у условима инверзне популације енергијских нивоа, достижан циљ. Ипак, без обзира на 

ову уочљиву могућност, примарни изазов лежао је у откривању ефикасне методе која би 

омогућила нарушавање термалне равнотеже унутар одређеног система. Уследило је 

раздобље конкретизације познатих теоријских основа у пракси, што је кулминирало 

1954. године, када су Чарлс Таунс (Charles Townes, 1915 – 2015) и његови сарадници, 

Џејмс Гордон (James Gordon, 1928 – 2013) и Херберт Цајгер (Herbert Zeiger, 1925 – 2011), 

успешно конструисали молекуларни осцилатор [5], у литератури познат под називом 

масер, чија је улога била генерисање микроталасног зрачења. Термин ,,масер” 

представља акроним, који је проистекао из енглеске фразе Microwave Ampliffication by 

Stimulated Emission of Radiation, имплицирајући појачавање микроталасне енергије 

путем стимулисане емисије зрачења. Непосредно након овог проналаска, Николај Басов 

(Nikolay Basov, 1922 – 2001) и Александар Прохоров (Alexander Prokhorov, 1916 - 2002) 

су унели додатну иновацију у ову област [6]. Наиме, они су предложили методу која 

укључује примену три енергијска нивоа са циљем постизања режима инверзне 

популације. Паралелно са овим приступом, а независно од горе поменутих истраживача, 

Николас Блоемберген (Nicolaas Bloembergen, 1920 – 2017) је 1956. године започео 

истраживање експерименталне методологије која подразумева коришћење три или више 

нивоа парамагнетних јона [7]. Ова студија је ултимативно допринела развоју могућности 

за континуирани рад масера у чврстом стању. Истраживање је напредовало на основу 

овог предлога, те су Хенри Евелин Дерек Сковил (Henry Evelyn Derek Scovil, 1923 - 2010) 

и Џорџ Фехер (George Feher, 1924 – 2017) конструисали први масер са активном 

супстанцом у чврстом стању [8]. Наредне године је постао оперативан и први рубински 

масер. За револуционарно откриће масера, Таунс, Басов и Прохоров су 1964. године 

награђени Нобеловом наградом за физику. Ова награда је дала значајан допринос развоју 

ласерске технологије, што је охрабрило њено даље усавршавање и еволуцију у наредним 

годинама. 

Таунс, Басов и Прохоров су такође разматрали и теоријске аспекте у својим 

истраживачким радовима, фокусирајући се на могућности проширења функционалности 

масера на оптички домен спектра. Конкретно, анализирали су параметре и услове под 

којима би било могуће конструисати уређај сличан масеру, али који би оперисао у 

инфрацрвеном и видљивом делу спектра [9]. Открића Таунсове истраживачке групе у 

вези са радом масера у овде поменутој области, објављени 1958. године, значајно су 

допринели постављању теоријских темеља за будући развој ласерске физике. Две године 

касније, Теодор Мајман (Theodore Meiman, 1927 – 2007) је конструисао први импулсни 

ласер. Термин ,,ласер” је акроним изведен из енглеске фразе Light Ampliffication by 

Stimulated Emission of Radiation, што се у слободном преводу може тумачити као 

,,појачавање светлости стимулисане емисијом зрачења”. За конструкцију овог уређаја, 

Мајман је користио синтетички кристал рубина [10, 11]. Само годину дана касније, осим 

рада који је поставио основе за практичну имплементацију оваквих система [11], Мајман 

је објавио и теоријску студију [10], у којој анализира принципе стимулисане емисије и 

квантне прелазе између енергијских стања, фокусирајући се искључиво на шеме са 3 или 

4 енергијска нивоа.  

Након Мајмановог открића, заједница физичара и инжењера постала је све више 

заинтересована за истраживање потенцијалног коришћења ласера у медицинске сврхе. 

Рани извештаји о експерименталним и клиничким применама интензивне, кохерентне и 

монохроматске ласерске енергије за одабране оперативне процедуре објављени су 1964. 
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године [12], а сугеришу да је сноп рубинског ласера делимично разорио туморско ткиво, 

које је касније пратила одложена ремисија. Само годину дана касније, забележена је прва 

успешна елиминација поткожних малигних тумора [13, 14]. Иако су такви резултати 

подстакли ентузијазам у хируршком истраживању, њихов напредак био је ограничен 

недостатком одговарајуће опреме и квалификованог особља. Поред тога, треба 

нагласити да су постојали одређени етички проблеми у почетним фазама развоја ове 

научне дисциплине, нарочито у погледу употребе ласерске енергије на људском ткиву. 

Једно од раних значајних истраживања у овој области био је рад из 1971. године [15], у 

коме су анализирани ефекти ласерске светлости на биолошке мете. Ова студија је 

показала да ласерска светлост може бити ефикасна у изазивању локалне топлоте у 

ткивима, што може довести до коагулације (стварања крвних угрушака) и испарења 

ткива. Такође је откривено да ласерска светлост може селективно деловати на одређене 

типове ткива, што је отворило врата за развој нових терапеутских метода за лечење 

тумора и других обољења. Научна заједница је током шездесетих и седамдесетих година 

20. века била претежно фокусирана на прелиминарно истраживање интеракција између 

електромагнетног зрачења и различитих врста ткива [16, 17]. Свеобухватно истраживање 

утицаја високо-интензивне ласерске светлости на биолошке мете током осамдесетих 

година прошлог века омогућило је дубље разумевање интеракција између ласера и 

третираног узорка. Ово је резултирало откривањем феномена познатог као ласерски 

индуковани слом (енгл. ,,Laser Induced Breakdown”) [18]. Један од кључних изазова у 

разумевању овог феномена било је темељно истраживање механизама који доводе до 

стварања високоенергијског стања материје услед примене високог притиска и 

температуре, као и анализа његовог утицаја на ткива. Узимајући у обзир да постоји 

могућност разградње материје на молекуларном нивоу, овај аспект истраживања показао 

се изузетно значајним. 

Након открића ласером индукованог слома, развијено је неколико теоријских 

приступа, који су имали за циљ истраживање потенцијала за његову примену у 

различитим научним областима. Током иницијалне фазе успостављања теоријског 

оквира за анализу високоенергијског стања које произлази из интеракције ласера са 

материјалом у шездесетим годинама XX века, доминирао је приступ кроз примену 

хидродинамичког модела [19]. Овај модел анализира понашање материјала под утицајем 

високог притиска и температуре, симулирајући интеракцију ласера са ткивом. Наиме, 

када интензиван светлосни сноп погоди ткиво, оно се загрева, што доводи до брзог 

испаравања материјала. Описани процес резултира акумулацијом значајне количине 

паре унутар суженог простора. Како пара брзо експандира, иницира се формирање 

специфичног стања материје које наликује на јонизовани гас. Ово ново стање 

карактерише висока концентрација слободних електрона и позитивних јона, који се под 

утицајем електромагнетног поља крећу у различитим правцима. Формирано стање, које 

се одликује високом густином електрона, наставља да се шири кроз материјал попут 

флуида, пружајући значајан допринос хидродинамичким карактеристикама овог 

процеса. Хидродинамички модел се ослања на основне законе хидродинамике и користи 

једначине континуитета и идеалног гаса [20], Бернулијеву једначину [21] и Навије-

Стоксове релације [22], како би описао понашање јонизованог гаса и квантификовао 

његов утицај на околно ткиво. Међутим, овај приступ не може да укључи комплексне 

процесе који се јављају на субатомском нивоу, као што су различити типови судара 

између честица. Због тога се, почетком седамдесетих година XX века, развио кинетички 

модел [23] који се заснивао на опису појединачних честица и њихових међусобних 

интеракција. Он је представљао алтернативу хидродинамичком приступу, а одликовала 

га је могућност детаљнијег описивања феномена ласер-индуковане плазме (енгл. ,,Laser 

Induced Plasma” - LIP) на микроскопском нивоу, као и анализа процеса попут 
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фотојонизације, каскадне и термалне јонизације, електронског атачмента и деатачмента, 

и секундарне електронске емисије. Теоријско моделовање, коришћењем кинетичког 

модела, било је кључно за развој нових математичких приступа, који су искоришћени у 

циљу детаљнијег проучавања етапа, које доводе до ласерски индукованог слома. Једна 

од значајнијих једначина у овом контексту је она која описује брзину промене густине 

слободних електрона (енгл. ,,free-electron density rate equation”) током интеракције ласера 

са материјалом. Она је изведена у студији објављеној 1974. године [24] и временом се 

наметнула као кључна за боље разумевање феномена ласерски индукованог слома. 

Комбиновање основних постулата кинетичког модела, а у циљу извођења једначине за 

брзину промене густине слободних електрона допринело је фундаменталном 

разумевању, али и оптимизацији процеса попут термалног ширења и испаравања 

површинских слојева механизмима термичке, механичке и фотохемијске аблације. Под 

специфичним условима, попут врло високих густина електрона и екстремних 

температура, разлике између кинетичког и хидродинамичког модела постају значајне. 

Тада се често користе хибридни модели [25], који обједињују особине хидродинамичког 

и кинетичког приступа и тако омогућавају боље разумевање сложених феномена у 

јонизованом гасу. Након увођења овде поменутих теоријских приступа, развијен је и 

релативно нов модел, који се ослања на анализу једначине флукса фотона (енгл. ,,photon 

flux equations”) [26, 27]. Он узима у обзир интеракције фотона и електрона у циљном 

материјалу, заједно са одговарајућим транспортним процесима, што је од кључног 

значаја при анализи ширења високоенергијских стања и стварања шупљина у материјалу 

под дејством ласера високог интензитета. Такође, овај приступ је могуће комбиновати са 

хибридним моделом како би се анализирао утицај енергије ласера на материјал 

биолошког порекла, укључујући и процесе аблације, који се јављају као последица брзог 

загревања и испаравања материјала услед високих температура. Поред већ поменутих 

модела, у анализи феномена ласерски индукованог слома користе се и они који се баве 

оптичком апсорпцијом и дисперзијом у ткиву [28], као и приступи који изучавају утицај 

времена излагања и таласне дужине ласера на формирање слободних електрона [29, 30]. 

Наведене теоријске анализе подржане су бројним експерименталним радовима [31-36]. 

Ова докторска дисертација се бави конструкцијом и евалуацијом кинетичког 

модела који прецизно карактерише понашање слободних електрона на микроскопском 

нивоу и симулира релевантне процесе који се одвијају на површини материјала 

биолошке провенијенције. За његово креирање, неопходно је дефинисати различите 

временске скале које чине модел и изабрати одговарајуће нумеричке алгоритме 

моделовања за имплементацију. Фокус дисертације је на одабраним аспектима 

интеракције импулсног ласерског зрачења са ткивом, са посебним нагласком на 

извођењу аналитичких израза за предикцију временске расподеле концентрације 

слободних електрона који настају као последица ове интеракције. Као полазна тачка, 

детаљно су разматрани критични процеси у продукцији слободних електрона, као што 

су ексцитација електрона, фотојонизација (мултифотонска и тунелна јонизација), 

каскадна и термална јонизација, јонизација хромофора, дифузија, електрон-јон 

рекомбинација, и секундарна електронска емисија. Испитивање појаве плазме 

индуковане испред мете представљало је секундарни аспект овог истраживања.  

Докторска дисертација је организована на следећи начин: 

У првом, уводном поглављу, пружен је концизан преглед историјског развоја који 

је претходио открићу ласерски индукованог слома. Преглед обухвата различите научне 

теорије и експерименте који су допринели разумевању овог феномена. Такође, сажето су 

описане и основне поставке кинетичког модела, који омогућава детаљније проучавање 

понашања материјала биолошког порекла под утицајем ласерске енергије. 



Докторска дисертација Христина Делибашић-Марковић 

 

5 

 

Друго поглавље докторске дисертације посвећено је развоју ласера и ласерске 

технике. Уведени су основни појмови везани за процес настајања ласерског зрачења и 

сажето су представљене основне карактеристике ласерског снопа. 

У трећем поглављу, описан је процес интеракције електромагнетног зрачења са 

материјалом биолошког порекла, као и детаљна анализа геометрије процеса рефлексије, 

расејања, апсорпције и трансмисије. Ради дубљег истраживања, спроведене су и 

нумеричке симулације које омогућавају свеобухватну анализу наведених процеса. 

У четвртом поглављу докторске дисертације излагање је посвећено изучавању 

ласерски индукованог оптичког слома и процесу продукције слободних електрона под 

утицајем ласерског зрачења. Фокус је стављен на развој и усавршавање аналитичких и 

нумеричких модела за прецизно описивање овог феномена у материјалима биолошког 

порекла. Детаљно су разматрани разноврсни механизми који доприносе генерацији 

слободних електрона, као што су фотојонизација, каскадна и термална јонизација и 

јонизација хромофора, као и посматрање оних који доводе до губитака електрона путем 

дифузије и рекомбинације. Кључни циљ овог поглавља је да пружи детаљно разумевање 

динамике ласерски индукованог слома, истовремено представљајући моделовање овог 

феномена коришћењем аналитичких и нумеричких методологија. 

У петом поглављу тезе је представљена детаљна теоријско-нумеричка анализа 

процеса генерисања слободних електрона у ласерски индукованом оптичком слому. 

Истраживање обухвата широк спектар физичких феномена у ласерском пољу. Посебан 

фокус је стављен на одабир одговарајућих вероватноћа или стопа јонизације, који су 

кључни за цео процес. Поред тога, анализиран је однос и утицај енергије јонизације, 

таласне дужине ласера и интензитета зрачења на феномен оптичког слома. 

На крају, у шестом поглављу jе дат закључак дисертациjе. 
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2. Ласери: основни принципи и примене 

Ово поглавље докторске дисертације има за циљ да пружи увид у фундаменталне 

принципе и примене ласера у домену генерисања електромагнетног зрачења, уз осврт на 

структуру и функционалност компоненти ласера, као и интеракцију ласерског зрачења 

са материјалом. Иако је теза теоријског карактера, њен практичан значај захтева и дубље 

разумевање експерименталних фактора везаних за процесе интеракције ласерског 

зрачења и материјала. Стога, ово поглавље укључује и квалитативан опис 

експерименталних истраживања, како би се пружио целовит увид у процесе генерисања 

електромагнетног зрачења, а касније и ласерске светлости. Као део теоријског 

разматрања, биће уведен појам електромагнетних таласа експлоатацијом Максвелових 

једначина. На основу добијених израза, биће објашњена и анализирана њихова 

поларизација, али и изведени Ајнштајнови коефицијенти који су кључни за разумевање 

процеса спонтане и стимулисане емисије, као и апсорпције ласерског зрачења. Примена 

електромагнетног зрачења у ласерској технологији биће детаљно илустрована, а на крају 

ће бити описана структура и функција појединачних елемената ласера. Све ове целине 

ће бити логички структуриране и повезане, како би се пружио систематичан преглед 

основних принципа и примена ласера.  

 2.1. Светлост и електромагнетни талас 

Крајем 19. века, енглески научник Џејмс Клерк Максвел (James Clerk Maxwell, 

1831-1879) формулисао је систем математичких израза, које су у његову част добиле 

назив Максвелове једначине [37]. Њиховим увођењем је постигнут значајни напредак у 

разумевању електричних и магнетних појава. Пре тога, ови феномени су проучавани 

засебно, али је њихово уједињење омогућило квантитативни и квалитативни помак у 

стварању јединствене теорије. Максвелове формуле обухватају четири једначине које 

карактеришу однос између електричног и магнетног поља, као и три допунске 

материјалне једначине. Кроз њихово теоријско проучавање, Максвел је успео да објасни 

све, у том тренутку познате, експерименталне чињенице и да предвиди неке до тада 

непознате појаве [38, 39]. На пример, његова теорија је предвидела постојање 

електромагнетних таласа, који су касније експериментално откривени и као такви 

постали основа за развој ласерске технологије. Такође, анализа ових једначина је 

омогућила објашњење бројних оптичких појава, укључујући поларизацију светлости, 

рефракцију, и интерференцију.  

Максвелове једначине представљају темељна начела класичне електромагнетне 

теорије и као такве чине основу за описивање електромагнетних појава. Формулисане су 

1865. године и иако је од њиховог открића прошло више од једног века, и данас се у 

савременој науци сматрају веома важним. Зависно од природе проблема који се решава, 

оне се могу изразити на два начина: коришћењем диференцијалне или интегралне форме. 

За теоријски опис електромагнетних појава, диференцијална форма се обично сматра 

прикладнијом због своје јасноће и прецизности [40]. 

У овом поглављу ће бити изложене Максвелове једначине у диференцијалном 

облику, које представљају основу за увођење појма електромагнетних таласа. Њихова 

имплементација захтева да све величине које се проучавају буду диференцијалне 
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функције просторних координата и времена, што ограничава њихову примену на 

континуалне средине чије се особине не мењају скоковито. Сет Максвелових једначина 

је дефинисан изразима [37]: 

 
∇ ∙ �⃗⃗� = 𝜌, (2.1) 

 
∇ ∙ �⃗� = 0, (2.2) 

 
∇ × �⃗� = −

𝜕�⃗⃗� 

𝜕𝑡
, (2.3) 

 
∇ × �⃗⃗� =

𝜕�⃗⃗� 

𝜕𝑡
+ 𝒿 . (2.4) 

У систему једначина (2.1)− (2.4), ∇  представља оператор градијента са јединичним 

векторима 𝑒 𝑥 , 𝑒 𝑦  и 𝑒 𝑧  који одговарају 𝑥, 𝑦  и 𝑧  правцу. Он се дефинише као ∇⃗⃗ = (𝜕/

𝜕𝑥)𝑒 𝑥 + (𝜕/𝜕𝑦)𝑒 𝑦 + (𝜕/𝜕𝑧)𝑒 𝑧. Поред скаларних величина као што је густина слободних 

носилаца наелектрисања, 𝜌, у једначинама се појављују и вектори електричне индукције, 

�⃗⃗� , јачине електричног поља, �⃗� , магнетне индукције, �⃗� , јачине магнетног поља, �⃗⃗� , и 

густине струје слободних носилаца наелектрисања, 𝒿 . Када се формулишу ове једначине, 

аргументи ( 𝑟 , 𝑡 ) се типично не наводе експлицитно (подразумевају се). Дакле, све 

величине које се у њима појављују узимају се у истој тачки простора и истом тренутку 

времена.  

У циљу темељног разумевања утицаја електричног и магнетног поља на стварање 

електромагнетног таласа, неопходно је да систем једначина (2.1)−(2.4) буде употпуњен 

одређеним допунским условима који карактеришу електричну  и магнетну поларизацију, 

као и проводност дате средине. Због тога се у анализу укључују допунске једначине које 

су у литератури познате под називом ,,материјалне једначине” и имају облик [37]: 

 �⃗⃗� (�⃗� ) = �⃗� (�⃗� ) + 𝜀0�⃗� , (2.5) 

 �⃗� (�⃗⃗� ) = 𝜇0�⃗⃗� (�⃗⃗� ) + 𝜇0�⃗⃗� , (2.6) 

 𝒿 (�⃗� ) = 𝜎�⃗� , (2.7) 

где величине �⃗� (�⃗� ) = 𝜒𝑒𝜀0�⃗�  и �⃗⃗� (�⃗⃗� ) = 𝜒𝑚�⃗⃗�  представљају векторе електричне и 

магнетне поларизације, респективно. Овде се такође наводе и константе које су од 

значаја, попут диелектричне константе вакуума, 𝜀0, електричне сусцептибилности, 𝜒𝑒 , 

универзалне магнетне константе вакуума, 𝜇0 , магнетне сусцептибилности, 𝜒𝑚 , и 

специфичне проводности, 𝜎 . Њихове вредности зависе од физичких карактеристика 

средине у којој се опажају електромагнетни ефекти [41].  

Имајући у виду дефиницију вектора јачине електричне и магнетне поларизације, 

могуће је трансформисати сет једначина (2.5)−(2.7) као: 

 �⃗⃗� (�⃗� ) = 𝜒𝑒𝜀0�⃗� + 𝜀0�⃗� = �⃗� 𝜀0(𝜒𝑒 + 1) = 𝜀0𝜀𝑟�⃗� , (2.8) 

 �⃗� (�⃗⃗� ) = 𝜒𝑚𝜇0�⃗⃗� + 𝜇0�⃗⃗� = �⃗⃗� 𝜇0(𝜒𝑚 + 1) = 𝜇0𝜇𝑟�⃗⃗� , (2.9) 

 𝒿 (�⃗� ) = 𝜎�⃗� . (2.10) 
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У литератури су једначине (2.8)−(2.10) познате као материјалне или супстанцијалне 

једначине, где су 𝜀𝑟  и 𝜇𝑟  релативна диелектрична пермитивност и релативна магнетна 

пермеабилност, респективно.  

У класичној оптици, линеарна апроксимација система једначина (2.8)−(2.10) је 

довољна за описивање светлосних поља и њихових интеракција са материјалом. 

Међутим, са појавом снажних извора електромагнетног зрачења, било је потребно 

анализирати светлосна поља већих интензитета, што је захтевало укључивање 

нелинеарних ефеката [42]. Они се узимају у обзир додавањем додатних чланова у 

једначинама (2.8)−(2.10). Такође, треба имати на уму да поларизација и магнетизација 

материјала не морају увек бити паралелне са светлосним пољима. Због тога, константе 

𝜀 = 𝜀0𝜀𝑟 , 𝜇 = 𝜇0𝜇𝑟  и 𝜎  могу зависити од правца и бити представљене као тензорске 

функције. Ипак, у многим ситуацијама, ови параметри се могу сматрати константним 

вредностима, које не зависе од правца. Ово је најчешће случај када материјал има иста 

својства у свим правцима, односно када је изотропан. 

Максвелове једначине представљају темељ класичне електродинамике, које 

повезују електрична и магнетна поља са њиховим изворима и одређују како ова поља 

међусобно делују. Међутим, због своје математичке сложености, дуго времена су биле 

прави изазов за научнике који су желели да продру дубље у својства електромагнетног 

зрачења. Како би се Максвелове једначине учиниле приступачнијима за анализу, 

истраживачка заједница је трагала за начином да их трансформише у једноставнији 

облик. Кроз методичка истраживања, уочено је да се, уз примену ротора на Максвелове 

једначине, могу извести таласне једначине које описују понашање електромагнетних 

таласа. Конкретно, коришћењем векторских идентитета и диференцијалног рачуна, из 

једначине (2.3) изведена је таласна једначина за електрично поље, Δ�⃗� −
1

𝑐2
𝜕2�⃗⃗� 

𝜕𝑡2
= 0, која 

описује како се варијације у електричном пољу шире кроз простор и време. Слично томе, 

применом сличних математичких метода на једначину (2.4), добијена је аналогна таласна 

једначина за магнетно поље, Δ�⃗� −
1

𝑐2
𝜕2�⃗� 

𝜕𝑡2
= 0. Изведене једначине су биле од суштинског 

значаја, јер су омогућиле предвиђање и анализирање понашања електромагнетних таласа 

у разним срединама. Међутим, теоријски напредак постигнут кроз Максвелове и таласне 

једначине требао је експерименталну потврду. Ову улогу је испунио Хајнрих Рудолф 

Херц (Heinrich Rudolf Hertz, 1857-1894) кроз своје историјске експерименте у којима је 

успешно генерисао и детектовао електромагнетне таласе у лабораторијским условима. 

Херцови експерименти су доказали да електромагнетни таласи постоје и да се шире 

брзином светлости, 𝑐 , чиме су пружили коначну потврду тачности Максвелових 

једначина и њихових изведених таласних једначина. Ово је поставило темеље за развој 

модерне електромагнетне теорије и довело до бројних технолошких иновација у области 

физике ласера. 

2.2. Поларизација електромагнетних таласа 

Једна од главних карактеристика електромагнетних таласа са становишта 

експерименталне примене је поларизација која представља комплексни концепт који се 

односи на оријентацију и распоред осцилација електричног поља у простору и времену 

у односу на правац простирања електромагнетног таласа. Овај феномен има пресудан 

утицај на интеракцију електромагнетног зрачења са материјалом, рефлексију, 

рефракцију и расејање на граници између различитих средина, као и њихово међусобно 

деловање. Стога, детаљно разумевање поларизације омогућава бољи увид у својства 
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електромагнетних таласа, њихову генерацију, детекцију и широк спектар практичних 

примена [44].  

На Слици 2.1 приказан је репрезентативни пример простирања електромагнетног 

таласа дуж 𝑧 −осе. 

 

Слика 2.1. Простирање трансверзалног, раванског електромагнетног таласа. Вектори 

електричног поља, �⃗� , магнетног поља, �⃗� , и таласног вектора, �⃗� , су међусобно нормални. 

Ако се координатне осе одаберу тако да се талас простире дуж 𝑧 −осе (као на Слици 2.1), 

електрично поље у општем случају може имати компоненте дуж 𝑥 − и 𝑦 −осе, што се 

математички може записати у следећој форми: 

 �⃗� = [
0
0
𝓀
] ⟹ �⃗� = [

𝐸𝑥
𝐸𝑦
0

] = [

𝐸0,𝑥
𝐸0,𝑦exp[𝑖Φ]

0

] еxp[𝑖(�⃗� ∙ 𝑧 − 𝜔𝑡)], (2.11) 

где параметар Φ представља разлику у фазама компоненти електричног поља дуж 𝑥 и 𝑦 

правца. Фазна разлика, као кључни параметар, утиче на облик електромагнетног таласа 

и његову интеракцију са окружењем.  

У циљу представљања поларизационих својстава у компактном и математички 

управљивом облику, често се уводи нормализовани двокомпонентни вектор (вектор 

поларизације или Џонсов вектор), 𝐽 , који описује оријентацију и фазне односе између 

компоненти електричног поља које су ортогоналне на правац простирања таласа. У 

случају електромагнетног таласа који се простире дуж 𝑧 − осе, Џонсов вектор се 

израчунава као [45]: 

 𝐽 =
1

√𝐸0,𝑥
2 +𝐸0,𝑦

2
(

𝐸0,𝑥
𝐸0,𝑦exp[𝑖Φ]

),   |𝐽 | = 1, (2.12) 

У зависности од вредности компоненти 𝐸0,𝑥 и 𝐸0,𝑦, као и Џонсоновог вектора, 𝐽 , и фазне 

разлике, Φ, могуће је прецизно класификовати да ли је талас линеарно, кружно или 

елиптично поларизован. 

2.2.1. Линеарна поларизација електромагнетних таласа 

Линеарна поларизација, као кључни концепт у проучавању електромагнетних 

таласа и њихове интеракције са различитим материјалима, захтева детаљније разматрање 

појединих карактеристика, као што су фазна разлика, Φ, и Џонсонов вектор, 𝐽 . У случају 

линеарно поларизованих таласа, фазна разлика износи нула или целобројни умножак 

броја 𝜋, односно: 
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 Φ = 𝑛𝜋,   𝑛 = 0,±1,±2, …, (2.13) 

што резултира константним односом амплитудних и фазних компоненти, као и очувању 

усмерености електричног поља током пропагације електромагнетног таласа. Џонсонов 

вектор, са друге стране, пружа компактну и једноставну репрезентацију поларизационих 

стања, омогућавајући боље разумевање и анализу линеарно поларизованих таласа. У 

контексту линеарне поларизације, могуће га је представити као јединични вектор чије 

компоненте имају реалне вредности, на пример: 

 𝐽 𝑥 = [
1
0
] , 𝐽 𝑦 = [

0
1
]. (2.14) 

На Слици 2.2 се види да вектор �⃗�  континуирано осцилује унутар једне фиксне 

равни која пролази кроз вектор �⃗� , а ова раван је позната као раван поларизације. 

 

 

Слика 2.2. Линеарно поларизовани равански талас чији вектор електричног поља осцилује у 

једној равни дуж фиксне осе док се шири простором. 

На крају је важно напоменути да због константне усмерености осцилација, линеарно 

поларизовани таласи показују јасну структуру и предвидљиве карактеристике у погледу 

интеракције са материјалима и другим електромагнетним таласима. 

2.2.2. Циркуларна поларизација електромагнетних таласа 

За разлику од линеарне поларизације, код које електрично поље осцилује дуж 

једне фиксне осе, циркуларну поларизацију карактерише континуирано ротирајући 

вектор електричног поља у равни, чија се амплитуда одржава константном током 

ротације. 

Фазна разлика између ортогоналних компоненти електричног поља је у случају 

циркуларне поларизације дефинисана изразом: 

 Φ =
𝜋

2
(1 + 2𝑛),   𝑛 = 0,±1,±2,…  (2.15) 
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што значи да једна компонента заостаје или претходи другој за 90 степени. Ова фазна 

разлика резултира ротацијом вектора електричног поља током пропагације таласа. У 

случају циркуларне поларизације важи да су амплитуде компоненти електричног поља 

међусобно једнаке:  

 |𝐸0,𝑥| = |𝐸0,𝑦|, (2.16) 

чиме се постиже циркуларни облик ротације вектора електричног поља током 

пропагације таласа. У пракси се показало да су циркуларно поларизовани таласи 

отпорнији на промене поларизације приликом рефлексије од површина, што их чини 

погоднијим за примену у ласерским системима. 

Џонсонов вектор, у случају циркуларне поларизације, може се представити као 

комплексни вектор: 

 𝐽 𝑙,𝑑 =
1

√2
[
1
±𝑖
],  (2.17) 

при чему комплексне вредности компоненти омогућавају прецизно описивање ротације 

вектора електричног поља, као и њихових карактеристика и својстава. Овде се индекси 

,,𝑙” и ,,𝑑” односе на леворотирајућу и десноротирајућу поларизацију, респективно. Смер 

вектора поља дефинисан једначином (2.17) није фиксиран. Због тога се често узима у 

обзир временска зависност таласа, и трансформише једначина (2.17) као: 

 𝐽 𝑙,𝑑 ∙ exp[−𝑖𝜔𝑡] =
1

√2
[
еxp[−𝑖𝜔𝑡]

±𝑖 exp[−𝑖𝜔𝑡]
] =

1

√2
[
cos[𝜔𝑡] − 𝑖 sin[𝜔𝑡]

±sin[𝜔𝑡] ± 𝑖 cos[𝜔𝑡]
],  (2.18) 

чије су компоненте једнаке по апсолутној вредности, али са фазном разликом од 
𝜋

2
(1 + 2𝑛) за 𝑛 = 0,±1,±2,… Анализом једначине (2.18) могуће је објаснити феномене 

леворотирајуће и десноротирајуће циркуларне поларизације. Наиме, леворотирајућа 

циркуларна поларизација (ЛЦП) подразумева ротацију електричног поља у смеру 

супротном од смера казаљке на сату, када се посматра у правцу ширења таласа. Супротно, 

десноротирајућа циркуларна поларизација (ДЦП) означава ротацију електричног поља у 

смеру казаљке на сату, када се посматра у правцу ширења таласа. У једначини (2.18), 

знак ± у комплексном вектору се односи на ЛЦП или ДЦП. Позитиван знак (+) у овом 

контексту указује на ЛЦП, док негативан знак (−) представља ДЦП. Једначина (2.15) се 

трансформише у зависности од посматраног смера ротације електричног поља. У случају 

анализе фазне разлике за ЛЦП могуће је записати: 

 Φ𝑙 = 2𝜋 (𝑛 −
1

4
) ,   𝑛 = 0,±1,±2,…,  (2.19) 

док за ДЦП важи: 

 Φ𝑑 = 2𝜋 (𝑛 +
1

4
) ,   𝑛 = 0,±1, ±2,…, (2.20) 

Оба израза представљају вредности фазе поларизације при којима се може постићи 

максимална јачина сигнала за одговарајућу врсту поларизације. ЛЦП и ДЦП, доводе до 

различитих феномена током интеракције са материјалима, што може резултирати 

различитим ефектима или карактеристикама. На пример, одређени материјали могу 

фаворизовати један тип поларизације у односу на други, што може утицати на њихове 

оптичке особине.  

Без обзира на то да ли се анализира феномен ЛЦП или ДЦП, интензитет вектора 

поља мора остати константан, због услова који је наметнут једначином (2.16). Када би се 

пратила крајња тачка вектора поља док се ротира, приметило би се да она описује круг у 

𝑥 − 𝑦 равни, као на Слици 2.3. Ово кружно кретање представља једну од основних 
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карактеристика циркуларно поларизованих таласа и од великог је значаја у разумевању 

понашања електромагнетних таласа. 

 

Слика 2.3. Илустрација циркуларног електромагнетног таласа који настаје када вектор 

електричног поља ротира око осе пропагације. 

Коначно, неопходно је нагласити да циркуларно поларизовани таласи, захваљујући 

константној усмерености осцилација, испољавају јасну структуру и предвидљиве 

карактеристике у смислу интеракције са различитим материјалима и срединама, као и 

другим електромагнетним таласима.  

2.2.3. Елиптична поларизација електромагнетних таласа 

Линеарно и циркуларно поларизовани таласи представљају посебне случајеве 

елиптично поларизованих електромагнетних таласа, код које резултујући вектор 

електричног поља �⃗�  ротира и истовремено мења свој интензитет током времена, 

описујући елиптичну путању у простору. Компоненте вектора електричног поља �⃗�  су 

функције просторних и временских координата и могу да се напишу у облику: 

 𝐸𝑥(𝑡, 𝑧) = 𝐸0,𝑥 cos[𝓀𝑧 − 𝜔𝑡], (2.21) 

 𝐸𝑦(𝑡, 𝑧) = 𝐸0,𝑦 cos[𝓀𝑧 − 𝜔𝑡 + 𝜀], (2.22) 

где 𝜀  представља фазни померај (елиптичност) између 𝑥  и 𝑦  компоненти електричног 

поља који дефинише облик елипсе коју описује вектор електричног поља, �⃗� . Вредност 

овог параметра одређује поларизацију електромагнетног таласа. Уколико је вредност 

𝜀 једнака 0 или 𝜋, електрично поље ће бити линеарно поларизовано. У ситуацији када је 

𝜀 једнако 𝜋/2 или −𝜋/2, а амплитуде електричног поља дуж 𝑥 и 𝑦 осе су једнаке |𝐸0,𝑥| =

|𝐸0,𝑦|, резултујуће електрично поље постаје циркуларно поларизовано. У преосталим 

случајевима, електрично поље ће бити елиптично поларизовано, при чему ће облик 

елипсе зависити од вредности 𝜀, као и од одговарајућих амплитуда |𝐸0,𝑥| и |𝐸0,𝑦| (видети 

Слику 2.4).  
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Слика 2.4. У елиптичној поларизацији, врх вектора електричног поља �⃗�  прати елипсу, а угао 𝛼 

одређује оријентацију те елипсе у односу на 𝑥 − осу. 

На Слици 2.5 илустрован је утицај различитих вредности елиптичности, 𝜀, као и односа 

између компоненти електричног поља 𝐸𝑥  и 𝐸𝑦  на конфигурацију поларизације 

електромагнетног таласа.  

 

Слика 2.5. Различите конфигурације поларизације. 

На доњој ивици Слике 2.5, ознаке указују да 𝐸𝑥(𝑡, 𝑧) претходи 𝐸𝑦(𝑡, 𝑧) за вредности 0,

𝜋/4, 𝜋/2, 3𝜋/4,… , које представљају позитивне вредности 𝜀. Поред тога, идентичан сет 

кривих се појављује и за случај када 𝐸𝑦(𝑡, 𝑧)  претходи 𝐸𝑥(𝑡, 𝑧)  за: 2𝜋, 7𝜋/4, 3𝜋/2,

5𝜋/4,… у ситуацијама када 𝜀 има негативне вредности. Одавде је могуће закључити да 

је раван електромагнетни талас увек поларизован, са карактеристиком да крај вектора 

електричног поља �⃗�  осцилује дуж елиптичне путање у равни која је нормална на правац 

ширења таласа. Ово имплицира да је монохроматска светлост инхерентно елиптично 

поларизована, што није случај са природном светлошћу. 

Електромагнетни таласи не постоје само у једном облику, већ се могу 

манифестовати у широком спектру фреквенција и таласних дужина. Због тога је, у даљем 

тексту, спроведена свеобухватна анализа различитих сегмената електромагнетног 

спектра, при чему је посебан фокус усмерен на специфичне карактеристике и практичне 

примене ових таласа. 

2.3. Спектар електромагнетног зрачења 

Као што је већ речено, истакнути немачки физичар, Хајнрих Рудолф Херц извео  

је иновативне експерименте са електромагнетним таласима 1887. године [43]. У својим 

истраживањима, он је употребљавао електрични осцилатор, уређај који производи 

осцилујући електрични сигнал, како би генерисао наведене таласе. Додатно, користио је 

и параболично огледало за усмеравање и фокусирање истих. Применом описане методе, 
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немачки научник је успешно произвео електромагнетне таласе чије су таласне дужине 

биле у опсегу од 0,6 до 10 метара. Ови пионирски експерименти поставили су темеље за 

каснија истраживања, доприносећи значајно развоју научног знања и технологија које се 

ослањају на ову врсту таласа. Херцови радови омогућили су боље разумевање кључних 

карактеристика посматраног феномена, као што су фреквенција, таласна дужина и 

брзина, што је на крају резултирало развојем разних напредних технологија, укључујући 

и ласерске системе. Херц је експериментално потврдио и чињеницу да електромагнетни 

таласи имају трансверзалну природу, што значи да се електрично и магнетно поље 

међусобно простиру под правим углом, а оба поља су оријентисана ортогонално у односу 

на правац простирања таласа. 

Рад на Херцовим екепериментима је наставио руски научник Петар Николаевич 

Лебедев (Pyotr Nikolaevich Lebedev, 1866-1912). Он је 1894. године успео да генерише 

електромагнетне таласе са таласном дужином од око 6 mm и проучи њихово простирање 

у кристалима. Како су истраживања у области електромагнетног зрачења напредовала, 

апсорбујући важне доприносе Херца и Лебедева, научна заједница је постепено почела 

да разуме ширину и сложеност електромагнетног зрачења. Установљено је да се видљива 

светлост, коју људско око може детектовати, разликује од електромагнетних таласа, 

генерисаних електричним осцилацијама, само по својим таласним дужинама. Видљива 

светлост има таласне дужине у опсегу од ~400 nm до ~700 nm, што указује на чињеницу 

да су енергије светлосних таласа знатно веће у поређењу са другим облицима 

електромагнетног зрачења. Поред видљивог дела спектра,  откривено је постојање 

значајнијих делова електромагнетног зрачења који се налазе изнад и испод ових граница 

(Слика 2.6). 

 

Слика 2.6. Електромагнетни спектар (континуум електромагнетних таласа који се разликују по 

таласним дужинама и енергијама). 

На десној страни електромагнетног спектра, приказаног на Слици 2.6, радиоталаси 

заузимају значајно место, а нарочито у телекомуникационим технологијама, због своје 

способности да се простиру на великим удаљеностима са минималним губицима 

енергије. У контрасту са радио таласима, таласна дужина микроталаса обично варира у 

распону од 1 mm до 1 m (видети Слику 2.6). Због својих специфичних карактеристика, 

они налазе широку примену у телекомуникацијама, посебно у радарским и 

навигационим системима, јер омогућавају прецизно одређивање удаљености, брзине и 
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положаја објеката. Инфрацрвено зрачење (IR) карактерише таласна дужина која је дужа 

од видљиве светлости, али краћа од микроталаса. За инфрацрвено зрачење је 

карактеристично да има способност да буде апсорбовано од стране молекула у 

материјалима, што доводи до повећања кинетичке енергије ових молекула и последичног 

загревања материјала. Видљиви део спектра, као што је већ наглашено, може бити 

детектован људским оком. Следеће у електромагнетном спектру је ултраљубичасто (UV) 

зрачење, које се детектује између видљивог дела спектра и X − зрачења. Енергијски ниво 

UV зрачења је већи од оног у видљивом делу спектра, што потенцијално може иницирати 

низ неповољних реакција на ткивима биолошког порекла, укључујући фототоксична 

оштећења, убрзану деградацију колагена што резултира превременим старењем, као и 

значајно повећање вероватноће за развој канцерогених ткива. Настављајући са анализом 

електромагнетног спектра, долази се до X − зрачења које карактерише још већим нивоом 

енергије. Када ово зрачење продире кроз људско тело, већина фотона пролази кроз ткива, 

док се неки апсорбују од стране атома унутар ткива. Апсорбовано зрачење може да се 

користи за снимање унутрашњих структура тела, као што су кости или органи. Међутим, 

превелика количина апсорбованог зрачења може оштетити ћелије у ткивима и изазвати 

нежељене ефекте. Због тога се у медицинске сврхе користе релативно ниске дозе X – 

зрачења [46, 47]. На крају, највиши енергијски нивои електромагнетног спектра 

припадају гама зрачењу. Ово електромагнетно зрачење високе енергије и кратких 

таласних дужина емитују радиоактивни изотопи при различитим врстама нуклеарних 

распада или при нуклеарним реакцијама.  

Границе између различитих области електромагнетног спектра нису строго 

дефинисане, већ су условне и подложне преклапању, с обзиром на то да један облик 

зрачења постепено и континуирано прелази у суседни. Поред тога, различити делови 

спектра имају потпуно разноврсно деловање на различите материјале, што захтева 

проучавање појединачних делова спектра у оквиру посебних научних грана.  

Електромагнетни спектар, који обухвата широк спектар зрачења са различитим 

карактеристикама и применама, има дубоке импликације у разумевању и тумачењу 

различитих физичких феномена. Један од кључних аспекта у теоријском проучавању 

електромагнетног зрачења и његових интеракција са материјом лежи у извођењу 

квантитативних параметара познатих као Ајнштајнови коефицијенти [48]. Они описују 

процесе апсорпције, спонтане емисије и стимулисане емисије у атомским и молекулским 

системима. У наредном потпоглављу, детаљна анализа наведених коефицијената биће 

спроведена како би се истражила њихова значајност у разумевању електромагнетног 

спектра и његових многобројних примена у развоју физике ласера.  

2.4. Ајнштајнови коефицијенти  

У раним истраживањима електромагнетног спектра, научна заједница је настојала 

да детаљније испита интеракцију између електромагнетног зрачења и материје. Током 

ових истраживања, установљено је да одређени прелази између енергијских нивоа атома 

производе карактеристичне фреквенције зрачења, које су тада класификоване као 

апсорпционе или емисионе линије. Поклапање фреквенција ових линија је у то време 

било тумачено као последица прелаза између истих парова енергијских нивоа [48]. 

Међутим, остало је нејасно да ли постоји директна веза између коефицијента апсорпције 

и интензитета емисионе линије одговарајуће фреквенције. Експериментални резултати 

су указивали на то да интензитети линија у спектру зрачења истог атома могу значајно 

варирати, чак и до десет или стотину пута, у зависности од различитих извора светлости. 
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На пример, у емисионом спектру натријумове лампе са пражнењем у гасу, осим жутих 

𝐷 линија (𝜆 = 589,593 nm и 588,9963 nm), уочено је присуство великог броја других 

линија [49]. Сa друге стране, утврђено је и да постоје линије које се практично ексицитују 

на исти начин у свим изворима светлости.  

У циљу детаљне анализе проблема који се односи на утврђивање везе између 

коефицијента апсорпције и интензитета емисионе линије одговарајуће фреквенције, 

Алберт Ајнштајн је 1916. године проширио теорију коју је развио Нилс Бор (Niels Bohr, 

1885−1962)2, укључујући квантитативни опис процеса апсорпције и емисије светлости. 

Увођењем два нова концепта, спонтане и стимулисане емисије, Ајнштајн је значајно 

допринео разумевању интеракције светлости и материје у квантној механици. Спонтана 

емисија може се карактерисати као квантни феномен у којем електрон, без спољашњег 

утицаја, прелази из стања више енергијске вредности у стање ниже енергијске вредности, 

при чему се ослобађа фотон - елементарна честица светлости. Са друге стране, 

стимулисана емисија представља процес у којем фотон интерагује са електроном на 

вишем енергијском нивоу, узрокујући транзицију електрона на нижи енергијски ниво и 

емитовање додатног фотона. Имајући све ово у виду, Алберт Ајнштајн је отишао и корак 

даље у свом истраживању и развио математичке коефицијенте који квантитативно 

описују вероватноће за спонтану емисију, стимулисану емисију и апсорпцију светлости. 

Детаљна анализа је показала да се ови параметри могу повезати са Планковим законом 

зрачења, који описује спектралну расподелу енергије зрачења идеалног црног тела у 

зависности од температуре. Када се Ајнштајнови коефицијенти користе у комбинацији 

са Планковим законом, добијају се детаљнији и прецизнији резултати у вези са 

спектралним линијама и интензитетима зрачења. Кроз ову повезаност, додатно је 

проширено разумевање топлотног зрачења и квантне механике, што је довело до развоја 

теоријских алата и метода који се користе у различитим научним областима, укључујући 

и физику ласера.  

Да би се разумела основна начела функционисања ласера, као и њихове примене, 

од суштинског је значаја схватање интеракција између зрачења и материје. Треба 

нагласити да квантна својства имају кључну улогу у областима атомске и молекулске 

физике, као и атомске и молекулске спектроскопије, где се проучава понашање атома, 

молекула и њихових интеракција са зрачењем. Ове научне дисциплине истражују 

структуру, особине и динамику атома и молекула, као и механизме апсорпције и емисије 

електромагнетног зрачења. У овом контексту, и зрачење и материја су квантовани, што 

значи да поседују дискретне енергијске вредности. Овакво разумевање доприноси 

свеобухватнијем увиду у процесе који се одвијају на микроскопском нивоу, чиме се 

подстиче развој и примена различитих феномена заснованих на спектроскопији, 

ласерској технологији, фотоелектричном ефекту и многим другим областима које се 

базирају на интеракцији између светлости и материје. 

За одређену фреквенцију зрачења 𝜔, фотони поседују квантовану енергију, 𝐸 , 

која се може израчунати помоћу Планковог закона [50] путем једначине: 

 𝐸 = ℏ𝜔, (2.23) 

где ℏ представља редуковану Планкову константу, ℏ =
ℎ

2𝜋
, при чему Планкова константа 

ℎ  има вредност ℎ = 6,6260693 × 10−34 J ∙ s . Једначина (2.23) истиче да је енергија 

фотона директно пропорционална његовој фреквенцији, што значи да се фотони са већом 

фреквенцијом (и краћом таласном дужином) повезују са већом енергијом. Овај концепт 

 
2  Борова теорија, која је развијена 1913. године, представљала је револуционарну идеју у квантној 

механици. Она је предлагала да се електрони у атому крећу у дискретним енергијским нивоима, а преласци 

између ових нивоа резултирају апсорпцијом или емисијом светлости. 
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је од суштинског значаја за разумевање како фотони интерагују са материјом, посебно у 

контексту апсорпције и емисије светлости од стране атома и молекула. Треба 

напоменути да ће и енергија атома или молекула такође бити квантована, што значи да 

енергијски нивои могу имати само одређене дискретне вредности. У атомским и 

молекулским системима могуће је разликовати различите енергијске нивое, као што су 

електронски, вибрациони и ротациони нивои. У атомским системима, електронски нивои 

су резултат квантованих енергија електрона који круже око језгра атома. Вибрациони и 

ротациони нивои су нешто карактеристичнији за молекулске системе, где се молекули 

састоје од два или више атома повезаних хемијским везама. Вибрациони нивои односе 

се на енергију која произлази из вибрација атома унутар молекула, док се ротациони 

нивои односе на енергију повезану са ротацијом молекула око свог центра масе. Додатни 

нивои, такође, могу проистићи из интеракције са спољашњим магнетним пољима, што 

може довести до стварања додатних енергијских нивоа, попут Земановог и Штарковог 

ефекта. Земанов ефекат карактерише дељење енергијских нивоа услед интеракције са 

спољашњим магнетним пољем [51], док Штарков ефекат [52] представља промене у 

енергијским нивоима услед интеракције са спољашњим електричним пољем. 

Прелази између квантованих енергијских нивоа представљају промене у 

енергијском стању атома или молекула, под утицајем фотона зрачења. Током ових 

прелаза, атоми или молекули могу апсорбовати или емитовати зрачење, што значи да 

могу упијати енергију у облику фотона, или ослобађати енергију, емитовањем фотона. 

Постоје три основна процеса прелаза између енергијских нивоа [53, 54]: стимулисана 

апсорпција зрачења, стимулисана емисија и спонтана емисија.  

Стимулисана апсорпција зрачења представља процес у којем атомски или 

молекулски систем, изложен електромагнетном пољу фреквенције 𝜔, апсорбује енергију 

ℏ𝜔. Услед апсорпције, атом прелази из стања 𝓃 у више енергијско стање 𝓂 (видети 

Слику 2.7). Стимулисана апсорпција настаје само када енергија фотона тачно одговара 

разлици енергија између два квантна енергијска стања која учествују у процесу [55]: 

 𝐸𝓂 − 𝐸𝓃 = ℏ𝜔, (2.24) 

где су 𝐸𝓃 и 𝐸𝓂 енергије почетног стања, 𝓃, и крајњег стања, 𝓂, а 𝜔 представља кружну 

фреквенцију упадног фотона.  

 

 

Слика 2.7. Илустрација стимулисане апсорпције. 

Физички смисао феномена, илустрованог на Слици 2.7, лежи у чињеници да, када се атом 

или молекул налази у електромагнетном пољу, може доћи до процеса стимулисане 

апсорпције ако се енергија фотона, ℏ𝜔, поклапа са разликом енергија између два квантна 

енергијска стања, 𝐸𝓂 − 𝐸𝓃 . Када се то догоди, атом или молекул прелази из нижег 

енергијског стања, 𝓃, у више енергијско стање, 𝓂, апсорбујући енергију фотона ℏ𝜔.  

Након веома кратког временског периода (у распону реда величине од нано- до 

пикосекунди), већина побуђених атома прелази из вишег енергијског стања, означеног 

са 𝓂, у ниже енергијско стање, означено са 𝓃, емитујући фотон у процесу који се назива 

спонтана емисија (Слика 2.8). 
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Слика 2.8. Илустрација спонтане емисије. 

Спонтана емисија представља квантни феномен који се не може објаснити у оквиру 

класичне физике. Наиме, у класичном систему, атоми у одређеном енергијском стању би 

могли опстајати бесконачно дуго, уколико нема интеракције са спољашњим пољима. Са 

друге стране, у квантном опису система, атоми који се налазе у побуђеном стању могу 

спонтано прећи у ниже енергијско стање и емитовати фотон, без непосредног утицаја 

упадног зрачења. Овај феномен подразумева да спонтана емисија није условљена 

присуством упадног снопа зрачења, те његово присуство нема утицај на време 

задржавања атома или молекула у побуђеном стању 𝓂 . Спонтана емисија се одвија 

независно од екстерног зрачења и представља процес који је у суштини стохастичан и 

неупоредив са класичним процесима емисије светлости. Осим тога, спонтана емисија 

није кохерентан процес, што значи да емитовани фотони немају фиксну фазну везу један 

са другим.  

Када је екстерно електромагнетно поље довољно интензивно, феномен емисије не 

настаје искључиво спонтано, већ може бити индукован процесом познатим као 

стимулисана емисија. Овај процес настаје када фотон инцидентног зрачења, са енергијом 

ℏ𝜔, ступи у интеракцију са атомом који се налази у побуђеном енергијском стању 𝓂. 

Ова интеракција подстиче атом да се врати у ниже енергијско стање, 𝓃, док истовремено 

емитује фотон исте енергије као долазни фотон, ℏ𝜔 (видети Слику 2.9).  

 

 

Слика 2.9. Илустрација стимулисане емисије. 

Стимулисана емисија представља квантнo-механички феномен, који се разликује од 

спонтане емисије по неколико кључних карактеристика. Спонтана емисија је процес у 

којем атом самостално прелази из побуђеног стања у ниже енергијско стање, емитујући 

фотон чија енергија одговара разлици у енергијама између ова два стања. Стимулисана 

емисија, са друге стране, захтева присуство долазног фотона са енергијом која одговара 

енергијској разлици између два стања атома. Када се то догоди, долазни фотон 

,,стимулише” прелазак атома из вишег енергијског стања, 𝓂, у ниже енергијско стање 

𝓃 , чиме се емитује додатни фотон исте енергије. Једна од кључних разлика између 

спонтане и стимулисане емисије је фазна кохеренција фотона, који се емитују у процесу 

стимулисане емисије. Фазна кохеренција подразумева да су фазе упадног електричног 

поља и емитованог стимулисаног зрачења исте [56]. То значи да емитовани фотони имају 

јасно дефинисане временске и фазне односе са спољашњим зрачењем, што доприноси 

високом степену кохеренције емитованог светла. По дефиницији, кохерентно зрачење се 

састоји од таласа који осцилују у фази, што омогућава стварање усмерених и прецизних 

снопова светлости.  
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Стимулисани прелази представљају важан квантни феномен у интеракцији 

између материје и електромагнетног зрачења. Овај феномен има неколико кључних 

карактеристика које су од значаја за разумевање његове природе и потенцијалних 

примена [57]: 

1. Вероватноћа стимулисаног прелаза између енергијских стања 𝓂 и 𝓃 није једнака 

нули, само када је спољашње поље зрачења у резонанцији са прелазом. Резонанца 

се постиже када је енергија фотона инцидентног зрачења, ℏ𝜔, једнака разлици у 

енергији између ова два стања, 𝐸𝓂 − 𝐸𝓃 = ℏ𝜔. У том случају, атом или молекул 

може интераговати са инцидентним зрачењем и прећи из побуђеног стања у ниже 

енергијско стање, емитујући додатни фотон.  

2. Инцидентно електромагнетно зрачење, као и зрачење генерисано стимулисаним 

прелазима имају заједничке карактеристике, попут фреквенције, поларизације, 

фазе, и праваца ширења. Због кохерентности, стимулисана емисија је у суштини 

нераздвојива од спољашњег стимулишућег зрачења. Ова својства омогућавају 

управљање емитованим светлом и његово појачање док пролази кроз одређени 

медијум.  

3. Вероватноћа стимулисаног прелаза по јединици времена пропорционална је 

густини енергије спољашњег поља, 𝜌𝜔 , која представља енергију по јединици 

кружне фреквенције (у опсегу између 𝜔  и 𝜔 + 𝑑𝜔 ) у јединици запремине. То 

значи да јачина екстерног електромагнетног поља директно утиче на вероватноћу 

стимулисаног прелаза - што је већа густина енергије, то је већа вероватноћа за 

интеракцију између инцидентног зрачења и атома или молекула. 

Сви наведени процеси могу се формално представити кроз следеће математичке 

релације [58]: 

 𝑤𝓃𝓂
𝑆𝑡.𝑎 = 𝜌𝜔ℬ𝓃𝓂,  (2.25) 

 𝑤𝓂𝓃
𝑆𝑡.𝑒 = 𝜌𝜔ℬ𝓂𝓃, (2.25) 

 𝑤𝓂𝓃
𝑆𝑝.𝑒 = 𝒜𝓂𝓃,  (2.27) 

где 𝑤𝓃𝓂
𝑆𝑡.𝑎 , 𝑤𝓂𝓃

𝑆𝑡.𝑒  и 𝑤𝓂𝓃
𝑆𝑝.𝑒

означавају вероватноће прелаза за стимулисану апсорпцију, 

стимулисану емисију и спонтану емисију, респективно, по јединици времена, док 𝜌𝜔 

представља густину енергије електромагнетног поља. Константе пропорционалности 

ℬ𝓃𝓂, ℬ𝓂𝓃 и 𝒜𝓂𝓃  називају се Ајнштајнови коефицијенти. 

Разматрањем равнотеже између ансамбла посматраних атома и електромагнетног 

зрачења, може се извести однос између коефицијената ℬ𝓃𝓂, ℬ𝓂𝓃 и 𝒜𝓂𝓃. У том циљу, 

уводи се почетна претпоставка да, када се систем доведе у равнотежу са термалним 

зрачењем, број фотона апсорбованих од стране атома или молекула у одређеном 

временском интервалу мора бити једнак броју фотона емитованих у истом временском 

интервалу. С обзиром на чињеницу да је анализирани систем у стању равнотеже са 

пољем електромагнетног зрачења, нужно је да број прелаза по јединици времена из 

побуђеног стања, означеног као 𝑚, према основном стању, означеном као 𝓃 (𝓂 → 𝓃), 

буде идентичан броју прелаза из основног стања, 𝓃, ка побуђеном стању, 𝓂 (𝓃 → 𝓂). 

Другим речима: 

 𝒩𝓂→𝓃 = 𝒩𝓃→𝓂,  (2.28) 

Ово имплицира да се, у равнотежи између квантног атома или молекула и поља зрачења, 

број апсорбованих фотона и број емитованих фотона мора подударати.  
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Број прелаза, 𝒩 , по дефиницији зависи од вероватноће прелаза у јединици 

времена 𝑤 и броја атома или молекула у почетном стању. Имајући то у виду, једначина 

(2.28) се може записати као: 

 𝑤𝓂→𝓃𝓃𝓃 = 𝑤𝓃→𝓂𝓃𝓂,  (2.29) 

где 𝓃𝓃 и 𝓃𝓂представљају број атома или молекула који се налазе у енергијским нивоима 

𝓃 и 𝓂, редом. Када се систем налази у равнотежи3, атоми или молекули унутар система 

међусобно размењују енергију. Атом или молекул који се налази на вишем енергијском 

нивоу има већу енергију и склонији је да ту енергију пренесе на атом или молекул који 

се налази на нижем енергијском нивоу, чиме се попуњавају нижи нивои. Ово тврдња је 

у складу са Болцмановом расподелом4 која описује однос између енергија и броја атома 

или молекула на различитим енергијским нивоима система у равнотежи [59] у форми: 

 𝓃𝓂 = 𝓃𝓃exp [−
𝐸𝓂−𝐸𝓃

𝑘𝑏𝑇
],   (2.30) 

где је 𝑘𝑏  Болцманова константа, 𝑘𝑏 = 1,3806505 × 10−23 JK−1 , док је са 𝑇 означена 

апсолутна температура у Келвинима. 

Имајући у виду све овде поменуто, сада је могуће изразити укупну вероватноћу 

𝑤𝓂→𝓃  емисије светлости при преласку атома или молекула из енергијског нивоа 𝑚 у 

енергијски ниво 𝑛 као збир вероватноћa спонтане 𝑤𝓂𝓃
𝑆𝑝.𝑒

 и стимулисане емисије 𝑤𝓂𝓃
𝑆𝑡.𝑒  у 

форми: 

 𝑤𝓂→𝓃 = 𝑤𝓂𝓃
𝑆𝑝.𝑒 + 𝑤𝓂𝓃

𝑆𝑡.𝑒. (2.31) 

Ово значи да постоји вероватноћа да се емисија светлости дешава спонтано (без 

стимулације) или као резултат стимулације електромагнетном радијацијом. Једначина 

(2.31) се може трансформисати коришћењем једначина (2.25) и (2.27): 

 𝑤𝓂→𝓃 = 𝒜𝓂𝓃 + 𝜌𝜔ℬ𝓂𝓃. (2.32) 

У одређеним околностима, стимулисана апсорпција може бити једина врста 

апсорпције која се одиграва у систему при преласку атома или молекула из основног 

енергијског нивоа 𝑛 у побуђени енергијски ниво 𝑚. Тада се укупна вероватноћа 𝑤𝑛→𝑚 

може изразити као: 

 𝑤𝓃→𝓂 = 𝑤𝓃𝓂
𝑆𝑡.𝑎. (2.33) 

Једначину (2.33) је могуће трансформисати коришћењем једначине (2.25): 

 𝑤𝓃→𝓂 = 𝜌𝜔ℬ𝓃𝓂. (2.34) 

Уметањем једначина (2.32) и (2.34) у једначину (2.29), добија се: 

 𝓃𝑛(𝒜𝓂𝓃 + 𝜌𝜔ℬ𝓂𝓃) = 𝓃𝑚𝜌𝜔ℬ𝓃𝓂. (2.35) 

Коначно, заменом једначине (2.30) у једначину (2.35), узимајући у обзир 

дефиницију густине енергије система [60] и након примене основних математичких 

трансформација, добија се израз за густину зрачења у следећем облику: 

 
3 Систем у равнотежи је такав да се његово стање не мења током времена и да су силе и интеракције у 

њему равнотежне. Када се систем налази у таквом стању, расподела квантних нивоа се готово увек описује 

Болцмановом расподелом. 
4 Болцманова статистика је један од начина да се описује расподела честица на различитим енергијским 

нивоима у равнотежи. Она се темељи на чињеници да ће вероватноћа да атом или молекула заузима 

одређени енергијски ниво бити пропорционална еxp[−𝐸/𝑘𝑏𝑇], где је 𝐸 енергија посматраног енергијског 

нивоа, 𝑘𝑏 је Болцманова константа, и 𝑇 је апсолутна температура. 
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 𝜌𝜔 =

𝒜𝓂𝓃
ℬ𝓂𝓃

ℬ𝓃𝓂
ℬ𝓂𝓃

exp[
𝐸𝑚−𝐸𝑛
𝑘𝑏𝑇

]−1
. (2.36) 

Поређењем овог израза са Планковом једначином за густину зрачења апсолутно црног 

тела [61]: 

 𝜌𝜔 =
ℏ𝜔3

𝑐2𝜋

exp[
ℏ𝜔

𝑘𝑏𝑇
]−1

. (2.37) 

могуће је извести следеће закључке који се односе на Ајнштајнове коефицијенте, ℬ𝓃𝓂, 

ℬ𝓂𝓃 и 𝒜𝓂𝓃: 

• Однос коефицијената 𝒜𝓂𝓃  и ℬ𝓂𝓃  пропорционалан је члану ℏ𝜔3/𝜋𝑐2 , односно 
𝒜𝓂𝓃/ℬ𝓂𝓃 ∝ ℏ𝜔

3/𝑐2𝜋 . Овај закључак сугерише да интензитет стимулисане 

емисије у односу на апсорпцију фотона расте са трећим степеном фреквенције 

електромагнетног поља 𝜔 . Другим речима, материјали који апсорбују фотоне 

већих енергија имају већу вероватноћу да показују стимулисану емисију зрачења. 

• Коефицијенти ℬ𝓃𝓂  и ℬ𝓂𝓃  су међусобно једнаки, ℬ𝓃𝓂 = ℬ𝓂𝓃 . Наведени 

закључак показује да су процеси стимулисане емисије и стимулисане апсорпције 

међусобно повезани, што указује на то да материјали са јаком апсорпцијом могу 

такође показати значајну стимулисану емисију.  

• Ајнштајнови коефицијенти ℬ𝓃𝓂, ℬ𝓂𝓃 и 𝒜𝓂𝓃  зависе од температуре система 

𝑇. Овај закључак истиче значај температуре система у процесима апсорпције и 

емисије зрачења. Како температура расте, број фотона са већим енергијама такође 

расте, што доводи до промена у Ајнштајновим коефицијентима. То значи да само 

повећање температуре може довести до повећања емисије зрачења и апсорпције 

зрачења, што утиче на расподелу честица по енергијским нивоима. 

Наведени закључци омогућавају разумевање узајамног односа између Ајнштајнових 

коефицијената и основних својстава система, попут фреквенције зрачења и температуре. 

Схватање ових повезаности допринело је истраживању и управљању у области физике 

ласера. Ово знање има важне импликације у многим областима науке и технологије, што 

омогућава боље разумевање и контролу процеса апсорпције и емисије зрачења у 

различитим материјалима и условима. 

2.5. Фундаментални аспекти у генерисању ласерске светлости 

Претходно потпоглавље било је посвећено анализи Ајнштајнових коефицијента и 

њиховој релевантности током описивања феномена стимулисане емисије и апсорпције. 

Наредни корак је усмерен ка продубљивању разумевања ових процеса у контексту 

генерисања ласерске светлости. Због тога ће, у наставку текста, бити истражени кључни 

феномени, као што су нормална насељеност, популациона инверзија и појачање, који су 

од суштинског значаја за производњу ласерске светлости. Улоге кључних компонената 

ласера биће разматране у контексту процеса који укључује побуђивање атома активног 

медијума како би се одржавало кохерентно зрачење. Да би се апострофирала сложеност 

овог типа зрачења, представиће се и карактеристична својства ласерске светлости. Тиме 

ће се формирати јаснија слика о факторима који утичу на квалитет ласерског снопа. На 

крају, циљ овог потпоглавља је да пружи свеобухватан преглед феномена који доводе до 

генерисања ласерске светлости, интегришући различите аспекте физике ласера у један 
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конкретан и јасан наратив. Овај приступ омогућава разумевање и повезивање различитих 

компоненти ове области, стварајући основу за наредно поглавље. 

2.5.1. Формирање ласерског снопа: нормална насељеност и популациона инверзија 

Концепт структуре атома према Боровом моделу, иницијално предложен од 

стране данског физичара Нилса Бора 1913. године [62], постулира да се атомско језгро 

састоји од протона и неутрона, док електрони, који представљају негативно 

наелектрисане честице, заузимају електронски омотач који окружује језгро. Он 

наглашава да квантна природа унутрашње енергије атома дозвољава постојање само 

специфичних, тачно одређених вредности, које су познате под називом дискретни 

енергијски нивои. Енергија атомског система примарно је локализована унутар 

електронског омотача. Електрони, међутим, могу заузимати само прецизно дефинисане 

орбите, које одређују енергијски ниво атома. Овде поменуте орбите имплицитно 

дефинишу енергијске нивое атомског система у целини. У основном стању, што је 

најстабилније стање, електрони се у атому налазе на најнижим енергијским орбитама. 

Под условом да атом апсорбује енергију екстерног  електромагнетног извора, електрони 

могу прећи на више енергијске орбите, а самим тим и на више енергијске нивое. Овај 

процес се назива побуђивање, а атом који је апсорбовао енергију прелази из 

стационарног стања у побуђено (ексцитовано) стање. 

У процесу проучавања својстава атома и расподеле њихових енергијских нивоа, 

термичка равнотежа игра кључну улогу, посебно у контексту стања атома на различитим 

енергијским нивоима. Наиме, у стању термичке равнотеже, већина атома се налази у 

основном енергијском стању 5  са енергијом 𝐸0 . Овај феномен може се приписати 

спонтаној емисији 6, која се одвија у одсуству спољашњег извора светлости. То значи да 

се атоми који су претходно апсорбовали енергију и били екситовани до стања са 

енергијом 𝐸𝓃, сада самостално и спонтано враћају на ниже енергијске нивое емитујући 

фотоне. Овим процесом смањује се број атома у побуђеним стањима и доводи до 

доминације атома у основном стању. Ова појава је позната као процес нормалне 

насељености енергијских нивоа, и у својој основи одражава чињеницу да се већина атома 

налази на нижим енергијским нивоима. Као што је већ споменуто, Болцманова једначина 

се користи за квантитативно описивање расподеле атома на 𝓃 − том енергијском нивоу 

у систему у термодинамичкој равнотежи. Израз: 

 𝓃𝓃 = 𝓃0еxp [−
𝐸𝑛−𝐸0

𝑘𝑏𝑇
],   (2.38) 

омогућава израчунавање броја атома на 𝓃 − том енергијском нивоу, узимајући у обзир 

факторе као што су температура система, 𝑇, и енергијска разлика између нивоа, 𝐸𝑛 − 𝐸0.  

У оптичким системима који имају уобичајену дистрибуцију атома према 

енергијским нивоима, постизање појачања електромагнетног зрачења представља изазов. 

У циљу генерисања ласерског снопа, мора се остварити специфичан услов у коме је број 

атома на вишим, побуђеним енергијским нивоима већи од броја атома на нижим 

енергијским нивоима. Овај услов, познат као инверзна насељеност, представља кључни 

 
5 Основно стање је енергијски најниже стање у коме се атом може наћи, што значи да већина атома у 

систему има минималну количину енергије [98]. 
6  Спонтана емисија је квантни феномен у коме се атоми који су претходно апсорбовали енергију, 

самостално и спонтано враћају на ниже енергијске нивое, емитујући енергију у облику фотона. Овај процес 

се одвија без обзира на присуство спољашњег извора светлости, што доводи до смањења броја атома у 

побуђеним енергијским стањима и њиховог преласка у основно енергијско стање. 
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фактор у раду ласера. Слика 2.10 илуструје разлику између ова два типа насељености на 

примеру два енергијска нивоа, 𝐸0 и 𝐸𝓃. 

 
Слика 2.10. У контексту нормалне насељености, број честица на енергијским нивоима опада сa 

порастом енергије, док у стању инверзне насељености, виши енергијски нивои имају већи број 

честица у односу на ниже нивое. 

Популациона инверзија, кључни феномен у раду ласера, може се генерисати екстерним 

системом за побуђивање, познатим као механизам пумпања ласера [63, 64]. Наиме, 

систем побуђивања има кључну улогу у довођењу енергије у активну средину ласера, 

што доводи до постизања метастабилног стања карактерисаног популационом 

инверзијом, односно, преваленцијом атома у вишим енергијским стањима у односу на 

оне у нижим енергијским стањима. У оквиру овог контекста, апсорпција и спонтана 

емисија постају процеси који су конкурентни стимулисаној емисији, која је кључна за 

ласерско појачање. Кванти светлости ослобођени апсорпцијом и спонтаном емисијом у 

сваком случају неће доприносити појачању, јер се емитују изотропно у свим правцима и 

са различитим фазама у медијуму 7 . Због тога оба феномена представљају условно 

речено, губитке, јер смањују популациону инверзију без стварања појачања. 

Вероватноћа прелаза за спонтану емисију не зависи од количине присутних кванта 

светлости, већ одражава животни век атома у вишем енергијском нивоу. Наиме, што 

дуже атом остаје у вишем енергијском нивоу у медијуму, то је и нижа вероватноћа 

прелаза. Супротно томе, вероватноћа стимулисане емисије расте пропорционално са 

бројем кванта светлости, јер присуство одговарајућег кванта светлости иницијално 

стимулише овај процес. Када интензитет зрачења пређе одређени праг, стимулисана 

емисија надмашује спонтану емисију, чиме се испуњавају предуслови за појачање. 

Показује се да у овом стању, ласерско појачање постаје ефикасно и омогућава 

генерисање кохерентне и усмерене светлости, што је карактеристично за ласерске 

уређаје. Како интензитет зрачења расте дуж осе пропагације (на пример, 𝑧 − осе) у 

ласерском медијуму, његов раст се одвија експоненцијално и може се изразити као [65]:  

 𝐼(𝑧) = 𝐼(0) ∙ еxp[𝑝 − 𝑔]𝑧,   (2.39) 

где 𝐼(0) означава почетни интензитет зрачења која улази у активни медијум ласера на 

удаљености 𝑧 = 0 , пре него што се изложи процесима појачања, апсорпције или 

спонтане емисије. Надаље, 𝐼(𝑧) симболизује интензитет зрачења након пропагације на 

удаљености 𝑧  у медијуму, док 𝑝  представља коефицијент појачања и 𝑔  коефицијент 

губитака који укључује феномене апсорпције и спонтане емисије. Овакав израз истиче 

значај изналажења равнотеже између коефицијената појачања и дисипације у сврху 

 
7  Када се каже да се кванти светлости емитују изотропно у медијуму, то имплицира да се емитују 

подједнако у свим правцима простора, без икаквог преферираног смера. Осим тога, различите фазе 

ослобођених кванта светлости значе да нема кохерентности међу њима, што додатно смањује њихов 

потенцијал за појачање у ласерском систему. 
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ефикасне продукције ласерске светлости. У контексту ласера, појачање и апсорпција 

представљају два антагонистичка процеса, који утичу на интензитет зрачења која 

пролази кроз активни медијум. Због тога, константа пропорционалности, која повезује 

раст интензитета зрачења са стопом прелаза стимулисане емисије, укључује и 

коефицијенте појачања и губитака, како би се узели у обзир сви релевантни процеси. У  

оптималном случају, појачање би морало надмашити губитке услед апсорпције и 

спонтане емисије да би се постигао ефикасни рад ласера. Ово се постиже оптимизацијом 

његових компоненти, укључујући активни медијум, механизам пумпања и резонатор, 

чиме се унапређује равнотежа између коефицијената појачања и губитака. 

2.5.2. Eлементи ласера: структура и функција 

Истраживањем кључних компоненти ласера, могуће је продубити разумевање 

основних принципа његовог деловања. Ове елементи су илустровани на Слици 2.11 и 

обухватају напајање, оптичку пумпу, активни средину (ласерски медијум), резонатор 

(рефлектујуће и полупропусно огледало), ласерски сноп и систем за хлађење. 

 

Слика 2.11. Елементи ласерског система. 

Сваки од индивидуалних елемената ласерског система, илустрованих на Слици 2.11, 

учествује у процесу стварања кохерентног и монохроматског снопа светлости, а њихове 

специфичне улоге су од суштинског значаја за успешно генерисање ласерског снопа. Ови 

елементи укључују [66]: 

• Напајање - обезбеђује енергију потребну за рад ласера, а то може бити различит 

извор енергије, попут батерија, генератора или мрежних адаптера. Ово је кључна 

компонента, која омогућава ефикасан ток енергије кроз систем, снабдевајући све 

остале компоненте енергијом неопходном за функционисање. 

• Оптичка пумпа – користи се за убацивање енергије у активну средину, што 

резултира побудом атома или молекула у ласерском медијуму. Ово се може 

постићи применом извора светлости, као што су флуоресцентне светиљке или 

диоде, или електричне струје, као у гасним ласерима. 

• Активна средина (или ласерски медијум) - представља супстанцу која емитује 

светлост услед стимулисане емисије. Може бити гас, течност или чврсти 

материјал као што су кристали, стакло или полимери. Електрони у овој области 

апсорбују енергију од оптичке пумпе, прелазе на више енергијске нивое и када се 

врате у основно стање, емитују фотоне који се простиру у истом смеру и генеришу 
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ласерски сноп. Овај процес стимулисане емисије доприноси стварању 

кохерентног снопа светлости. 

• Резонатор - представља оптичку комору која омогућава затворени пут кретања 

светлосног таласа кроз активну средину и садржи два огледала:  

o Полупропусно огледало, које се налази на једном крају активне средине, 

рефлектује мали део светлосне енергије и пропушта већи део, те се користи за 

усмеравање ласерског снопа у резонатор.  

o Потпуно рефлектујуће огледало, које се налази на крају резонаторске 

шупљине, рефлектује целокупну светлосну енергију и одржава кохерентност 

ласерског снопа. У овој комори формира се стојећи талас и одржава 

кохерентност ласерског снопа.  

• Систем за хлађење – узимајући у обзир чињеницу да се активна средина загрева 

током процеса рада, неопходно је имати систем за хлађење како би се очувала 

стабилност и поузданост ласера. Ово је кључно за спречавање топлотне 

деградације материјала, оптичких својстава и ефикасности ласера.  

Успешно функционисање ласера зависи од добро усаглашеног рада свих горе 

наведених компоненти, а свака од њих има своју специфичну улогу у процесу. Поступак 

започиње напајањем, које обезбеђује енергију за рад ласера, а затим се прелази на 

оптичку пумпу, која иницира побуду атома или молекула у активној средини. У активној 

средини се затим одвија процес стимулисане емисије, који генерише фотоне који се 

простиру у истом смеру. Резонатор, састављен од два огледала, одржава кохерентност 

ласерског снопа и усмерава светлост кроз активну средину, док систем за хлађење 

контролише температуру унутар ласера и одржава стабилност и поузданост система. 

Описани процес омогућава ласерским системима да производе снопове светлости са 

изузетним својствима која се не могу постићи употребом конвенционалних извора 

светлости. Ласери су стога нашли широку примену у науци, индустрији, медицини и 

другим областима, где се искоришћавају њихове јединствене карактеристике, попут 

високе прецизности, интензитета и способности фокусирања на веома мале површине. 

2.5.3. Ласерска технологија – карактеристике, напредак и примене 

Ласерска технологија, која представља једно од најзначајнијих достигнућа у 

области савремене науке, игра кључну улогу у многим аспектима научних истраживања 

и иновација. Њена широка применљивост у разним областима истраживања осликава 

неопходност сталног разумевања, унапређења и адаптације њених основних принципа и 

карактеристика. Током последњих неколико деценија, ласерска технологија је доживела 

брз и значајан напредак и еволуцију, која илуструје константну потребу за дубљим 

разумевањем и разрадом њених могућности. Савремени контекст истиче непрекидно 

истицање значаја ових иновација, посебно због нових научних достигнућа и иновативних 

примена. У тексту који следи ће бити сагледане најрелевантније карактеристике повезане 

са својствима ласерског зрачења, са намером да се опише потенцијал и могућности за 

оптималну и ефикасну употребу ове револуционарне технологије. Неке од ових 

карактеристика укључују: 

1. Висок интензитет ласерског зрачења. Ласери имају способност да генеришу 

екстремно висок интензитет зрачења, који може да постигне вредности значајно 

веће од оних које се могу постићи помоћу конвенционалних извора светлости. 

Прегледом актуелне научне литературе, могуће је уочити да је ово сазнање довело 

до развоја нових и напредних истраживачких методологија, попут испитивања 

фотојонизационих процеса [67] или генерисања хармоника вишег реда [68]. 
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Овакви приступи темеље се на примени високог интензитета ласерског зрачења у 

циљу проучавања фундаменталних физичких процеса и откривања нових 

могућности у области ласерских иновација. 

2. Усмереност и фокусираност ласерског зрачења постиже се кроз процес који се 

назива резонанција, где се светлост контролише и селективно шири у жељеном 

смеру. Ово се постиже употребом резонатора, који представља оптички систем 

дизајниран да појача и усмерава ласерску светлост [69]. Кроз строгу селекцију 

смера зрачења унутар резонатора, ласерска светлост може бити усмерена и 

контролисана са великом прецизношћу. Фокусирање ласерског снопа је од 

суштинског значаја за многе примене, посебно оне које захтевају високу 

резолуцију и прецизност, као што је ласерска хирургија [70]. Ласерски сноп се 

може фокусирати на веома мале дијаметре [71], често мање од таласне дужине 

светлости, што омогућава резултате са изузетном разлучивошћу на микро- и нано- 

нивоу. 

3. Повећање степена усмерености и фокусираности ласерског зрачења представља 

кључни фактор у унапређењу перформанси и ефикасности различитих ласерских 

система. Успостављање високог нивоа прецизности и концентрације енергије 

ласерског зрачења доприноси већој тачности и смањењу оштећења третиране мете 

[72]. Напредак у овој области стимулише иновације у широком спектру примена, 

укључујући терапеутске третмане у медицинској индустрији, као и фундаментална 

истраживања у области атомске, молекулске и оптичке физике. 

4. Монохроматичност ласерског зрачења представља карактеристику зрачења која 

се огледа у присуству само једне фреквенције или изузетно уског фреквенцијског 

спектра [73]. Ласерска светлост са високим степеном монохроматичности и 

повећаним интензитетом од суштинског је значаја за спектроскопска истраживања 

будући да омогућава прецизније анализе. Иновације у развоју ласера са 

проширеним спектром монохроматичних својстава доприносе диверзификацији 

њихове примене у различитим научним дисциплинама, чиме се унапређује 

истраживачки потенцијал у оквиру тих области [74]. 

5. Кохеренција ласерског зрачења представља меру континуитета таласних дужина, 

што је кључна карактеристика ласерске емисије. Висока кохерентност овог 

феномена омогућава прецизно мерење растојања и брзина [75] кроз 

интерферометријске технике, као и ефективно манипулисање квантним стањима у 

различитим системима. Истраживања у области кохерентне контроле фокусирали 

су се на разумевање и управљање кохеренцијом у разним системима, укључујући 

атоме, молекуле и чврсте материјале [76]. Контрола кохеренције омогућава 

прецизно манипулисање квантним стањима и побољшање перформанси многих 

уређаја, као што су оптички сензори, телекомуникациони системи и оптичка 

обрада информација [77].  

6. Стабилност интензитета ласерског зрачења. У свету ласерске технологије, 

стабилност интензитета зрачења представља кључни параметар који утиче на 

перформансе и поузданост ласерских система. Ласерско зрачење произлази из 

самопобуђујућег осцилатора, што доводи до стабилизације амплитуде [78]. Овај 

процес резултира врло малим варијацијама интензитета ласерског зрачења око 

високе средње вредности, што истраживачима омогућава развој софистицираних 

метода за мерење интензитета и карактеризацију ласерских извора. Истраживачки 

напори у овој области су усмерени ка развоју техника за оптимизацију 

стабилности, као и ка методама за смањење шума и флуктуација амплитуде [79]. 

Такве иновације доприносе побољшању прецизности и ефикасности ласерских 



Докторска дисертација Христина Делибашић-Марковић 

 

27 

 

система у различитим применама, укључујући индустријску производњу, 

медицинску технологију, комуникације и научна истраживања. 

7. Генерисање ултракратких импулса ласерског зрачења пружа могућност детаљног 

проучавања карактеристика плазме или чврстог стања кроз временски разлучива 

мерења. До сада, најкраћи забележени импулс имао је трајање мање од 100 

атосекунди  (1 as = 1 × 10−18 s) [80]. Из тог разлога су научна истраживања у 

области генерисања ултракратких пулсова фокусирана на развој напредних 

техника за компресију импулса, као и на проширивање примене ултракратких 

пулсова у различитим дисциплинама. Неке од ових дисциплина укључују 

фемтосекундну спектроскопију, фотоемисиону електронску микроскопију, те 

pump-probe експерименте који омогућавају испитивање ултра-брзе динамике 

материје [81]. 

2.5.5.1. Подела ласера 

Ласерска технологија је доживела значајан развој у последњих неколико деценија, 

што је резултирало широким спектром различитих типова ласера, који се користе у 

разноврсним областима физике, медицине и индустрије. Класификација ласера може се 

извршити на више начина, а основни критеријуми по којима се врши подела су [82]: 

1) Према врсти материјала од којег је пројектован ласерски медијум: 

a) Гасни ласери. Користе гас у ласерском медијуму. Стимулисање атома гаса 

доводи до емисије кохерентне светлости. Познати примери гасних ласера 

укључују хелијум-неон (HeNe), CO2 и аргонове ласере. 

b) Чврстотелни ласери. Ласерски медијум је чврст материјал, често кристал или 

стакло импрегнирано јонима. Појачање светлости настаје услед интеракције 

светлости са јонима у чврстом активном медијуму израђеном најчешће од 

кристала или стакла. Примери чврстотелних ласера укључују Nd:YAG 

(неодимијум: итријум-алуминијум-гранат) и рубин ласере. 

c) Полупроводнички ласери. Активна средина је начињена од полупроводничког 

материјала. Обично су мањи, јефтинији и захтевају мање енергије за рад у односу 

на гасне и чврстотелне ласере, што их чини погодним за примене у различитим 

областима. Емитовање светлости настаје услед рекомбинације електрона и 

шупљина у полупроводнику. Познати примери укључују диодне ласере и 

вертикално-емисионе површински емитујуће ласере (VCSEL). 

d) Течни ласери. Ласерски медијум је течност са диспергованим или раствореним 

активним материјалима. Светлост се појачава услед интеракције са активним 

материјалима у течном средству. Примери течних ласера укључују бојене ласере 

са органским бојама. 

e) Фотонапонски ласери. Користе материјале са фотонапонским својствима као 

ласерски медијум. Емитовање светлости настаје услед прелаза електрона из 

виших енергијских нивоа у ниже, подстакнуто апсорбованом светлошћу. Познати 

примери фотонапонских ласера укључују силицијумски ласер. 

f) Фибер ласери. Ласерски медијум чини оптичко влакно импрегнирано јонима 

ретких земаља. Светлост се појачава унутар влакна захваљујући интеракцији са 

допираним јонима. Примери влакнастих ласера укључују ербијум-допиране и 

итријум-допиране ласере. 

g) Слободно-електронски ласери. Користе сноп убрзаних електрона који пролазе 

кроз магнетно поље као ласерски медијум. Емитовање светлости настаје услед 

синхротронског зрачења убрзаних електрона. Пример слободно-електронског 

ласера укључује X-FEL (енгл. ,,Free-Electron Laser”). 
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2) Према таласној дужини: 

a) Ласерски уређаји који емитују светлост у ултраљубичастом делу спектра (100-

400 nm). Примери ових ласера укључују ексимер (гасне) ласере и фреквенцијски 

удвостручене чврстотелне (енгл. ,,solid state”) ласере. 

b) Ласерски извори који емитују светлост у видљивом делу спектра (400-700 nm). 

Ова категорија укључује хелијум-неон, аргонове и диодне ласере. 

c) Инфрацрвени ласери емитују светлост у инфрацрвеном делу спектра (700 nm-1 

mm). Примери инфрацрвених ласера укључују CO2, Nd:YAG и полупроводничке 

ласере. 

3) Према радном режиму: 

a) Континуални ласери емитују непрекидни сноп светлости. Примери ових ласера 

укључују хелијум-неон и аргонове ласере. 

b) Пулсирајући ласери емитују светлост у кратким импулсима. Пулсирајући 

ласери се даље могу класификовати према дужини импулса, као што су: 

i. Наносекундни ласери емитују импулсе дужине од неколико до стотина 

наносекунди (1 ns = 1 × 10−9 s).  
ii. Пикосекундни ласери емитују импулсе дужине од неколико до стотина 

пикосекунди (1 ps = 1 × 10−12 s). 
iii. Фемтосекундни ласери емитују импулсе дужине од неколико до стотина 

фемтосекунди (1 fs = 1 × 10−15 s). 
iv. Атосекундни ласери емитују импулсе дужине атосекунди (1 as = 1 × 10−18 s). 

Ови ултрабрзи ласери омогућавају проучавање ултрабрзо динамике у атомским 

и молекулским системима. 

4) Према типу пумпе која се имплементира: 

a) Оптички пумпајући ласери. Оптичка пумпа користи светлост за побуђивање 

ласера, често из другог ласерског извора или јаке лампе. 

b) Електрично пумпајући ласери. Електрична пумпа користи електричну енергију 

за побуђивање ласера, најчешће путем струјних импулса или електричног 

пражњења.  

c) Ласери пумпани хемијским реакцијама. Користе хемијске процесе за 

генерацију енергије неопходне за стимулацију ласера. Хемијско побуђивање се 

заснива на хемијским реакцијама које ослобађају енергију, омогућавајући 

побуђивање ласерског медијума. 

d) Ласере са термичком пумпом. Користе термичку енергију за побуду ласерског 

медијума. Загревање ласерског материјала, често путем радиофреквенцијског 

зрачења, узрокује повећање температуре материјала, што доводи до побуде атома 

или молекула унутар ласера и генерисања кохерентне светлости.  

e) Ласере са нуклеарном побудом. Нуклеарна побуда ласера представља процес у 

коме се алфа, 𝛼, и бета, 𝛽, честице, производи нуклеарних реакција, заједно са 

гама зрачењем и неутронима, користе за индукцију пумпног механизма унутар 

ласерског медијума. Овако добијена енергија се примењује за генерисање побуде, 

што даље води ка стварању кохерентне светлости. 
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3. Фундаментални аспекти интеракције 

ласерског зрачења са површином материјала 

биолошког порекла 

Ово поглавље докторске дисертације бави се фундаменталним аспектима 

геометрије интеракције ласерског зрачења са површином материјала биолошког порекла. 

Централни фокус је на анализи основних физичких процеса који се јављају током ових 

интеракција, укључујући рефлексију, преламање, апсорпцију, трансмисију и расејање. У 

раду се примењују Френелове формуле у циљу прецизне теоријске анализе оптичких 

карактеристика биолошких материјала при интеракцији са ласерским зрачењем. Ова 

теоријска разматрања биће допуњена релевантним нумеричким анализама феномена 

рефлексије, преламања и апсорпције, како би се обезбедио дубљи увид у практичне 

аспекте модела који се разматрају. У последњем делу поглавља, пажња ће бити усмерена 

на концепт расејања при интеракцији ласерског зрачења са биолошким материјалом. 

Циљ је да се допринесе бољем разумевању и примени ових концепата, како би се 

поставила солидна основа за даљу теоријску анализу и практичну примену у овој области. 

3.1. Теоријска анализа ефеката интеракције ласерског зрачења са 

биолошким материјалом 

Након темељног прегледа и упоређивања доступних научних истраживања, може 

се закључити да уколико ласерско зрачење ступи у интеракцију са ткивом, најчешће 

долази до четири кључна процеса: рефлексија, апсорпција, расејање и трансмисија [83, 

84] (као што је илустровано на Слици 3.1). 

 

Слика 3.1. Илустрација геометрије процеса рефлексије, расејања, апсорпције и трансмисије 

пружа визуелни приказ ових комплексних феномена у контексту интеракције ласерског 

зрачења са ткивом. 

Рефлексија и трансмисија представљају нетермалне интеракције које генеришу чисту 

светлосну енергију, која се затим пропагира кроз испитивани материјал. Апсорпција 

светлосне енергије зависи од великог броја фактора, укључујући физичку структуру и 

хемијски састав ткива, као и својства самог ласерског снопа. Када ласерска светлост уђе 

у ткиво, може бити апсорбована од стране различитих биолошких компоненти, 
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укључујући воду, протеине, али и различите типове ћелија. Ова апсорбована енергија 

може затим бити конвертована у топлотну енергију, што може довести до топлотног 

оштећења или стимулације биолошких процеса. Надаље, расејање светлости је још један 

важан процес, и оно може знатно утицати на дубину пенетрације ласерске светлости и 

њену дистрибуцију унутар ткива. Доминација одређеног процеса, било да је то 

рефлексија, апсорпција, расејање или трансмисија, током интеракције ласерског зрачења 

са ткивом, суштински зависи од мноштва фактора. Они укључују спецификације упадног 

ласерског снопа, посебно таласну дужину, дужину трајања импулса и енергију импулса. 

Наиме, таласна дужина ласерског зрачења утиче на дубину продирања светлости у ткиво, 

са различитим таласним дужинама које омогућавају различите дубине пенетрације. 

Дужина трајања импулса и енергија импулса, са друге стране, утичу на укупну количину 

енергије која се преноси на ткиво, што може даље утицати на вероватноћу апсорпције 

или расејања. Додатно, стање површине ткива, апсорптивност испитиване мете и 

геометрија фокусирања такође имају значајан утицај. Стање површине може варирати у 

зависности од специфичних биолошких и физичких карактеристика ткива, док 

апсорптивност циљане мете може утицати на количину светлости која се апсорбује у 

поређењу са оном која се рефлектује или расејава. Геометрија фокусирања, која се 

односи на облик и оријентацију ласерског снопа, може такође утицати на дистрибуцију 

светлости унутар ткива. Стога би, све ове варијабле требало пажљиво размотрити 

приликом примене ласерске технологије у биолошким и медицинским контекстима, како 

би се осигурала оптимална ефикасност и смањио ризик од потенцијалних штетних 

ефеката. 

3.1.1. Рефлексија и преламање 

Феномени рефлексије и преламања представљају кључне механизме који се 

јављају током преласка ласерског зрачења из једне средине у другу, које се карактеришу 

својим специфичним индексима преламања 𝑛  и 𝑛′ . На наведеној граници део упадне 

светлости подлеже процесу који се назива рефлексија, што значи да се одбија и враћа 

назад у првобитну средину [85]. Паралелно са рефлексијом, део светлости прелази 

границу и улази у другу средину, што доводи до феномена преламања [86]. Путања 

светлосног снопа се тада мења, што се одражава променом његовог смера услед разлике 

у брзини светлости између две средине, коју одређује њихов индекс преламања. Описана 

интеракција светлости са границом између две средине је визуелизована на Слици 3.2 и 

илуструје како светлост делимично рефлектује и прелама на граници између две средине 

– чији су индекси преламања 𝑛 и 𝑛′. 

 

Слика 3.2. Илустрација геометрије упадног, рефлектованог и преломљеног зрака сa 

обележеним угловима: 𝜃𝑢 за упадни, 𝜃𝑟 за рефлектовани и 𝜃𝑝 за преломљени зрак. 
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Анализа ласерског зрачења приликом преласка из једне у другу средину заснива 

се на два основна закона: Снелијус-Декартовом закону преламања [87] и закону 

рефлексије [88]. Снелијус-Декартов закон преламања успоставља везу између индекса 

преламања 𝑛 и 𝑛′, као и упадног и преломљеног угла према математичкој формули: 

 𝑛 sin[𝜃𝑢] = 𝑛′ sin[𝜃𝑝]. (3.1) 

За реализацију феномена рефлексије, нужно је да упадни и рефлектовани зрак, као и 

нормала на границу између средина, леже у истој равни (видети Слику 3.2). Уколико 

ласерски сноп пада на границу између средина под упадним углом 𝜃𝑢  у односу на 

нормалу, рефлектовани угао 𝜃𝑟  ће бити једнак упадном углу 𝜃𝑖 . Овај фундаментални 

закључак, познат као закон рефлексије се изражава као:  

 𝜃𝑢 = 𝜃𝑟. (3.2) 

Битно је напоменути да ће у овом поглављу фокус бити на феномену познатом као 

спекуларна рефлексија. Спекуларна рефлексија настаје током интеракције светлости и 

површине што резултира одбијањем светлости слично као од огледала, при чему се 

светлост не расејава већ остаје концентрисана у једном смеру. Овај феномен је 

илустрован на Слици 3.3 (а). Наиме, када се анализира спекуларна рефлексија, кључна 

претпоставка је да су нерегуларности површине циљног сегмента занемарљиве у односу 

на таласну дужину упадног ласерског снопа. Ова претпоставка се често уводи ради 

поједностављења теоријског модела. Супротно, уколико аномалије на површинској 

структури испитиване мете ескалирају до те мере да су еквивалентне или надмашују 

скалу таласне дужине упадног снопа, могуће је уочити значајну промену у модалитету 

интеракције између светлости и материје, манифестовану кроз алтернативни модел 

рефлексије. Наиме, у таквим околностима, настаје феномен дифузионе рефлексије, што 

је приказано на Слици 3.3 (б). Дифузна рефлексија се јавља када светлост пада на 

површину која није савршено глатка, узрокујући распршење светлости у многобројне 

смерове, за разлику од спекуларне рефлексије где се светлост одбија у једном смеру. 

 
Слика 3.3. Илустрација геометрије: (а) спекуларне и (б) дифузионе рефлексије. 

Закони представљени једначинама (3.1) и (3.2) су од кључног значаја за 

разумевање интеракције ласерске светлости са одабраним метама. Оне пружају 

математички оквир кроз који се може квантитативно интерпретирати и предвидети 

понашање светлости приликом њене интеракције са различитим површинама. Међутим, 

постоји специфична ситуација када једначина (3.1) не може бити задовољенa. То се 

догађа у случају када је упадни угао такав да је sin[𝜃𝑢] већи од односа 𝑛′/𝑛, односно када 

важи: sin[𝜃𝑢] > 𝑛′/𝑛. Под таквим околностима, процес преламања ласерског снопа неће 

се одиграти. Уместо тога, остварује се услов за појаву тоталне рефлексије, што 

представља посебан оптички феномен. Појава тоталне рефлексије се јавља када светлост 

прелази из средине са већим индексом преламања у средину са нижим индексом 
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преламања под одговарајућим упадним углом. Овај феномен има широку примену, 

посебно у оптичким влакнима [89-91], где се користи за пренос информација на велике 

удаљености без губитака. 

Закон рефлексије и Снеллиус-Декартов закон описују смер рефлектованог и 

преломљеног светлосног снопа на граници две средине. Међутим, они не објашњавају 

потпуно како се амплитуде и фазе електромагнетних таласа мењају на тој граници, нити 

колико се зрачења рефлектује а колико прелама, што је кључно за разумевање преноса 

светлости кроз различите материјале. Одговори на ова питања могу се наћи кроз анализу 

амплитудних коефицијената рефлексије, 𝜌𝑟 , и трансмисије, 𝜏𝑡 , као и кроз разумевање 

њихових интензитета – рефлектансе, ℛ = |𝜌𝑟|
2, и трансмитансе, 𝒯 = |𝜏𝑡|

2. Коефицијент 

рефлексије је параметар који се дефинише као однос између интензитета рефлектованог 

зрачења, 𝐸𝑟, и упадног зрачења, 𝐸𝑢, односно 𝜌𝑟 = 𝐸𝑟/𝐸𝑢. Ово се може замислити као део 

светлосне енергије која се ,,одбија” назад када светлост наиђе на границу између две 

средине. Сa друге стране, коефицијент трансмисије описује део енергије зрачења који је 

преломљен и дефинише се као однос између интензитета преломљеног зрачења, 𝐸𝑝, и 

интензитета упадног зрачења, 𝐸𝑢 , односно 𝜏𝑡 = 𝐸𝑝/𝐸𝑢 . То је, дакле, део светлосне 

енергије која ,,пролази” кроз границу између две средине. Осим тога, од суштинског је 

значаја разматрање феномена апсорпције светлости. Када светлосни талас наиђе на 

материјал, одређени део његове енергије може бити апсорбован, што резултира 

смањењем укупне енергијске вредности светлости. У том контексту, уводи се често и 

појам апсорпционог коефицијента, означеног са 𝒜𝑠 , чији се утицај одређује помоћу 

израза: 𝒜𝑠 = 1 − (ℛ + 𝒯). Наведени параметри се анализирају и изводе коришћењем 

познатих Френелових једначина. Ове формуле су од виталног значаја у области физике 

ласера, јер омогућавају прецизно предвиђање понашања светлости када прелази из једне 

средине у другу, узимајући у обзир све аспекте, укључујући рефлексију, преламање и 

апсорпцију. 

3.1.1.1. Анализа оптичких карактеристика средине – примена Френелових формула  

Коефицијенти рефлактансе, ℛ, трансмитансе, 𝒯, и апсорпционе способности, 𝒜𝑠, 

у литератури се најчешће наводе као оптичке карактеристике посматране средине [92]. 

Експериментално је показано да сваки од њих строго зависи од природе посматраног 

узорка, избора таласне дужине, угаоних зависности, али и од пречника изабране мете. У 

циљу детаљне анализе наведених зависности, нужно је подробније испитати карактер 

интеракције ласерског зрачења са метом биолошког порекла. То је могуће учинити 

коришћењем феноменолошке теорије, која је заснована на примени Френелових 

једначина.  

На самом почетку уводи се концепт две супстанцијалне средине различитих 

оптичких густина: ваздуха, 𝑛, и ткива, 𝑛′. Оне су одвојене равном граничном површином 

(као што је приказано на Слици 3.3). На ту границу, из средине са индексом преламања 

𝑛, долази упадни монохроматски талас са фреквенцијом 𝜔: 

 �⃗� 𝑢 = �⃗� 0,𝑢exp[𝜔𝑡 − �⃗� 𝑢 ∙ 𝑟 ]. (3.3) 

где је �⃗� 0,𝑢  амплитуда упадног снопа, �⃗� 𝑢  одговарајући таласни вектор и 𝑡 време. Када 

овај талас удари на граничну површ, део се рефлектује назад у посматрану средину 𝑛, 

формирајући рефлектовани талас, �⃗� 𝑟 = �⃗� 0,𝑟exp[𝜔𝑡 − �⃗� 𝑟 ∙ 𝑟 ] . Преостали део таласа 

прелази у средину 𝑛′, формирајући преломљени талас �⃗� 𝑝 = �⃗� 0,𝑝exp[𝜔𝑡 − �⃗� 𝑝 ∙ 𝑟 ]. 
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Интеракција електромагнетног зрачења са материјалима биолошког порекла чини 

основу бројних савремених медицинских техника, укључујући различите дијагностичке 

и терапеутске процедуре. У циљу дубљег разумевања и оптимизације овог сложеног 

процеса, кључно је схватити основне физичке принципе који стоје иза ове интеракције. 

Један од тих принципа је поларизација светлости. Поларизација светлости се односи на 

оријентацију осцилација електричног поља у односу на раван површине на коју светлост 

пада (Поглавље 2). Ова оријентација, изражена кроз поларизацију светлости, може 

значајно утицати на интеракцију светлости са ткивом, нарочито на процесе рефлексије, 

трансмисије и апсорпције светлости. У овом контексту, два облика поларизације - 𝑠  
(ознака ,,𝑠” потиче од немачке речи ,,senkrecht”, што у преводу значи ,,нормално”) и 𝑝 

(oзнака ,,𝑝” долази од немачке речи ,,parallele”, што значи ,,паралелно”) - се истичу због 

свог значајног утицаја на интеракцију електромагнетних таласа са материјалима 

биолошког порекла. За 𝑠 − поларизоване електромагнетне таласе, карактеристично је да 

вектор јачине електричног поља осцилује у равни која је нормална на раван формирану 

правцем пропагације таласа и нормале на граничну површину између две средине. Ова 

конфигурација је приказана на Слици 3.4 (а). Супротно, 𝑝 − поларизација, карактерише 

стање у коме електрично поље осцилује унутар упадне равни, односно у равни 

формираној смером пропагације таласа и нормалом на површину средине (видети Слику 

3.4 (б)). Наведени облици поларизације електромагнетних таласа различито утичу на 

процесе рефлексије, трансмисије и апсорпције на граници између две средине. Обе врсте 

поларизација ће се даље разматрати кроз примену Френелових једначина, како би се 

разумела њихова улога у понашању електромагнетног таласа приликом интеракције са 

материјалима биолошког порекла. 

 
Слика 3.4. Промене електричног и магнетног поља кроз простор и време, репрезентоване кроз 

векторе њихових јачина �⃗�  и �⃗⃗�  који синусоидално флуктуирају, су илустроване при: (а) 𝑠 − и (б) 

𝑝 − поларизацији електричног поља. 

У контексту интеракције електромагнетног таласа са границом између две 

средине различите оптичке густине, упадни монохроматски талас у 𝑥𝑂𝑦 − равни може 

се описати следећим сетом једначина: 

 �⃗� = {
�⃗� 𝑢 + �⃗� 𝑟 ,   за 𝑧 > 0

�⃗� 𝑝,   за 𝑧 < 0 
, (3.4) 

 
�⃗⃗� = {

�⃗⃗� 𝑢 + �⃗⃗� 𝑟 ,   за 𝑧 > 0

�⃗⃗� 𝑝,   за 𝑧 < 0 
. 

(3.5) 

Ове једначине описују дистрибуцију електричног, �⃗� , и магнетног, �⃗⃗� , поља у простору, 

где се �⃗� 𝑢  и �⃗⃗� 𝑢  односе на упадни талас, �⃗� 𝑟  и �⃗⃗� 𝑟  на рефлектовани талас, а �⃗� 𝑝  и �⃗⃗� 𝑝  на 
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преломљени талас. Услов 𝑧 > 0 означава простор где се упадни и рефлектовани талас 

налазе, док 𝑧 < 0 означава простор где се преломљени талас налази након што прелази 

границу између две средине.  

Сада се уводи претпоставка да су рефлектовани и преломљени талас 𝑠 −
 поларизовани 8, као на Слици 3.5. Ова претпоставка је у складу са експерименталним 

истраживањима, како је наведено у референци [93]. Овај феномен се може разумети ако 

се препозна да су рефлектовани и преломљени таласи продукт принудних осцилација 

које изазива електрично поље упадног таласа. Као последица ових принудних осцилација, 

рефлектовани и преломљени талас усвајају идентичну поларизацију упадног таласа. Ово 

указује на очување 𝑠 − поларизације кроз процес рефлексије и трансмисије на граници 

између две средине. 

 

Слика 3.5. Илустрација приказује геометрију и векторе поља електромагнетног таласа при 

интеракцији 𝑠 − поларизованог упадног зрака између ваздуха (𝑛) и ткива (𝑛′). 

Анализом Слике 3.5, сада је могуће закључити да су 𝑧 − координате вектора �⃗� 𝑢, �⃗� 𝑟 и �⃗� 𝑝 

постављене дуж 𝑠 − правца. То указује на чињеницу да се компоненте електричног поља 

ових таласа пружају паралелно 𝑠 - правцу, што је карактеристично за 𝑠 - поларизацију, 

код које вектор електричног поља осцилује нормално на равну површину формирану 

правцем пропагације таласа и нормале на границу између две средине. Супротно томе, 

𝑥 − координате вектора �⃗⃗� 𝑢, �⃗⃗� 𝑟  и �⃗⃗� 𝑝 су смештене тако да компоненте магнетног поља 

ових таласа следе 𝑝 − правац9.  Имајући ово у виду, могуће је извести пројекције вектора 

�⃗⃗� 𝑢 , �⃗⃗� 𝑟  и �⃗⃗� 𝑝  на 𝑥 −осу. Ове пројекције се могу израчунати узимајући у обзир правце 

упадног, рефлектованог и преломљеног таласа: 𝐻𝑢𝑥 = −𝐻𝑢 cos[𝜃𝑢], 𝐻𝑟𝑥 = 𝐻𝑟 cos[𝜃𝑟] и 

𝐻𝑝𝑥 = −𝐻𝑝 cos[𝜃𝑝] . Наведене једначине се изводе из основних тригонометријских 

идентитета, узимајући у обзир да је cos[𝜃]  дефинисан као однос интензитета  𝑥 − 

компоненте и интензитета вектора. Као коначни корак, једначина (3.5) се може 

трансформисати тако што се све ове пројекције вектора магнетног поља уврсте у 

једначину, чиме се добија да је: 

 
8  Електрично поље је нормално на упадну раван. Овај феномен је у научној литератури познат под 

називом ,,нормална поларизација” [94]. 
9 Када се говори о 𝑠 − поларизованим (или трансверзално-електричним, ТЕ) таласима у 𝑥О𝑦 равни, могуће 

је приметити значајне карактеристике њихових електричних и магнетних поља. Електрично поље таквих 

таласа је нормално на раван упадног зрака, што подразумева његово ширење дуж 𝑠 − правца. У датој 

конфигурацији, 𝑠 − правац је усмерен дуж 𝑧 −  осе. Сa друге стране, магнетно поље је нормално на 

електрично поље. Због тога је могуће закључити да се при посматрању 𝑠 − поларизованих таласа магнетно 

поље се простире дуж 𝑝 − правца. У тродимензионалном простору 𝑥О𝑦 равни, 𝑝 − правац је дефинисан 

као раван коју формирају 𝑥 − и 𝑦 −осе. Према томе, магнетно поље, које се простире дуж 𝑝 − правца, 

садржи искључиво 𝑥 − и 𝑦 −компоненте. 
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 𝐻𝑢 cos[𝜃𝑢] − 𝐻𝑟 cos[𝜃𝑟] = 𝐻𝑝 cos[𝜃𝑝]. (3.6) 

Једначина (3.6) се може разумети као услов континуитета магнетног поља на граници 

између две оптички различите средине. Континуитет магнетног поља указује да, без 

обзира на промене које електромагнетни талас може доживети приликом преласка из 

једне средине у другу, укупна јачина магнетног поља остаје константна на граници. 

У контексту детаљније анализе електромагнетних таласа, потребно је увести и  

концепт таласне импедансе, 𝑍 , која је дефинисана као количник интензитета јачине 

електричног и магнетног поља, односно 𝑍 = |�⃗� |/|�⃗⃗� |  [94]. Ова величина је такође 

повезана са карактеристикама средине кроз који се талас шири, посебно са његовом 

магнетном пермеабилношћу, 𝜇, и диелктричном пермитивношћу, 𝜀, при чему важи да је: 

𝑍 = √𝜇/𝜀. Имајући све ово у виду, након примене дефиниције индекса преламања, 𝑛 =

𝑐√𝜇𝜀, као и закона рефлексије, 𝜃𝑢 = 𝜃𝑟, једначина (3.6) може се записати као: 

 
𝑛(𝐸𝑢−𝐸𝑟)

𝜇𝑢
cos[𝜃𝑢] =

𝑛′𝐸𝑝

𝜇𝑝
cos[𝜃𝑝]. (3.7) 

Добијена једначина представља услов континуитета електричног поља на граници 

између две средине, узимајући у обзир и таласну импедансу и индексе преламања 𝑛 и 𝑛′ 
средина, као и односе магнетних пермеабилности 𝜇𝑢 и 𝜇𝑝.  

У процесу анализе интеракције електромагнетног таласа са границом која дели 

две различите средине, од пресудног значаја је укључити у разматрање принцип 

континуитета тангенцијалних компоненти електричног поља на наведеној граници [95]. 

Овај принцип, који је интегрални постулат Максвелове електродинамике, сугерише да 

мора постојати константност укупног електричног поља паралелног са границом прелаза 

између две средине. Као илустрација овог концепта, може се посматрати ситуација на 

граници између две средине, приказане на Слици 3.5, која је дефинисана са 𝑧 = 0. Изнад 

ове границе (за 𝑧 > 0 ), укупно електрично поље је збир упадног и рефлектованог 

електричног поља, означеног са 𝐸𝑢 + 𝐸𝑟 . Насупрот томе, испод границе (за 𝑧 < 0 ), 

укупно електрично поље представља преломљено електрично поље, 𝐸𝑝 . Примена 

принципа континуитета указује на то да ова два електрична поља - она изнад и она испод 

границе - морају бити идентична. То значи да мора постојати једнакост између збира 

упадног и рефлектованог електричног поља и преломљеног електричног поља на 

граници између две средине. Ова констатација доводи до формирања једначине 𝐸𝑢 +
𝐸𝑟 = 𝐸𝑝, што је кључни корак за разумевање интеракције електромагнетног таласа са 

границама између различитих медијума. Узимајући у обзир ову релацију, могуће је 

применити низ математичких трансформација на једначину (3.7) ради раздвајања 

променљивих. Као резултат овог поступка, долази се до следећих једначина: 

 𝐸𝑢 [
𝑛

𝜇𝑢
cos[𝜃𝑢] −

𝑛′

𝜇𝑝
cos[𝜃𝑝]] = 𝐸𝑟 [

𝑛

𝜇𝑢
cos[𝜃𝑢] +

𝑛′

𝜇𝑝
cos[𝜃𝑝]]. (3.8) 

 2𝑛

𝜇𝑢
𝐸𝑢 cos[𝜃𝑢] = 𝐸𝑝 [

𝑛

𝜇𝑢
cos[𝜃𝑢] +

𝑛′

𝜇𝑝
cos[𝜃𝑝]]. 

(3.9) 

Ови изрази представљају основне поставке које регулишу интеракцију електромагнетног 

таласа са границом између две различите средине и представљају резултат очувања 

тангенцијалних компоненти електричног и магнетног поља на наведеној граници. 

Конкретно, једначина (3.8) одражава очување тангенцијалне компоненте електричног 

поља и артикулише везу између амплитуда упадног, 𝐸𝑢, и рефлектованог електричног 

поља, 𝐸𝑟, индекса преламања, 𝑛 и 𝑛', и пермеабилности средине, 𝜇𝑢 и 𝜇𝑝, и углова под 
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којима упадни, 𝜃𝑢, и преломљени, 𝜃𝑝, таласи падају на граничну површ. Једначина (3.9) 

формулише услов очувања тангенцијалне компоненте електричног поља на граници. У 

овој једначини, изражена је корелација између амплитуда упадног, 𝐸𝑢, и преломљеног 

електричног поља, 𝐸𝑝, индекса преламања, 𝑛 и 𝑛', и пермеабилности средине, 𝜇𝑢 и 𝜇𝑝 и 

углова упадних, 𝜃𝑢 , и преломљених таласа, 𝜃𝑝 . Треба нагласити да су ове једначине 

применљиве само у случају 𝑠 − поларизације. Ако светлост није поларизована на овај 

начин, једначине се знатно разликују. 

У наставку анализе, неопходно је креирати јасну физичку слику проучаваног 

феномена, те пружити квантитативну анализу интеракција које се одвијају на граници 

између две средине. Ово се постиже уводом коефицијената рефлексије и трансмисије, 

који су кључне величине за карактеризацију ових феномена. Када електромагнетни талас 

сусретне границу између две различите средине, део његове енергије се рефлектује, док 

други део продире кроз границу. Коефицијент рефлексије, означен са 𝜌𝑟 , представља 

меру количине енергије електромагнетног таласа која се рефлектује назад у првобитну 

средину. Слично томе, коефицијент трансмисије, означен са 𝜏𝑡 , описује део енергије 

упадног електромагнетног таласа који прелази у другу средину. Наведени коефицијенти 

омогућавају напредак од општег теоријског описа очувања компоненти поља на граници, 

према конкретнијем и детаљнијем опису понашања електромагнетних таласа у 

специфичним интеракцијским ситуацијама. Стога, коефицијенти рефлексије и 

трансмисије представљају есенцијалне елементе у анализи понашања електромагнетних 

таласа при интеракцији са ткивима. Стога, фокус је сада усмерен на извођење израза за 

ове коефицијенте, користећи једначине (3.8) и (3.9), и разматрање њихове зависности од 

карактеристика средине и услова упадног таласа. 

Коефицијент рефлексије у специјалном случају 𝑠 − поларизације, означен са 𝜌𝑟𝑠, 

односи се на параметар који прецизно описује однос интензитета рефлектованог зрачења, 

𝐸𝑟 , према упадном зрачењу, 𝐸𝑢 , односно 𝜌𝑟𝑠 = 𝐸𝑟/𝐸𝑢 . Ова дефиниција омогућава 

квантитативни опис карактеристика енергијске интеракције када се електромагнетни 

талас сусреће са граничном површином. Специфично, овај коефицијент пружа детаљне 

информације о количини енергије која се рефлектује натраг у примарну средину. Уз 

помоћ једначине (3.8), може се извести формула за амплитуду коефицијента рефлексије, 

𝜌𝑟𝑠, која је дефинисана као [96]: 

 𝜌𝑟𝑠 = (
𝐸𝑟

𝐸𝑢
)
𝑠
= 

𝑛cos[𝜃𝑢]

𝜇𝑢
−
𝑛′ cos[𝜃𝑝]

𝜇𝑝

𝑛cos[𝜃𝑢]

𝜇𝑢
+
𝑛′ cos[𝜃𝑝]

𝜇𝑝

. (3.10) 

Овај израз имплицира да промене у било ком од ових параметара резултирају различитом 

количином енергије која се рефлектује назад у изворну средину.  

Применом једначине (3.9), могуће је извести израз за амплитуду коефицијента 

трансмисије, 𝜏𝑡𝑠. Ова величина дефинише се као однос између интензитета преломљеног 

зрачења, 𝐸𝑝 , и интензитета упадног зрачења, 𝐸𝑢 , или прецизније, 𝜏𝑡𝑠 = 𝐸𝑝/𝐸𝑢 . 

Коефицијент трансмисије, у суштини, описује колико инцидентне енергије прелази из 

једне средине у другу када електромагнетни талас наиђе на границу између те две 

средине. Има велики значај, јер омогућава квантитативну анализу процеса трансмисије 

светлости. Користећи формулу која је изведена из једначине (3.9), могуће је израчунати 

прецизну вредност коефицијента трансмисије, 𝜏𝑡𝑠, у облику [96]: 

 𝜏𝑡𝑠 = (
𝐸𝑝

𝐸𝑢
)
𝑠
=

1

𝜇𝑢

2𝑛 cos[𝜃𝑢]

𝑛cos[𝜃𝑢]

𝜇𝑢
+
𝑛′ cos[𝜃𝑝]

𝜇𝑝

. (3.11) 
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Ова једначина пружа могућност прецизног квантитативног анализирања утицаја 

различитих параметара на процес преноса енергије на граници између две различите 

средине. 

У контексту електромагнетне теорије, ваздух и ткиво се често сматрају магнетно 

једнаким. Наиме, већина ткива, као и ваздух, су ,,немагнетни” материјали. То значи да 

њихова релативна магнетна пермеабилност, 𝜇𝑟, има вредност блиску јединици. Стога, у 

многим применама где се анализира интеракција електромагнетних таласа са ткивима, 

често је оправдана претпоставка да су ваздух и ткиво магнетно једнаки, односно да је 

𝜇𝑢 = 𝜇𝑝 = 𝜇 . Ово поједностављује математичке моделе и анализе, док у исто време 

пружа довољно тачне резултате за већину практичних примена. За 𝜇𝑢 = 𝜇𝑝 = 𝜇 , 

једначине (3.10) и (3.11) се додатно упрошћавају: 

 𝜌𝑟𝑠 =
cos[𝜃𝑢]−

𝑛′

𝑛
cos[𝜃𝑝]

cos[𝜃𝑢]+
𝑛′

𝑛
cos[𝜃𝑝]

,  (3.12) 

 𝜏𝑡𝑠 =
2 cos[𝜃𝑖]

cos[𝜃𝑖]+
𝑛′

𝑛
cos[𝜃𝑝]

. (3.13) 

Ови поједностављени изрази сада зависе само од индекса преламања 𝑛 и 𝑛′ (који описују 

брзину светлости у свакој од средина), и углова упадног и преламаног зрачења, 𝜃𝑢 и 𝜃𝑝. 

Ово омогућава лакшу анализу и интерпретацију физичких процеса који се одвијају на 

граници између две средине. Ипак, вреди напоменути да уведена апроксимација може да 

буде нетачна у специфичним ситуацијама, на пример, ако ткиво садржи неке магнетне 

састојке или је подвргнуто снажном спољашњем магнетном пољу. У таквим случајевима, 

потребно је узети у обзир разлике у магнетним карактеристикама материјала.  

Приликом преласка из ваздуха у ткиво, ласерски сноп се сусреће сa границом 

између ове две средине. На тој граници, део енергије ласерског снопа се рефлектује 

уназад у ваздух, док преостали део енергије продире у ткиво. Ова интеракција може се 

квантификовати помоћу концепта рефлектансе, ℛ, и трансмитансе, 𝒯. Рефлектанса, ℛ, 

представља удео енергије ласерског снопа који се рефлектује уназад у ваздух. У 

специјалном случају 𝑠 − поларизације, могуће ју је одредити квадрирањем амплитудног 

коефицијента рефлексије, 𝜌𝑟𝑠: 

 ℛ𝑠 = |𝜌𝑟𝑠|
2
= |

cos[𝜃𝑢]−
𝑛′

𝑛
cos[𝜃𝑝]

cos[𝜃𝑢]+
𝑛′

𝑛
cos[𝜃𝑝]

|

2

. (3.14) 

На пример, уколико је ℛ𝑠 = 0.2, то значи да се 20% упадне енергије рефлектује назад у 

ваздух. Супротно, трансмитанса, 𝒯, описује удео енергије ласерског снопа који продире 

у ткиво. Израчунава се квадрирањем амплитудног коефицијента трансмисије, 𝜏𝑡𝑠, као: 

 𝒯𝑠 = |𝜏𝑡𝑠|
2
= |

2 cos[𝜃𝑢]

cos[𝜃𝑢]+
𝑛′

𝑛
cos[𝜃𝑝]

|

2

. (3.15) 

Уколико је 𝒯𝑠 = 0.8, то значи да 80% упадне енергије прелази у ткиво. Укупна енергија 

ласерског снопа мора бити очувана, што значи да се рефлектована и трансмитована 

енергија морају збирно изједначити са целокупном упадном енергијом. Ова појава 

илуструје фундаментални принцип очувања енергије у контексту интеракције светлости 

са материјалом. 

Једначине (3.10) – (3.15) су у литератури [97] познате као Френелове формуле за 

𝑠 − поларизовани електромагнетни талас. Оне могу потенцијално пружити информације 

о рефлектованој, 𝐸𝑟, и преломљеној, 𝐸𝑝, компоненти вектора електричног поља, када је 
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позната упадна, 𝐸𝑢, компонента вектора електричног поља под условом да су познати 

изрази за амплитуду коефицијента рефлексије и трансмисије. Конкретно, за 𝑠 −
 поларизацију, паралелну са упадном равни, Френелове формуле се изражавају на 

следећи начин: 

 𝐸𝑟 = 𝜌𝑟𝑠 ∙ 𝐸𝑢, (3.16) 

 𝐸𝑝 = 𝜏𝑡𝑠 ∙ 𝐸𝑢. (3.17) 

У сценарију 𝑝 −поларизације монохроматског таласа 10, илустрованог на Слици 

3.6, електрично поље осцилује у равни која је паралелна са равни упадног снопа. Ова 

раван је дефинисана правцем пропагације таласа и нормале на површину границе између 

две средине. Наиме, када 𝑝 − поларизовани талас наилази на границу између две 

супстанцијалне средине различитих оптичких густина, долази до интеракције између 

таласа и те средине. На микроскопском нивоу, ова интеракција се одвија између атома 

или молекула средине и променљивог електричног поља упадног таласа. Под утицајем 

овог поља, електрони унутар атома или молекула почињу да осцилују, генеришући 

секундарне таласе у облику рефлектованих и преломљених таласа. Ови електрони су, 

заправо, принуђени да осцилују у складу са електричним пољем упадног таласа. Према 

томе, њихове осцилације се дешавају у равни која је паралелна са равни упадне светлости. 

Као резултат тога, рефлектовани и преломљени таласи које они генеришу такође ће 

осциловати у овој равни, што значи да ће задржати 𝑝 −поларизацију упадног таласа. Ово 

очување 𝑝 −поларизације кроз процес рефлексије и трансмисије може се схватити као 

манифестација принципа очувања оријентације електричног поља током интеракције 

таласа са посматраном средином [98]. Овај опис има своје границе. Заснован је на 

класичној слици електромагнетне интеракције и не узима у обзир неке ефекте који се 

могу појавити на квантним нивоима. Међутим, у многим практичним ситуацијама, ово 

је корисна апроксимација која омогућава ефикасно разумевање понашања 𝑝 −
 поларизованих таласа на граници између две средине. 

 
Слика 3.6. Илустрација приказује геометрију и векторе поља електромагнетног таласа при 

интеракцији 𝑝 − поларизованог упадног зрака између ваздуха (𝑛) и ткива (𝑛′). 

Разматрањем Слике 3.6 уочава се да се 𝑥 −координате вектора �⃗� 𝑢, �⃗� 𝑟 и �⃗� 𝑝 распоређују 

дуж 𝑝 −правца. Овај распоред указује на то да компоненте електричног поља упадног, 

рефлектованог и преломљеног таласа теже паралелности са 𝑝 − правцем. Контраст 

овоме представљају 𝑦 − координате вектора �⃗⃗� 𝑢 , �⃗⃗� 𝑟  и �⃗⃗� 𝑝  које су постављене на такав 

 
10  Електрично поље је паралелно упадној равни. Овај феномен је у научној литератури познат под 

називом ,,паралелна поларизација” [99]. 
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начин да компоненте магнетног поља одговарајућих таласа прате 𝑠 – правац 11 . С 

обзиром на ове чињенице, могуће је извести пројекције вектора �⃗� 𝑢, �⃗� 𝑟 и �⃗� 𝑝 на 𝑥 −осу. 

Ове пројекције могу се прецизно израчунати узимајући у обзир правце упадног, 

рефлектованог и преломљеног таласа: 𝐸𝑢𝑥 = 𝐸𝑢 cos[𝜃𝑢] , 𝐸𝑟𝑥 = −𝐸𝑟 cos[𝜃𝑟]  и 𝐸𝑝𝑥 =

𝐸𝑝 cos[𝜃𝑝]. Познајући тригонометријске идентитете, применом основних математичких 

релација, могуће је трансформисати једначину (3.4) тако да се ове пројекције укључе у 

разматрање, што доводи до релације: 

 𝐸𝑢 cos[𝜃𝑢] − 𝐸𝑟 cos[𝜃𝑟] = 𝐸𝑝 cos[𝜃𝑝]. (3.18) 

Разматрањем услова да на граници између две средине, 𝑧 = 0, једначина 𝐻𝑢 + 𝐻𝑟 = 𝐻𝑝 

осигурава континуитет тангенцијалне компоненте магнетног поља преко границе12 и 

узимањем још једном у обзир једначину за таласну импедансу [94]: 𝑍 = |�⃗� |/|�⃗⃗� | = √𝜇/𝜀, 

као и релацију 𝑛 = 𝑐√𝜇𝜀 [95], следи да је: 

 
𝑛𝐸𝑢

𝜇𝑢
+
𝑛𝐸𝑟

𝜇𝑢
=

𝑛′𝐸𝑝

𝜇𝑝
. (3.19) 

Слично као код 𝑠 − поларизације, комбиновањем једначина (3.18) и (3.19) добија се 

израз за амплитуду коефицијента рефлексије изражен преко упадног и преломљеног 

угла: 

 𝜌𝑟𝑝 = (
𝐸𝑟

𝐸𝑢
)
𝑝
= 

𝑛cos[𝜃𝑝]

𝜇𝑢
−
𝑛′ cos[𝜃𝑢]

𝜇𝑝

𝑛cos[𝜃𝑝]

𝜇𝑢
+
𝑛′ cos[𝜃𝑢]

𝜇𝑝

, (3.20) 

као и релација за амплитуду коефицијента трансмисије: 

 𝜏𝑡𝑝 = (
𝐸𝑝

𝐸𝑢
)
𝑝
=

1

𝜇𝑢

2𝑛 cos[𝜃𝑢]

𝑛

𝜇𝑢
cos[𝜃𝑝]+

𝑛′

𝜇𝑝
cos[𝜃𝑢]

. (3.21) 

Поновним увођењем претпоставке да су ваздух и ткиво магнетно једнаки, односно да је 

могуће записати: 𝜇𝑢 = 𝜇𝑝 = 𝜇, једначине (3.20) и (3.21) могу се додатно упростити: 

 𝜌𝑟𝑝 =
cos[𝜃𝑝]−

𝑛′

𝑛
cos[𝜃𝑢]

cos[𝜃𝑝]+
𝑛′

𝑛
cos[𝜃𝑢]

, (3.22) 

 𝜏𝑡𝑝 =
2 cos[𝜃𝑢]

cos[𝜃𝑝]+
𝑛′

𝑛
cos[𝜃𝑢]

. (3.23) 

Изрази за рефлактансу, ℛ, и трансмитансу, 𝒯, у случају 𝑝 − поларизације имају облик: 

 ℛ𝑝 = |𝜌𝑟𝑝|
2

= |
cos[𝜃𝑝]−

𝑛′

𝑛
cos[𝜃𝑢]

cos[𝜃𝑝]+
𝑛′

𝑛
cos[𝜃𝑢]

|

2

, (3.24) 

 
11 Када се посматрају 𝑝 −поларизовани (или ТМ, трансверзално-магнетни) таласи, електрично поље је 

паралелно са равни упадног снопа, што значи да се простире дуж 𝑝 − правца, чиме се имплицира да 

електрично поље има само 𝑥 − и 𝑦 − компоненте. Магнетно поље је, са друге стране, нормално на раван 

упадног снопа и нормално је на електрично поље. Дакле, за 𝑝 − поларизоване таласе, магнетно поље се 

простире дуж 𝑠 − правца. У овом контексту, 𝑠 − правац је дефинисан као правац који је ортогоналан на 

𝑥О𝑦 раван, односно, то је 𝑧 −оса. Дакле, магнетно поље има само 𝑧 − компоненту. 
12  Ова једначина је изведена на основу чињенице да нема слободних струја на граници између две 

диелектричне средине које би могле да изазову скок у вредности магнетног поља. 



Докторска дисертација Христина Делибашић-Марковић 

 

40 

 

 
𝒯𝑝 = |𝜏𝑡𝑝|

2

= |
2cos[𝜃𝑢]

cos[𝜃𝑝]+
𝑛′

𝑛
cos[𝜃𝑢]

|

2

. 
(3.25) 

Једначине (3.20) – (3.25) представљају Френелове формуле за 𝑝 −  поларизовани 

електромагнетни талас [97]. Примена овде поменутих израза омогућава егзактно 

одређивање рефлектоване и преломљене компоненате вектора електричног поља, у 

случају када је упадна компонента вектора електричног поља позната, односно: 

 𝐸𝑟 = 𝜌𝑟𝑝 ∙ 𝐸𝑢, (3.26) 

 𝐸𝑝 = 𝜏𝑡𝑝 ∙ 𝐸𝑢. (3.27) 

Након увођења кључних концепта 𝑠 −  и 𝑝 −  поларизације, као и разматрања 

Френелових формула за ове специфичне случајеве, неопходно је детаљно анализирати 

концепт Брустеровог угла, 𝜃𝐵, у оквиру описа интеракције ласера са ткивом. Угао 𝜃𝐵 се 

односи на јединствени упадни угао при којем је коефицијент рефлексије за 𝑝 − 

поларизовану светлост једнак нули, 𝜌𝑟𝑝 = 0, што значи да рефлектовани талас потпуно 

нестаје. Другим речима, када светлост пада на граничну површину између две средине 

под овим специфичним углом, 𝑝 − поларизована светлост се потпуно преноси кроз другу 

средину без икакве рефлексије. Овај феномен је посебно користан у ситуацијама где је 

циљ смањити рефлексију и максимизирати продор светлости у ткиво. Додатно, 

𝑠 − поларизовани таласи могу бити делимично рефлектовани, 𝜌𝑟𝑠 ≠ 0 , чак и под 

Брустеровим углом. 

Феномен Брустеровог угла захтева анализу специфичног граничног случаја у 

којем су преломљени и рефлектовани зраци међусобно нормални, односно, када важи 

𝜃𝑝 + 𝜃𝑟 = 𝜋/2 (видети Слику 3.7). 

 

Слика 3.7. Илустрација граничног случаја у коме важи релација: 𝜃𝑝 + 𝜃𝑟 = 𝜋/2. 

Да би се изразио Брустеров угао, полази се од дефиниције закона преламања: 𝑛 sin[𝜃𝑢] =
𝑛′ sin[𝜃𝑝]. Тачније, имајући у виду да је на Слици 3.7 наметнут услов: 𝜃𝑝 + 𝜃𝑟 = 𝜋/2, 

могуће је записати: 

 𝑛 sin[𝜃𝑢] = 𝑛′ sin [
𝜋

2
− 𝜃𝑟].  (3.28) 

Примена тригонометријског идентитета [100]: sin[𝜋/2 − 𝜃𝑢] = cos[𝜃𝑢]  на једначину 

(3.28) омогућава да се овај израз трансформише као: 
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sin[𝜃𝑢]

cos[𝜃𝑢]
=

𝑛′

𝑛
.  (3.29) 

односно коришћењем дефиниције тангенса угла [100]: tan[𝑥] = sin[𝑥]/ cos[𝑥], могуће је 

извести финалну форму израза за рачунање Брустеровог упадног угла 𝜃𝐵: 

 tan[𝜃𝐵] =
𝑛′

𝑛
.  (3.30) 

Ова формула имплицира да, када је индекс преламања материјала биолошког порекла 

познат, може се одредити Брустеров угао у циљу оптимизовања ласерске терапије или 

операције како би се смањила рефлексија 𝑝 − поларизоване светлости. Схватање овог 

параметра и његова примена у контексту интеракције ласера са ткивом потенцијално 

може помоћи у оптимизацији терапеутских протокола и побољшању ефикасности 

ласерских третмана.  

3.1.2. Нумеричка анализа Френелових формула на граници ваздух/ткиво 

Френелове једначине и Брустеров угао феноменолошки представљају кључне 

елементе у разумевању интеракција светлости са срединама различитих индекса 

преламања, посебно у погледу феномена рефлексије и преламања. Ови концепти 

обезбеђују математички оквир који омогућава квантитативно предвиђање понашања 

светлости на граници две различите средине. Са циљем постизања дубљег разумевања 

процеса који стоје иза претходно приказаних резултата и наглашавања сложености и 

прецизности потребне за нумеричку анализу ових оптичких феномена, коришћен је 

програмски језик Волфрам [101]. Он је специјализован за симболичку и нумеричку 

обраду података, што га чини идеалним алатом за имплементацију и проучавање ових 

феномена.  

На Слици 3.8 приказане су амплитудне вредности рефлексионих, 𝜌𝑟 , и 

трансмисионих, 𝜏𝑡, коефицијената, као и припадајући интензитети - рефлектанса, ℛ, и 

трансмитанса, 𝒯 . Анализирани су случајеви 𝑠 −  и 𝑝 −  поларизације, у контексту 

преласка електромагнетног снопа из атмосферских услова (где је индекс преламања 𝑛 =
1) у ткиво (чији индекс преламања варира у опсегу од 1.33 до 1.5 - видети Табелу 3.1). 

Поред тога, како би се добила свеобухватна анализа ових феномена, у нумеричку анализу 

је укључен и Брустеров угао, 𝜃𝐵. Илустрација овог специфичног угла представља кључну 

тачку у разумевању интеракције светлости са ткивом, посебно у контексту могућности 

минимизације рефлексије и максимизације трансмисије светлости. 
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Слика 3.8. Визуелна репрезентација резултата добијених нумеричком анализом Френелових 

формула при проласку електромагнетног снопа из ваздуха у ткиво за случај: (а) и (б) 

конституената меког ткива, 𝑛′ = 1,33, (в) и (г) одређених епидермалних слојева коже, 𝑛′ = 1,5 

[102]. 

Табела 3.1. Оптичке густине, 𝑛′, различитих ткива измерених у опсегу таласних дужина од 456 

nm до 1064 nm [102]. 

Ткиво Индекс преламања 𝒏′ 

Аорта 1,39 

Бешика 1,38 

Сива мождана маса 1,36 

Бела мождана маса 1,38 

Дебело црево 1,36 

Једњак 1,37 

Абдоминална масноћа 1,46 

Мишићно ткиво срца 1,38 

Бубрег 1,37 

Јетра 1,38 

Мишићи 1,38 

Беоњача 1,36−1,47 

Слезина 1,37 

 

Резултати приказани на Слици 3.8 недвосмислено показују да за Брустерове упадне 

углове 𝜃𝐵 ≈ 53 (видети Слику 3.8 (а), (б)) и 𝜃𝐵 ≈ 56 (видети Слику 3.8 (в), (г)) нема 

рефлектованог 𝑝 − поларизованог таласа (ℛ𝑝 = 0 и 𝜌𝑟𝑝 = 0). Коефицијенти рефлексије, 
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𝜌𝑟𝑠  и 𝜌𝑟𝑝 , и трансмисије, 𝜏𝑡𝑠  и 𝜏𝑡𝑝 , су позитивни, изузев у случајевима преласка из 

оптички гушће у оптички ређу средину, када постају негативни. Позитивне вредности 

ових коефицијената значе да у посматраном систему нема скока фазе, а у супротном 

случају могуће је тврдити да је дошло до скока за 180°. У овој докторској дисертацији 

неће бити од интереса прелази електромагнетног снопа из оптички гушће у оптички ређу 

средину (прелаз ткиво → ваздух), те због тога нису анализирани на Слици 3.8. Извршено 

jе и поређење са кривама доступним у литератури [102], при чему jе добиjено одлично 

слагање, што потврђује ваљаност резултата приказаних у овом раду. 

3.1.3. Апсорпција и трансмисија 

Феномен апсорпције описује ситуацију у којој сноп електромагнетног зрачења, 

када удари на површину материјала биолошког порекла, не одбија се назад нити 

наставља да се шири кроз материјал. Уместо тога, енергија зрачења се апсорбује у 

материјалу, што може да резултира разним променама унутар саме структуре материјала. 

Описани феномен захтева енергијске промене на атомском и (или) молекуларном нивоу. 

Ове промене резултирају конверзијом дела ласерског зрачења у друге облике енергије, 

као што су топлота или кинетичка енергија, што се манифестује као повећање вибрација 

атома и молекула у третираној мети. Способност ткива да апсорбује електромагнетно 

зрачење зависи од различитих фактора. То укључује електронски састав атома или 

молекула, таласну дужину зрачења, дебљину апсорбујућег слоја, као и унутрашње 

параметре као што су температура и концентрација апсорбујућег материјала. Узимајући 

у обзир описану комплексност, могуће је формирати математички израз који описује 

апсорпцију. Наиме, у случају да монохроматски електромагнетни сноп интензитета 𝐼 
пролази кроз апсорбујући слој дебљине 𝑑𝑙 , редукција интензитета зрачења ће бити 

директно пропорционална интензитету примењеног зрачења, 𝐼 , као и концентрацији 

апсорбујућих врста у материјалу, 𝑐𝑎, односно: 

 −
𝑑𝐼

𝑑𝑙
∝ 𝐼 ∙ 𝑐𝑎. (3.31) 

Увођењем коефицијента пропорционалности 𝑘𝑎, једначина (3.31) постаје: 

 −
𝑑𝐼

𝑑𝑙
= 𝐼 ∙ 𝑐𝑎 ∙ 𝑘𝑎, (3.32) 

при чему вредност коефицијента 𝑘𝑎 зависи од избора таласне дужине и температуре.  

Раздвајањем променљивих у једначини (3.32) омогућује се аналитичка 

интеграција:  

 −∫
𝑑𝐼

𝐼
= 𝑐𝑎 ∙ 𝑘𝑎 ∙ ∫ 𝑑𝑙, (3.33) 

односно решавањем интеграла може се написати: 

 −ln(𝐼) = 𝑐𝑎 ∙ 𝑘𝑎 ∙ 𝑙 + 𝑐1, (3.34) 

где је 𝑐1 константа интеграције. Константа интеграције може да се одреди из почетног 

услова да на нултој дебљини слоја 𝑙 = 0, интензитет преломљеног зрачења мора бити 

једнак интензитету упадног зрачења, односно 𝐼 = 𝐼0, добија се да је:  

 −ln(𝐼) = 𝑐𝑎 ∙ 𝑘𝑎 ∙ 𝑙 − ln(𝐼0), (3.35) 

 ln(𝐼0) − ln(𝐼) = 𝑐𝑎 ∙ 𝑘𝑎 ∙ 𝑙, (3.36) 
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 ln (
𝐼0

𝐼
) = 𝑐𝑎 ∙ 𝑘𝑎 ∙ 𝑙. 

(3.37) 

Једначину (3.37) је могуће додатно трансформисати увођењем познатог математичког 

индентитета, ln(10) ∙ log (𝑥) = ln (𝑥) [100] као: 

 2,30258 ∙ log (
𝐼0

𝐼
) = 𝑐𝑎 ∙ 𝑘𝑎 ∙ 𝑙, (3.38) 

 log (
𝐼0

𝐼
) =

𝑐𝑎∙𝑘𝑎∙𝑙

2.30258
, (3.39) 

 ln (
𝐼0

𝐼
) = 𝑐𝑎 ∙ 𝜀𝑎 ∙ 𝑙. 

(3.40) 

У једначини (3.40) уведена је величина 𝜀𝑎, позната у литератури као линеарни моларни 

апсорпциони коефицијент (или моларна апсорптивност) [103]. Он се дефинише као 𝜀𝑎 =
𝑘𝑎/2.30258 , где је 𝑘𝑎  константа. Вредност овог коефицијента зависи од неколико 

фактора: изабране таласне дужине упадног снопа зрачења, 𝜆, природе изабраног ткива и 

температуре. Међутим, није зависна од дебљине апсорбујућег слоја, 𝑙, и концентрације 

апсорбујућих врста у материјалу, 𝑐𝑎 . У SI систему јединица, моларни апсорпцијски 

коефицијент се обично изражава као М−1 cm−1, где је М моларна концентрација. 

Имајући све горе поменуто у виду, након примене једноставних математичких 

операција, једначину (3.40) је могуће трансформисати и записати у експоненцијалној 

форми као што следи: 

 𝐼 = 𝐼0 ∙ exp[−𝑐𝑎 ∙ 𝜀𝑎 ∙ 𝑙], (3.41) 

или у редукованом облику: 

 𝐼 = 𝐼0 ∙ exp[−𝜇𝑎 ∙ 𝑙], (3.42) 

где је 𝜇𝑎  коефицијент апсорпције, при чему важи релација 𝜇𝑎 = 𝜀𝑎 ∙ 𝑐𝑎  [107]. 

Коефицијент 𝜇𝑎  одражава способност материјала да апсорбује светлост, где веће 

вредности указују на већу апсорпцију. Конкретно, за биолошке материјале, 𝜇𝑎 обично 

варира у опсегу 0,001 < 𝜇𝑎 < 10 [104]. Експоненцијална функција у једначинама (3.41) 

и (3.42) одражава чињеницу да се интензитет светлости експоненцијално смањује док 

пролази кроз апсорбујући материјал. Једначина (3.41), као и њена редукована верзија 

представљена једначином (3.42), припада скупу математичких формулација познатих 

као Ламбер-Беров закон [105]. Он важи само у ситуацијама када се анализира 

монохроматско упадно зрачење, односно сноп светлости који је састављен само од једне 

таласне дужине фотона, које долази паралелно на површину нехомогеног апсорбујућег 

материјала, и то под сталним температурним условима. На крају, треба рећи да постоји 

неколико фактора који утичу на вредност апсорпционог коефицијента, означеног са 𝜇𝑎. 

Пре свега, 𝜇𝑎  значајно зависи од избора таласне дужине упадног зрака зрачења, 𝜆 . 

Овакав закључак је од суштинског значаја, јер ће различите таласне дужине интераговати 

на различите начине са разноврсним материјалима, што може значајно утицати на 

вероватноћу апсорпције. Друго, природа одабраног материјала, у овом контексту ткива, 

такође игра кључну улогу у одређивању вредности 𝜇𝑎 (видети Табелу 3.2). 
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Табела 3.2. Експериментално измерени коефицијенти апсорпције различитих материјала 

биолошког порекла за две различите таласне дужине - 850 nm и 1064 nm [104]. 

Ткиво 
Таласна тужина, 𝝀 

[𝐧𝐦] 

Коефицијент апсорпције, 𝝁𝒂 

[𝐦𝐦−𝟏] 

Јетра 
850 0,03 

1064 0,03 

Бела мождана маса 
850 0,08 

1064 0,04 

Сива мождана маса 1064 0,19 

Крв 
850 0,45 

1064 0,30 

Аорта 1064 0,20 

Мишићно ткиво срца 1064 0,04 

Бешика 1064 0,07 

Бубрези 1064 0,24 

Плућа 1064 0,28 

Фоликул косе 850 0,18 

На Слици 3.9, приказана је зависност интензитета примењеног ласерског зрачења 

од дебљине апсорбујућег слоја за јетру, белу мождану масу, фоликул косе и крв на 

таласној дужини од 850 nm. Као што је већ наглашено, сваки тип ткива има свој 

коефицијент апсорпције, што је мера способности ткива да апсорбује електромагнетно 

зрачење. На пример, јетра има коефицијент апсорпције од 0,03 mm−1 , док крв има 

знатно већи коефицијент од 0,45 mm−1 . То указује на то да крв апсорбује више 

електромагнетног зрачења од јетре на овој таласној дужини. 

 

Слика 3.9. График зависности интензитета примењеног ласерског зрачења, 𝐼, од дебљине 

апсорбујућег слоја, 𝑙, за 𝜆 = 850 nm. 

На основу приказаних података на Слици 3.9, јасно је да криве које представљају 

различите типове ткива показују различито понашање. Ово указује на варијабилност у 

начину на који различите врсте материјала биолошког порекла интерагују са ласерским 

зрачењем на одређеној таласној дужини. Дистинктивне карактеристике сваке криве су 

управо директна рефлексија својстава апсорпције одговарајуће мете. На пример, крива 
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за крв показује експоненцијалну зависност, што одражава висок коефицијент апсорпције 

крви и индикује брз пад интензитета зрачења са повећањем дебљине слоја. Насупрот 

томе, крива за јетру показује готово линеарну зависност, што указује на постепен пад 

интензитета зрачења са повећањем дебљине слоја, што је последица нижег коефицијента 

апсорпције. Дакле, изведени закључци сугеришу да јетра апсорбује мањи део 

електромагнетног зрачења у поређењу са крвљу, на истим таласним дужинама, што 

резултира мањим падом интензитета зрачења на већим дебљинама ткива. 

Слично томе, на Слици 3.10, приказана је зависност интензитета примењеног 

зрачења од дебљине апсорбујућег слоја за јетру, белу мождану масу, мишићно ткиво срца, 

бешику, аорту, бубреге, плућа и крв на таласној дужини од 1064 nm. Поново, свако ткиво 

има свој одговарајући коефицијент апсорпције. На овој таласној дужини, јетра има 

коефицијент апсорпције од 0,03 mm−1, док су плућа и крв на вишем крају спектра са 

коефицијентима од 0,28 mm−1, и 0,30 mm−1, респективно. 

 

Слика 3.10. График зависности интензитета примењеног ласерског зрачења, 𝐼, од дебљине 

апсорбујућег слоја, 𝑙, за 𝜆 = 1064 nm. 

Резултати приказани на Слици 3.10 илуструју сложеност интеракција између ласерског 

зрачења и ткива. Различите зависности интензитета примењеног зрачења од дебљине 

апсорбујућег слоја за различита ткива, при таласној дужини од 1064 nm, сведоче о 

варијабилности апсорптивних својстава различитих ткива. Ткива која показују готово 

линеарну зависност, као што су јетра, бела мождана маса и мишићно ткиво срца, имају 

релативно ниске коефицијенте апсорпције. То значи да ова ткива апсорбују мање 

електромагнетног зрачења по јединици дебљине, што доводи до постепеног пада 

интензитета зрачења са повећањем дебљине слоја. Овакав закључак указује на то да је 

већи део зрачења у стању да прође кроз ова ткива без значајног губитка интензитета. Сa 

друге стране, ткива која показују експоненцијалну зависност, као што су бешика, аорта, 

бубрези, плућа и крв, имају више коефицијенте апсорпције (видети Табелу 3.2). То значи 

да ова ткива апсорбују већи део електромагнетног зрачења по јединици дебљине, што 

доводи до бржег пада интензитета зрачења са повећањем дебљине слоја. Ово сугерише 

да третирана ткива ефикасније апсорбују електромагнетно зрачење, што резултира већим 

губицима интензитета са повећањем дебљине слоја.  

Резултати приказани на Сликама 3.9 и 3.10 управо указују на значај разумевања 

апсорптивних својстава различитих ткива приликом рада са електромагнетним зрачењем, 

посебно у контексту медицинских апликација. Различита ткива ће другачије реаговати 

на електромагнетно зрачење, што може имати значајне импликације на ефикасност 

дијагностичких и терапијских поступака. На пример, високи коефицијенти апсорпције 

могу бити корисни за циљање одређених ткива током терапије, док ниски коефицијенти 
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апсорпције могу омогућити да више зрачења продре кроз ткиво, побољшавајући 

ефикасност дијагностичких процедура. 

Апсорпција електромагнетног зрачења је још један у низу важних процеса који се 

одигравају током интеракције ласерске светлости са ткивом. Овај процес је од 

суштинског значаја, јер директно утиче на количину светлосне енергије која може 

продрети у посматрано ткиво. У свом основном облику, апсорпција је процес у којем се 

енергија електромагнетног зрачења, у овом случају ласерске светлости, конзумира кроз 

интеракцију са материјалом, у овом контексту ткивом. Показано је да вероватноћа 

апсорпције, обично квантификована кроз коефицијент апсорпције, открива колики део 

инцидентне светлосне енергије је апсорбован од стране материјала, што даље утиче на 

интензитет зрачења које може да продре кроз посматрани материјал. На Слици 3.11, 

приказани су коефицијенти апсорпције за неколико примарних конституената, или 

хромофора13, ткива у функцији таласних дужина у опсегу од 0,1 μm до 10,0 μm. Међу 

приказаним хромофорима су вода, која чини око 70% људског тела, протеини, који су 

основни градивни елементи ћелија, хемоглобин (Hb) и оксихемоглобин (HbO2), који су 

одговорни за транспорт кисеоника кроз крв, меланин, пигмент који одређује боју коже, 

косе и очију, и колаген, основни конституент влакана везивних ткива. 

 

Слика 3.11. Спектрална зависност коефицијената апсорпције ткива, 𝜇𝑎, у интервалу таласних 

дужина 0,1 μm ≤ 𝜆 ≤ 10 μm.  

Са Слике 3.11, може се уочити релативно ниска апсорпција примарних конституената 

ткива у спектралном опсегу од 0,5 μm до 1,5 μm. Наведени интервал таласних дужина је 

у литератури познат као ,,терапеутски” или ,,дијагностички” прозор [106], пошто се у 

овој области манифестују најефикаснији физиолошки одговори ткива на ласерски сноп. 

Овај опсег је идеалан за медицинске примене ласера, јер омогућава ласерском снопу да 

продре дубље у ткиво, а да притом не изазове непотребну штету услед прекомерне 

апсорпције. Са друге стране, опсег таласних дужина изван ,,терапеутског” прозора се 

користи за процесе као што је аблација ткива, где се висока апсорпција користи да би се 

 
13 Хромофори су молекули који апсорбују светлост на специфичним таласним дужинама и играју кључну 

улогу у дефинисању оптичких својстава ткива. 
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прецизно уклонили испитивани делови ткива, кроз процес загревања и испаравања [107]. 

Уочљиво је и смањење апсорпционог коефицијента за хромофоре, као што су меланин, 

хемоглобин и оксихемоглобин са повећањем таласне дужине. Ово се може објаснити 

својствима ових молекула и начином на који интерагују са електромагнетним зрачењем. 

Наиме, како таласна дужина расте, енергија фотона пада (јер су енергија и таласна 

дужина обрнуто пропорционалне), што значи да постоји мање енергије доступне за 

апсорпцију. Што се тиче интензивне апсорпције ултраљубичасте светлости од стране 

протеина добијених из ArF  или KrF ласера, овај феномен се може објаснити 

електронским структурама ових протеина. Ултраљубичаста светлост има довољно 

енергије да изазове електронске транзиције унутар ових молекула, што доводи до 

апсорпције светлости. На сличан начин, хромофори попут колагена и воде, ефикасно 

апсорбују светлост у средњеталасном инфрацрвеном спектру (3 –  8 μm). Ова појава се 

може објаснити вибрационим модовима ових молекула, који одговарају енергији 

инфрацрвених фотона. Када се фреквенција инфрацрвеног зрачења подудара са 

фреквенцијом вибрационих модова ових молекула, долази до резонантне апсорпције, 

што резултира повећаном ефикасношћу апсорпције. Конкретно, Er:YAG ласери, чија 

светлост се налази у овом спектралном опсегу, показују се као посебно ефикасни у 

интеракцији са овим ткивима. Вибрациони модови молекула воде и колагена су у 

резонанци са енергијом фотона ових ласера, што доводи до интензивне апсорпције и 

консеквентне топлотне реакције. Ова термичка реакција је основа за ,,оптичко тестирање” 

које омогућава прецизне медицинске процедуре, као што су интервенције у 

дерматологији и пластичној хирургији. У дуготрајном инфрацрвеном спектру 

(8 –  15 μm), CO2  ласери су посебно ефикасни. Овде, молекули воде, који су главни 

састојак ткива, имају вибрационе модове који се подударају са енергијом фотона ових 

ласера. Због тога је апсорпција светлости CO2  ласера у ткивима посебно висока, што 

омогућава њихову широку примену у различитим областима хирургије и офталмологије. 

У суштини, комплексан спектар апсорпције светлости у ткивима, илустрован на Слици 

3.12, је резултат различитих механизама интеракције између светлости и материјала, 

укључујући електронске транзиције, вибрационе модове и друге квантне механизме.  

Приказани апсорпциони спектри коже, зида аорте и рожњаче на Слици 3.12, у 

распону таласних дужина од 0,25 μm  до 0,75 μm , пружају додатно увид у сложену 

интеракцију између ласерске светлости и ткива. 

 

Слика 3.12. График зависности коефицијената апсорпције, 𝜇𝑎 , коже, зида аорте и рожњаче у 

интервалу таласних дужина 0,25 μm ≤ 𝜆 ≤ 0,75 μm. 
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Кожа је показала највиши ниво апсорпције ласерске светлости кроз цео спектар 

испитиваних таласних дужина приказаних на Слици 3.12. Овакав резултат може бити 

последица сложене мултицелуларне структуре коже која се састоји од различитих 

слојева [108], укључујући епидермис и дермис, сваки са својим јединственим оптичким 

својствима. На пример, меланин, пигмент који се налази у епидерму, познат је по својој 

способности да ефикасно апсорбује светлост у видљивом и ултраљубичастом делу 

спектра. Поред тога, дермис, који је богат колагеном, може да рефлектује и расејава 

светлост, што даље доприноси укупној апсорпцији. Конкретно, у видљивом делу спектра, 

коефицијент апсорпције коже постаје чак 20 до 30 пута већи од оног који је измерен у 

рожњачи [109]. Ово сугерише да се већа количина енергије зрачења апсорбује и претвара 

у друге облике енергије, попут топлоте, када светлост наиђе на кожу. Супротно томе, 

рожњача показује значајно ниже вредности апсорпције у истом спектру, што може бити 

последица њене јединствене структуре и састава. Наиме, рожњача је првенствено 

дизајнирана да буде транспарентна и да пропусти светлост до мрежњаче без значајног 

губитка интензитета зрачења кроз апсорпцију. Ова својства су неопходна за њену улогу 

у процесу вида.  

3.1.4. Нумеричка анализа феномена апсорпције 

Интеракција електромагнетног зрачења са материјалима биолошког порекла, 

укључује комплексне физичке процесе. Два кључна аспекта те интеракције су апсорпција 

и трансмисија зрачења. Апсорпција се односи на процес у којем материјал апсорбује део 

енергије електромагнетног зрачења, док трансмисија описује прелазак електромагнетног 

зрачења кроз материјал. У овом контексту, апсорпциони коефицијент (апсорбансa), 𝒜𝑠, 

представља меру колико материјал апсорбује зрачење. Ова вредност је повезана са 

трансмисивношћу, 𝒯 , која представља однос између интензитета излазног и улазног 

зрачења. Математичка веза између ова два параметра је дата логаритамском функцијом: 

 𝒜𝑠 = log(𝒯−1). (3.43) 

Трансмитивност је могуће дефинисати као однос интензитета излазног и улазног зрачења, 

односно 𝒯 = 𝐼/𝐼0 . Имајући ово у виду, увођењем Ламбер-Беровог закона (видети 

једначину (3.41)), једначина (3.44) постаје: 

 𝒯 = exp[−𝑐𝑎 ∙ 𝜀𝑎 ∙ 𝑙]. (3.44) 

Многобројни експерименти су доказали постојање експоненцијалне зависности између 

параметра трансмитивности, 𝒯 , и концентрације апсорбујућих врста у материјалу, 𝑐𝑎 

[110-112].  

Сменом једначине (3.44) у једначину (3.43) следи да је: 

 𝒜𝑠 = log (exp[𝑐𝑎 ∙ 𝜀𝑎 ∙ 𝑙]). (3.45) 

Једначину (3.45) је могуће трансформисати увођењем индентитета, log(exp[𝑥]) = 𝑥 [100] 

као: 

 𝒜𝑠 = 𝑐𝑎 ∙ 𝜀𝑎 ∙ 𝑙. (3.46) 

Из ове анализе може се извести недвосмислена линеарна зависност између апсорбансе и 

моларне апсорпционе способности, представљене параметром 𝜀𝑎. Овај коефицијент не 

само да пружа квантитативну меру интензитета апсорпције фотона у спектру зрачења, 

већ и одређује вредност апсорпције за специфичну таласну дужину, под претпоставком 

да је концентрација апсорбујућих ентитета у материјалу позната. Моларни апсорпциони 

коефицијент, 𝜀𝑎, није константан, већ се мења у зависности од таласне дужине упадног 
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светлосног зрачења. Ова варијација се може приказати као апсорпциони спектар, 𝜀𝑎(𝜆). 
Свака супстанца поседује свој јединствен апсорпциони спектар, који је одраз њене 

атомске и молекулске структуре. Конкретно, таласна дужина светлости која се апсорбује 

одговара транзицији електрона између енергијских нивоа унутар атома или молекула. 

Кроз анализу апсорпционог спектра, може се добити увид у детаљну структуру и састав 

супстанце. У контексту биолошких материјала, ова анализа је од изузетне важности.  

Апсорпциони спектар, визуелна репрезентација зависности апсорпције светлости 

од таласне дужине, представља кључан алат за анализу интеракција хемоглобина (Hb), 

молекула критичног за транспорт кисеоника у црвеним крвним зрнцима, са 

електромагнетним таласима различитих дужина. На Слици 3.13 приказан је апсорпциони 

спектар хемоглобина, добијен као резултат нумеричке симулације. 

 

Слика 3.13. Апсорпциони спектар хемоглобина, добијен као резултат нумеричке симулације у 

интервалу таласних дужина 250 nm ≤ 𝜆 ≤ 700 nm. 

У овом случају, параметар 𝜀  служи као квантитативна мера која одређује степен 

апсорпције светлости одређене таласне дужине на молекуларном нивоу. Тачније, на 

основу података представљених на Слици 3.13, може се приметити да вредности овог 

коефицијента осцилују у опсегу од 0 до 3 × 105 M−1cm−1, чиме се потврђују доступне 

експерименталне опсервације [113]. Вредности коефицијента ε које премашују праг од 

1 × 104 M−1cm−1 указују на високу моларну апсорптивност, имплицирајући ефикасну 

апсорпцију светлости од стране хромофора, односно дела молекула одговорног за 

апсорпцију светлости. Супротно томе, вредности испод 1 × 103 M−1cm−1  сугеришу 

слабу апсорпцију светлости. Спектралне вредности на којима је апсорпција хемоглобина 

највиша (представљене као пикови на апсорпционом спектру) нуде дубљи увид у 

структуру хемоглобина. Наиме, свака таласна дужина на којој се јавља пик одговара 

специфичној енергијској транзицији унутар хемоглобина - преласку електрона са једног 

енергијског нивоа на други. Анализа ових пикова може пружити детаљније информације 

о атомској и молекулској структури хемоглобина, као и његовој улози у транспорту 

кисеоника. Између осталог, интензитет пикова може пружити информације о 

концентрацији хемоглобина. Наиме, већи интензитет пикова обично указује на вишу 

концентрацију хемоглобина, док слабији интензитет обично указује на нижу 

концентрацију.  

Да би се постигла свеобухватнија анализа, имплементирана је нумеричка 

симулација која истражује таласне дужине на којима се апсорпција зрачења од стране 
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хемоглобина одвија најефикасније. Ови резултати могу се јасно видети у симулираном 

спектру представљеном на Слици 3.14.      

   

  

  

  

Слика 3.14. Апсорпциони спектри хемоглобина, добијени као резултат нумеричке симулације 

на: (а) 275 nm, (б) 350 nm, (в) 410 nm, (г) 525 nm и (д) 600 nm и израчунате респективне 

вредности моларне апсортивности, 𝜀𝑎 , и апсорбансе, 𝒜𝑠. На панелу ђ) је илустрован случај 

добијања минималних вредности параметара 𝜀𝑎 и 𝒜𝑠 за максималну вредност таласне дужине 

од 700 nm. 

Слика 3.14, приказује варијацију апсорбансе, 𝒜𝑠, у спектру, која осцилира у интервалу 

од 0 ≤ 𝒜𝑠 < 1 , али може и премашити вредност од 1. Ове флуктуације апсорбансе 
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илуструју како таласна дужина светлости може утицати на апсорпцију хемоглобина. 

Наиме, уколико је 𝒜𝑠 ≈ 0 на некој фиксираној таласној дужини (видети Слику 3.14 (ђ)), 

то значи да се примењено зрачење не апсорбује, што указује на слабу интеракцију између 

инцидентног зрачења и хемоглобина. У овом случају, примењена светлост се практично 

не апсорбује, већ се већим делом рефлектује или прелама кроз материјал. Са друге стране, 

ако 𝒜𝑠 ≈ 1, као што је приказано на Слици 3.14 (в), то сугерира да се скоро 100% упадне 

светлости апсорбује на тој специфичној таласној дужини. Овај феномен може се 

разумети у контексту резонантне апсорпције, где се фотони светлости одређене таласне 

дужине апсорбују, када се поклапају са енергијским нивоима хемоглобина. Вредности 

моларне апсорптивности 𝜀, израчунате на основу апсорпцијских врхова у симулацији, 

упоређене су са доступним експерименталним подацима [114]. Ово поређење пружа 

важан механизам валидације нумеричког модела, јер омогућава утврђивање његове 

тачности и поузданости. Уочена значајна корелација између симулираних и 

експерименталних резултата указује на високу прецизност нумеричког модела, 

потврђујући његову способност да поуздано симулира физичке феномене апсорпције 

светлости у хемоглобину. 

3.1.5. Расејање 

Истраживања спроведена у [115] су открила значајан феномен који се јавља када 

конфиниране честице ткива долазе у контакт сa електромагнетним зрачењем. У таквим 

случајевима, проматра се усмерено кретање тих честица дуж упадног електричног поља. 

Овај феномен је од великог значаја за разумевање интеракције електромагнетног зрачења 

сa материјом, посебно када се ради о ткиву. Важан аспект ове интеракције је везан за 

фреквенцију упадног таласа електромагнетног зрачења. Уколико је фреквенција упадног 

таласа једнака природној фреквенцији вибрација слободних честица у озраченом ткиву, 

долази до појаве резонанције. Резонанца се односи на феномен када фреквенција 

електромагнетног таласа постане усклађена са природним фреквенцијама осцилација 

унутар ткива [116], што доводи до појачања вибрација ткива услед интеракције са 

електромагнетним таласом. Описана усклађеност резултира појачаним енергијским 

преносом са таласа на честице ткива, што даље доводи до њиховог усмереног кретања 

дуж упадног електричног поља. Овај процес често прати и апсорпција енергије 

светлосног снопа од стране ткива. Супротно томе, феномен расејања се јавља када 

фреквенција упадне светлости не одговара природној фреквенцији вибрација честица 

биолошких материјала. У овом случају, резултирајућа вибрација честица мете је потпуно 

одређена индукованим осцилацијама. Наелектрисања генерисана унутар ткива тада 

имају исту фреквенцију и правац као и електрично поље упадног зрачења, али се фаза 

индукованих вибрација разликује од фазе упадног таласа. Ова фазна разлика доводи до 

смањења брзине фотона који пролази кроз оптички гушћу средину (ткиво) у односу на 

брзину фотона у оптички ређој средини (ваздух). Другим речима, фотони су успорени 

приликом проласка кроз ткиво због интеракције са честицама и индукованих осцилација. 

На путу простирања ласерског зрачења кроз материјале биолошког порекла, расејање ће 

зависити од таласне дужине упадне светлости, али и од структуре и индекса преламања 

ткива [117].  

Еластично и нееластично расејање представљају две различите категорије 

феномена који се јављају када фотони интерагују са материјом и суштински се разликују 

на основу тога да ли се енергијско стање упадног фотона мења током процеса 

интеракције или не. Еластично расејање, као што само име имплицира, подразумева 

процес у којем енергија упадног фотона остаје непромењена након интеракције. То значи 
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да упадни и расејани фотони задржавају исту вредност енергије [118]. Ова особина је од 

кључног значаја, јер омогућава очување енергије зрачења. Посебан случај еластичне 

интеракције је Рејлијево расејање. Овај феномен се јавља када су димензије честица које 

ступају у интеракцију са зрачењем приближне величини или знатно мање од таласне 

дужине фотону који долази у интеракцију са њима. Такође, познат је по томе што 

интензитет расејаног зрачења зависи од индекса преламања средине кроз коју светлост 

пролази, као и од таласне дужине светлости. Интензитет расејаног зрачења је обрнуто 

пропорционалан четвртом степену таласне дужине упадне светлости. Овај феномен, у 

литератури познат као Рејлијев закон, представља кључни принцип у разумевању 

интеракције светлости са материјалом. Са друге стране, нееластично расејање укључује 

промену енергијског стања упадног фотона током процеса интеракције [119]. У овом 

случају, део енергије упадног фотона се трансформише, што често доводи до апсорпције 

енергије од стране материјала. Као резултат, енергијско стање расејаног фотона се мења. 

Ова апсорпција енергије може значајно да утиче на ефикасност процеса расејања. Вреди 

напоменути да постоји још један облик нееластичнне интеракције познат као Раманово 

расејање. За разлику од Рејлијевог, Раманово расејање [120] укључује промену 

енергијског стања фотона, што резултира променом таласне дужине и фреквенције 

светлости. Током овог процеса, фотони могу пренети део своје енергије молекулима, што 

доводи до промене вибрационог стања молекула или, алтернативно, фотони могу 

апсорбовати део енергије молекула, што доводи до повећања њихове енергије. Ова 

интеракција даје јединствен спектар Рамановог расејања који је карактеристичан за сваку 

молекуларну структуру. 

На Слици 3.15, приказана је једноставна геометрија Рејлијевог расејања. Наиме, 

претпоставља се да електромагнетни талас пада на танки узорак дебљине 𝑑, и да се у том 

тренутку, електрично поље упадног таласа 𝐸𝑢(𝑧) дуж оптичке осе, на неком растојању 𝑧, 

може изразити формулом: 

 𝐸𝑢(𝑧) = 𝐸0,𝑢 exp[𝑖𝓀𝑢𝑧], (3.47) 

где је 𝐸0,𝑢 одговарајућа амплитуда, а 𝓀𝑢 представља таласни број. 

 

Слика 3.15. Илустрација геометрије Рејлијевог расејања. 

У првој апроксимацији могуће је претпоставити да ласерски сноп достиже неку тачку 𝑃 

на оптичкој оси, као што је илустровано на Слици 3.15. У том случају, могуће је губитак 

интензитета зрачења услед процеса расејања, описати изразом сличним оном који 

описује апсорпцију светлости у средини. Наиме, ова једначина има експоненцијалну 

зависност и дата је као: 
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 𝐼𝑟(𝑧) = 𝐼0,𝑢 exp[−𝜎𝑧𝑧], (3.48) 

где је 𝐼0,𝑢 упадни интензитет зрачења, а 𝜎𝑧 је коефицијент расејања који зависи од избора 

материјала [121]. Диференцирањем једначине (3.48), добија се: 

 𝑑𝐼𝑟(𝑧) = −𝐼0,𝑢 𝜎𝑧 𝑑𝑧, (3.49) 

Ова диференцијална једначина показује брзину промене интензитета зрачења, 𝑑𝐼 , у 

односу на промену удаљености, 𝑑𝑧. Негативан предзнак указује на то да се интензитет 

зрачења смањује са повећањем удаљености. 

У сценаријима где је коефицијент расејања повишен, или где постоји већа 

дебљина узорка, могуће је очекивати повећање интензитета расејаног зрачења. Овај 

концепт, се у литератури најчешће математички изражава као 𝐼𝑠 ~ 𝜎𝑧𝑑  и представља 

критичну димензију у разумевању интеракције светлосних таласа са материјалом. Наиме, 

коефицијент 𝜎𝑧 по својој природи нуди квантитативну меру расејања светлости од стране 

материјала, док дебљина узорка, 𝑑 , дефинише путању коју светлост прелази кроз 

материјал, омогућавајући тиме већи степен расејања. Уколико се даље претпостави да 

постоји 𝑁𝑟𝑑 атома по јединици површине узорка, где 𝑁𝑟 симболизује густину расејаних 

атома (број атома по јединици површине), могуће је значајно продубити описани модел 

интеракције светлосних зрака са посматраном метом. Битно је сада увести појам густине 

атома, зато што када је густина атома већа, то значи да постоји већи број места на којима 

се светлост може расејати. Овакав приступ, који омогућава моделовање интеракције 

атома са упадним светлосним снопом на нивоу појединачних атома се показао изузетно 

корисним, јер пружа детаљнији увид у процесе расејања светлости. Имајући све овде 

поменуто у виду, могуће је записати израз који описује интензитет расејања на једном 

атому као: 

 𝐼1~
 𝜎𝑧𝑑

𝑁𝑟𝑑
=

 𝜎𝑧

𝑁𝑟
 . (3.50) 

Узимајући у обзир чињеницу да интензитет зрачења расте са амплитудом електричног 

поља, 𝐼 ∝ 𝐸2 [122], једначина (3.50) се трансформише: 

 𝐸1 = √
 𝜎𝑧

𝑁𝑟
. (3.51) 

У контексту расејања светлости кроз материјал дебљине 𝑑 , спроведена истраживања 

наглашавају чињеницу да укупна амплитуда расејаног зрачења неће бити једноставна 

акумулација индивидуалних доприноса свих атома присутних у средини [123]. Уместо 

тога, неопходно је узети у обзир феномен интерференције, који произилази из 

преклапања и интеракције међу расејаним таласима од стране различитих атома. Тада је 

могуће извести закључак да је укупна амплитуда зрачења расејаног кроз посматрани 

медијум пропорционална квадратном корену укупног броја атома унутар медијума. 

Математички, имајући у виду једначину (3.51), ово се може изразити као: 

 𝐸𝑟 = 𝑁𝑟𝐿√
 𝜎𝑧

𝑁𝑟
= 𝑑√ 𝜎𝑧𝑁𝑟 , (3.52) 

Овај израз имплицира да укупна амплитуда расејања расте са повећањем дебљине 

медијума, 𝑑, густине атома, 𝑁𝑟, и коефицијентом расејања, 𝜎𝑧.  

Комплексна амплитуда на растојању 𝑧 на оптичкој оси (видети Слику 3.15) добија 

се додавањем амплитуда свих таласа расејаних на атомима на амплитуду упадног 

раванског таласа. У математичком смислу, то се може записати као: 
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 𝐸(𝑧) = 𝐸0,𝑢 [exp[𝑖𝓀𝑢𝑧] + 𝑑√ 𝜎𝑧𝑁𝑟 ∫
exp[𝑖𝓀𝑢𝑅]

𝑟𝑝

∞

0
2𝜋𝑅 𝑑𝑅], (3.53) 

где exp[𝑖𝓀𝑢𝑧] представља део израза којем одговара упадни равански талас који путује 

дуж оптичке осе 𝑧, док интегрални део израза описује сумирање доприноса свих таласа 

расејаних на атомима, при чему важи 𝑟𝑝
2 = 𝑧2 + 𝑅2 (Слика 3.15). Сваки атом у медијуму 

пружа индивидуални допринос укупној амплитуди, која зависи од растојања између 

атома и тачке посматрања дуж оптичке осе, 𝑟𝑝, као и од радијалних растојања од оптичке 

осе, 𝑅 . При константном растојању 𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡., могуће је увести смену  2𝑟𝑝 𝑑𝑟𝑝 = 0 +

2𝑅 𝑑𝑅 ⇒ 𝑟𝑝 𝑑𝑟𝑝 = 𝑅 𝑑𝑅, што додатно поједностављује израз (3.53): 

 𝐸(𝑧) = 𝐸0,𝑢[exp[𝑖𝓀𝑢𝑧] + 2𝜋𝑑√ 𝜎𝑧𝑁𝑟 ∫ exp[𝑖𝓀𝑢𝑟𝑝]
∞

𝑧
 𝑑𝑟𝑝 ], (3.54) 

Будући да таласни пакети увек имају коначну дужину, расејање од растојања 𝑅 

према бесконачности може се занемарити. Ова појава је природан резултат физичких 

ограничења повезаних са постојањем таласа: таласи се не могу простирати бесконачно 

без губитака или слабљења интензитета [124]. У контексту расејања светлости, то значи 

да доприноси атомима који су бесконачно далеко (𝑅 → ∞) немају значајан утицај на 

укупно расејање. Стога, у даљој анализи, интеграл који се протеже до бесконачности у 

једначини (3.54), може се преобликовати тако да се простире до неког коначног 

растојања. Овај приступ омогућава знатно поједностављење математичке анализе, док 

истовремено задржава основне физичке ефекте повезане са расејањем светлости. Сада је 

могуће једначину (3.54) записати као: 

 𝐸(𝑧) = 𝐸0,𝑢 [exp[𝑖𝓀𝑢𝑧] + 2𝑖𝜋𝑑√ 𝜎𝑧𝑁𝑟
exp[𝑖𝓀𝑢𝑧]

𝓀𝑢
], (3.55) 

односно применом дефиниције таласне дужине 𝜆 = 2𝜋/𝓀𝑖  [125], као и коришћењем 

основних математичких идентитета, могуће је закључити следеће: 

 𝐸(𝑧) = 𝐸0,𝑢exp[𝑖𝓀𝑢𝑧][1 + 𝑑𝜆√ 𝜎𝑧𝑁𝑟], (3.56) 

где члан 𝑑𝜆√ 𝜎𝑧𝑁𝑟  описује промену фазе услед феномена расејања светлости кроз 

посматрану средину. Утврђено је, на темељу анализе параметара укључених у једначини 

(3.56), да допринос другог члана у загради може бити занемарен услед доминантног 

утицаја првог члана. Израз за комплексну амплитуду на удаљености 𝑧 од извора може се 

тада написати у апроксимативној форми као: 

 𝐸(𝑧) = 𝐸0,𝑢exp[𝑖(𝓀𝑢𝑧 + Δ𝛷)], (3.57) 

где Δ𝛷 прецизно квантификује промену фазе светлосног таласа при преласку из једне у 

другу средину и може се дефинисати као: Δ𝛷 = 2𝜋𝑑(𝑛 − 1)/𝜆.  

Емпиријски је такође потврђено да се интензитет расејаног зрачења, 𝐼𝑟 , може 

знатно повећати услед одређених промена у посматраној средини [126, 127]. Посебно, 

уколико се коефицијент расејања повећа, имплицирајући тако већу вероватноћу 

интеракције светлосног таласа са честицама у медијуму, може се очекивати повећање 

интензитета 𝐼𝑟 . Слично томе, уколико се дебљина медијума повећа, ефективно 

продужавајући путању коју светлосни талас мора да пређе, резултат би такође био 

пропорционално повећање интензитета 𝐼𝑟 . Интеграцијом ових фактора са једначином 

(3.57), долази се до закључка који је у основи Рејлијевог закона расејања: 

 𝐼𝑟~𝜆
−4, (3.58) 

Ово имплицира да постоји обрнуто пропорционални однос између интензитета расејаног 

зрачења и четвртог степена таласне дужине светлости. Релација (3.58) је графички 
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приказана на Слици 3.16, где се разматрају различити опсези таласне дужине, 

укључујући ултраљубичасту (UV), видљиву (V) и инфрацрвену (IR) светлост.  

 

Слика 3.16. Зависност интензитета расејаног зрачења у интервалу таласних дужина 300 nm ≤
𝜆 ≤ 800 nm. 

Слика 3.16 демонстрира Рејлијев закон: како таласна дужина светлости расте, интензитет 

расејаног зрачења експоненцијално опада. У контексту ласера, илустрована зависност 

има значајне импликације. Ласерски уређаји производе светлост која је карактеристична 

по томе што има врло прецизно дефинисану таласну дужину. То значи да сваки ласер 

емитује светлост која је специфичне боје или, прецизније, специфичне таласне дужине. 

Наиме, ласерски зраци са краћом таласном дужином, као што су ултраљубичасти ласери, 

испољавају веће расејање приликом интеракције са ткивима у поређењу са ласерима 

дуже таласне дужине, као што су инфрацрвени ласери. Примена овог сазнања може бити 

различита, у зависности од конкретних потреба. На пример, ултраљубичасти ласери, који 

укључују одређене врсте гасних и чврстотелних ласера, могу бити погодни за циљање 

врло малих области ткива, зато што њихова светлост брзо расејава и не продире дубоко 

у ткиво. Са друге стране, ласери који раде у инфрацрвеном делу спектра, као што су CО2, 

Nd: Yag и полупроводнички ласери, могу продрети дубље у ткиво због мањег расејања. 

Међутим, расејање није једини фактор који утиче на интеракцију ласера са ткивима. 

Показано је да феномени рефлексије, преламања, апсорпције и трансмисије светлости, 

такође, играју значајне улоге у овом контексту и зависе од многих фактора, укључујући 

индекс преламања материјала, концентрацију апсорптивних молекула, попут пигмената, 

и структуру ткива. Управо зато је интегрално разумевање свих ових фактора кључно за 

правилно коришћење и интерпретацију резултата добијених кроз ласерске технологије у 

биомедицини. 
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4. Теоријски и нумерички приступи за 

одређивање параметара јонизације и 

електронске концентрације у процесима 

интеракције импулсног ласерског зрачења сa 

материјалима биолошког порекла  

Интеракција ласерске светлости са материјалима биолошког порекла сврстава се 

у суштинске аспекте савремених научних, медицинских и биолошких истраживања. Ова 

класична атомско - молекулска област физике попримила је интердисциплинарни 

карактер и знатно добила на значају у протеклим деценијама у контексту практичне 

примене, а узимајући у обзир непрекидни развој и свеприсутност технологије базиране 

на емисији стимулисане радијације. Ова врста зрачења, захваљујући својим особинама, 

пружа низ предности у односу на конвенционалне методе. Ласерска технологија, која 

карактерише способност генерисања уско фокусираних снопова светлости, омогућила је 

значајне иновације у савременим процедурама. Ова прецизност омогућава селективно 

циљање специфичних структура унутар биолошког материјала, што доприноси смањењу 

оштећења околних ткива. Додатно, технологија која користи сноп кохерентне светлости 

пружа минималну инвазивност. Ово доводи  до бржег опоравка пацијената, смањеног 

ризика од инфекција и компликација, као и смањене потребе за анестезијом и 

хоспитализацијом. Иако се неке предности технологије стимулисане емисије светлости 

често користе, чињеница је да интеракција ласерског снопа са ткивима представља 

сложено поље које изискује даља истраживања. Биолошки материјали су инхерентно 

комплексни, хетерогени и променљиви, што чини разумевање њихове интеракције са 

кохерентном светлошћу изазовним. Поред тога, третмани овом врстом светлости могу 

изазвати непредвидиве или нежељене биолошке одговоре, укључујући термална 

оштећења, промене у ћелијској функцији, или чак неконтролисану апоптозу. Све ово 

указује на то да  су неопходна додатна истраживања како би се сви елементи ове 

интеракције, гледано са физичког аспекта, боље разумели, оптимизовали и контролисали. 

Иако су ране фазе истраживања у домену примене ласерске технологије у 

медицинске сврхе биле праћене бројним изазовима, као што су ризици од топлотних 

оштећења и ограничена контрола у третману канцерогених ткива, значајна унапређења 

су постигнута, што је омогућило развој софистициранијих метода третмана. Кључни 

фактори ових унапређења укључују разумевање феномена ласером индукованог 

оптичког слома и контроле генерисања секундарних електрона. Овај концепт има 

значајну улогу у медицинским апликацијама, будући да омогућава прецизно 

уништавање испитиваног ткива сa минималним оштећењем околних структура. Наиме, 

он укључује фокусирање ласерског снопа на мету, чиме се индукује стварање плазме и 

емитовање шок и акустичних таласа, узрокујући физичке и хемијске промене у ткиву. 

Поред тога, контрола генерисања секундарних електрона током феномена ласером 

индукованог слома је од виталног значаја, будући да ти електрони могу интераговати са 

биолошким материјалом и покренути низ реакција, укључујући фотојонизацију и 

ексцитацију. Те интеракције могу утицати на различите механизме, као што су 

апсорпција и расејање зрачења, термална динамика, и фотоакустички ефекти, што има 

директни утицај на ефикасност и безбедност ласерских третмана. Стога, разумевање и 
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контрола феномена генерисања секундарних електрона, путем теоријске анализе и 

нумеричких симулација, су кључни за континуирану оптимизацију и адаптацију 

ласерских третмана. Овај интегративни приступ не само да побољшава ефикасност и 

безбедност постојећих третмана, већ омогућава истраживање нових могућности за 

примену ласера у решавању медицинских изазова. 

Ово поглавље докторске дисертације се бави ласерски индукованим оптичким 

сломом и динамиком продукције електрона под утицајем ласерског зрачења. Предмет 

проучавања је развијање и рафинирање модела и једначина које описују овај феномен, 

као и њихово аналитичко и нумеричко решавање. Поглавље је фокусирано на анализу 

различитих механизама који утичу на продукцију слободних електрона, као што су 

фотојонизација, каскадна и термална јонизација и јонизација хромофора, као и на 

посматрање ефеката губитака електрона путем дифузије и рекомбинације. У првом делу 

поглавља биће описана теоријска слика ласером индукованог слома, као темељног 

феномена који лежи у основи овог истраживања. Следећи део се бави развијањем модела 

за описивање динамике продукције електрона, уводећи различите аспекте јонизације и 

механизме губитака. Ови модели се затим интегришу у свеобухватну једначину која 

описује процес. Трећи сегмент поглавља је посвећен методама за аналитичко решавање 

формулисаног израза, уз детаљну анализу различитих фактора који су релевантни за 

процесе јонизације и губитака електрона. На крају, последњи део поглавља се фокусира 

на нумеричко решавање једначине за продукцију слободних електрона. Овај део ће 

представити различите методе за нумеричко решавање ових једначина, укључујући 

Рунге-Кута методу. Све у свему, ово поглавље има за циљ да пружи детаљно разумевање 

процеса и динамике ласером индукованог  слома, као и да прикаже како се ови феномени 

могу моделовати користећи теоријске и нумеричке методе.  

4.1. Ласером индукован оптички слом  

Пионирски рад на рубинском ласеру, који је први пут представљен 1963. године, 

обележио је прекретницу у разумевању комплексних интеракција између ласера и 

широког спектра материјала, укључујући и ткива. Наиме, утврђено је да усмеравање 

ласерске светлости на ткиво може резултирати генерисањем високоенергијских стања 

материје. Овај феномен, који је идентификован као ласерски индуковани оптички слом, 

подстакао је низ интензивних истраживања са циљем дешифровања начина на који 

ласерско зрачење може индуковати јонизацију [128]. За разлику од гаса, где се јонизација 

обично постиже када је енергија упадне светлости већа од везивне енергије електрона, 

ситуација са ткивима је сложенија. Енергија потребна за јонизацију често је за биолошке 

атоме и молекуле већа у односу на оне у гасовима попут ваздуха, што се може приписати 

већем броју електронских стања и знатно сложенијим молекулским структурама. Упркос 

овом изазову, рубински ласер показао се способним да индукује јонизацију, чиме је 

истакнута потреба за развојем одговарајућег теоријског модела.  

Ласером индукован оптички слом се обично иницира фотојонизацијом 

(мултифотонском или тунелном јонизацијом), што доводи до генерисања слободних 

електрона са ниском кинетичком енергијом у фокалном волумену. Ти слободни 

електрони интерагују са додатним фотонима ласерске светлости путем закочног зрачења 

познатог као инверзни Брамштралунг. Кроз наведену интеракцију, слободни електрони 

апсорбују додатну енергију, повећавајући своју кинетичку енергију. Енергијски 

побуђени електрони затим могу иницирати јонизацију биолошких атома или молекула, 

ослобађајући значајан број електрона. Овај процес, познат као каскадна јонизација, може 
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се даље наставити, генеришући ланчану реакцију која доводи до потпуне јонизације 

атома или молекула, ослобађајући знатан број електрона. Наведени процеси, од 

фотојонизације до каскадне јонизације, представљају основне механизме ласерски 

индукованог оптичког слома и визуелизовани су на Слици 4.1.  

 

Слика 4.1. Визуелизација феномена ласерски индукованог слома. 

Као што је илустровано на Слици 4.1, кључни феномен током ласерски индукованог 

слома који доводи до иницирања слободних електрона је управо процес фотојонизације. 

Да би се овај феномен потпуно схватио, фокус мора бити усмерен на енергијску границу, 

или енергију иницијализације, означену као 𝐸𝑖 на енергијској скали. Овај енергијски праг 

представља енергију неопходну за покретање процеса фотојонизације, што подразумева 

прелазак електрона из валентне зоне, где су везани за атом, у проводну зону, где могу 

слободно да се крећу. У материјалу биолошког порекла, који се састоји из великог 

процента воде, фотони различитих таласних дужина, али исте укупне енергије, могу бити 

апсорбовани како би се достигао овај енергијски праг. Тачније, може се апсорбовати 1 

фотон на 𝜆 = 187 nm, 2 фотона на 𝜆 = 375 nm, 3 фотона на 𝜆 = 563 nm, 4 фотона на 𝜆 =
751 nm, или 5 фотона на 𝜆 = 939 nm,... Сваки од ових канала омогућава достизање истог 

енергијског прага 𝐸𝑖 , али захтева различит број фотона зависно од таласне дужине 

упадног снопа. Када се енергијски праг фотојонизације достигне, електрони се 

ослобађају из валентне зоне и прелазе у проводну зону. Након преласка електрона у 

проводну зону, феномен познат као инверзни Брамштралунг ступа на сцену. У овом 

процесу, електрони у проводној зони, након што су апсорбовали енергију, могу додатно 

да апсорбују енергију фотона, што води до даљег повећања њихове кинетичке енергије. 

Брамштралунг је израз немачког порекла који се дословно може превести као зрачење 

кочења, референцирајући на процес где успоравајући електрони емитују зрачење. 

Међутим, у контексту инверзног Брамштралунгa, овај процес се одвија уназад - 

електрони апсорбују зрачење и тиме добијају кинетичку енергију. Ова акумулација 

енергије омогућава електронима да потом индукују секундарне процесе кроз феномен 
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сударне јонизације, где електрони са високом енергијом могу изазвати даљу јонизацију 

атома, чиме се ослобађају додатни електрони. Комбинација ових процеса доводи до 

лавинске продукције слободних електрона. 

4.2. Развој једначина за описивање динамике слободних електрона 

Додатно проучавање феномена ласерски индукованог слома имплицира потребу 

за опсежном теоријском анализом, где развој математичких једначина које карактеришу 

динамику слободних електрона постаје кључан елемент истраживања [129, 130]. У том 

контексту, један од најефективнијих приступа је имплементација кинетичког модела, 

чија је основа утемељена на Фокер-Планковој транспортној једначини [131]: 

 

𝜕𝒻(𝑡,𝜖𝑘)

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝜖𝑘
{𝑉(𝜖𝑘)𝒻(𝑡, 𝜖𝑘) − 𝒟(𝜖𝑘)

𝜕𝒻(𝑡,𝜖𝑘)

𝜕𝜖𝑘
} =

𝜕𝒻(𝑡,𝜖𝑘)

𝜕𝑡
+
𝜕𝒥(𝑡,𝜖𝑘)

𝜕𝜖𝑘
=  

= 𝒮(𝑡, 𝜖𝑘), 
(4.1) 

где 𝒻(𝑡, 𝜖𝑘) представља функцију дистрибуције која описује расподелу брзине електрона 

у тренутку 𝑡, са кинетичком енергијом која варира у опсегу од 𝜖𝑘 до 𝜖𝑘 + 𝑑𝜖𝑘, параметар 

𝑉(𝜖𝑘) описује брзину кретања слободних електрона са кинетичком енергијом 𝜖𝑘  под 

утицајем електромагнетног поља и судара са другим честицама, док члан 𝒟(𝜖𝑘) одговара 

дифузији електрона са кинетичком енергијом 𝜖𝑘 у материјалу која настаје као последица 

насумичних судара. Додатно, уводи се и специфична функција 𝒮(𝑡, 𝜖𝑘) у једначини (4.1), 

а у циљу означавања места унутар материјала где се електрони инјектују, односно где 

долази до генерисања слободих електрона.  

Брзина кретања електрона 𝑉(𝜖𝑘) има значајну улогу у предвиђању и разумевању 

динамике слободних електрона унутар материјала и дефинише се као: 

 𝑉(𝜖𝑘) = ℛ𝒥(𝑡, 𝜖𝑘) − ℊ(𝜖𝑘)𝒰𝑖, (4.2) 

где ℛ𝒥(𝑡, 𝜖𝑘) описује Џулову енергију која се генерише када електрони пролазе кроз 

материјал и сударају се са атомима у њему, што доводи до повећања температуре по 

јединици запремине у јединици времена под дејством електричног поља 𝐸(𝑡). Имајући у 

виду чињеницу да ће се Џулова енергија у материјалу распоредити изотропно на све три 

димензије у простору и бити пропорционална квадрату интензитета електричног поља, 

ℛ𝒥(𝑡, 𝜖𝑘)~𝐸
2(𝑡), као и густини проводљивости материјала, ℛ𝒥(𝑡, 𝜖𝑘)~𝜎(𝜖𝑘), могуће је 

записати: ℛ𝒥(𝑡, 𝜖𝑘) = 𝐸2(𝑡) 𝜎(𝜖𝑘)/3. Физички смисао увођења параметра 𝜎(𝜖𝑘) је да се 

опише брзина којом ће се електрони кретати кроз посматрани материјал под дејством 

електричног поља, при чему важи [132]: 

 𝜎(𝜖𝑘) = 𝑒2
𝜏𝑚(𝜖𝑘)

𝑚∗[𝜔2𝜏𝑚
2 (𝜖𝑘)+1]

.  (4.3) 

Овде 𝑒 представља елементарно наелектрисање, 𝑒 = 1,602 × 10−19 C, 𝜏𝑚(𝜖𝑘) је степен 

расејања електрона у материјалу и представља меру којом се описује колико често долази 

до судара између електрона и осталих честица у материјалу, 𝑚∗означава ефективну масу 

електрона у материјалу, a 𝜔 је угаона фреквенција ласерског зрачења. Члан ℊ(𝜖𝑘)𝒰𝑖 у 

једначини (4.2) зависи од густине атома у материјалу и карактеристичних брзина. 

Коефицијент дифузије енергије електрона 𝒟(𝜖𝑘) у транспортној једначини (4.1) 

је квантитативна мера брзине којом се енергија електрона шири кроз материјал. Наиме, 

када се електрони преносе или преносе енергију кроз материјал, та енергија се може 

дифузирати или ширити на суседне делове материјала. Више вредности коефицијента 
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дифузије указују на брже ширење енергије електрона, док ниже вредности указују на 

спорије ширење. Овај коефицијент се математички описује изразом [133]: 

 𝒟(𝜖𝑘) =
2𝜖𝑘

3
𝜎(𝜖𝑘)𝐸

2. (4.4) 

Једначина (4.4) се изводи применом Фиковог закона дифузије. Овај закон квантификује 

количину материјала која се преноси кроз јединицу третиране површине у јединици 

времена, а пропорционална је концентрацији материјала и њеном градијенту. Наиме, у 

једначини (4.4) се уводи апроксимација, па се уместо концентрације материјала, користи 

проводљивост, 𝜎(𝜖𝑘), као мера за количину енергије која се преноси кроз материјал, а 

уместо градијента концентрације користи се квадрат електричног поља, 𝐸2, као мера за 

градијент енергије. 

Последњи члан у транспортној једначини (4.1) омогућава опис динамике сударне 

јонизације и фотојонизације кроз укључивање одговарајућих стопа јонизације 

(енгл. ,,transition rate”), односно: 

 𝒮(𝑡, 𝜖𝑘) = 𝑤𝐼(𝑡, 𝜖𝑘) + 𝑤𝑃(𝑡, 𝜖𝑘). (4.5) 

У једначини (4.5), 𝑤𝐼(𝑡, 𝜖𝑘) се односи на стопу сударне јонизације, док 𝑤𝑃(𝑡, 𝜖𝑘) означава 

стопу фотојонизације. Сударна јонизација представља процес у којем честица - атом или 

молекул - губи електрон услед интеракције са високоенергијском честицом, типично 

другим електронима. Резултат овакве интеракције је генерација два електрона: 

примарног, који је иницијално био у систему и који је сада ослобођен, и секундарног, 

високоенергијског електрона који је покренуо процес јонизације. Ради постизања 

математичке прагматичности у моделовању, уводи се претпоставка равномерне 

дистрибуције вишка кинетичке енергије, 𝜖𝑘  (односно, енергијске разлике између 

кинетичке енергије високоенергијског електрона и минималне енергије потребне за 

избацивање електрона из атома или молекула) између два резултујућа електрона пост-

сударне интеракције. Као последица ове претпоставке, сваки од генерисаних електрона 

поседује половину резидуалне кинетичке енергије, што имплицитно значи да су брзина 

и енергија ових честица веће него што би биле уколико би сав вишак енергије био 

задржан код једног електрона. Овај ефекат има импликације на даљу динамику 

електрона унутар материјала, укључујући потенцијал за индукцију даљих сударних 

јонизација. Описана претпоставка значајно поједностављује модел описан у овом 

потпоглављу, олакшавајући анализу процеса сударне јонизације. У складу са дискусијом, 

израз за стопу сударне јонизације постаје [131]: 

 𝑤𝐼(𝑡, 𝜖𝑘) = 𝓋𝑖(𝜖𝑘)𝒻(𝜖𝑘) + 4𝓋𝑖(2𝜖𝑘 + 𝐼𝑝)𝒻(2𝜖𝑘 + 𝐼𝑝). (4.6) 

У овој једначини, 𝓋𝑖(𝜖𝑘) представља брзину сударне јонизације која је функција 

кинетичке енергије, 𝜖𝑘 , и могуће ју је описати следећом једначином [134, 135]: 

3{(𝜖𝑘/𝐼𝑝) − 1}
2
/2 [fs−1], где 𝐼𝑝  представља јонизациони потенцијал. Функција 𝒻(𝜖𝑘), 

квантификује вероватноћу да се слободни електрон нађе на одређеном енергијском 

нивоу 𝜖𝑘 . Изрази 𝓋𝑖(2𝜖𝑘 + 𝐼𝑝)  и 𝒻(2𝜖𝑘 + 𝐼𝑝)  у једначини (4.6) представљају брзину 

импакт јонизације и вероватноћу да се систем нађе на енергијском нивоу енергије 2𝜖𝑘 +
𝐼𝑝, респективно. Ове вредности се рачунају за енергију која постаје доступна након што 

је електрон ослобођен из атома и додатно убрзан. Вредно је напоменути да вредност 

2𝜖𝑘 + 𝐼𝑝  одражава чињеницу да кинетичка енергија електрона може бити додатно 

увећана након процеса јонизације, чиме се може повећати његова брзина и могућност за 

даљу сударну јонизацију. Ова додатна енергија може проистећи из интеракције са 

електричним пољем или сударом са другим честицама, и њено уважавање у једначини 

(4.6) је од суштинског значаја за прецизно моделовање динамике система. У оквиру 
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релевантне литературе, конкретно у референцама [136, 137], предлаже се даље 

поједностављење модела сударне јонизације. Ово се постиже увођењем специфичних 

граничних услова, према следећим изразима: 

 𝒻(𝑡, 𝐼𝑝) = 0, (4.7) 

односно: 

 𝒥(𝑡, 0) = 2𝒥(𝑡, 𝐼𝑝). (4.8) 

Услов 𝒻(𝑡, 𝐼𝑝) = 0  имплицира да не постоји вероватноћа за проналажење система (у 

овом контексту, слободног електрона) на енергијском нивоу једнаком јонизационом 

потенцијалу, 𝐼𝑝. То је претпоставка која се заснива на концепту да, уколико електрон 

достигне енергију довољну за изазивање јонизације, брзо извршава овај процес и 

напушта поменути енергијски ниво. Ово изражава идеју о непостојању застоја електрона 

на енергијском нивоу где је енергија адекватна за јонизацију. Други услов, 𝒥(𝑡, 0) =
2𝒥(𝑡, 𝐼𝑝), формулише однос између струја електрона на енергијским нивоима 0 и 𝐼𝑝. Овај 

услов указује на претпоставку да флукс електрона, односно њихов број који прелази кроз 

одређену површину у јединици времена, на нултом енергијском нивоу (где су електрони 

у основном стању) мора бити двоструко већи у односу на флукс електрона на 

енергијском нивоу 𝐼𝑝 (на којем су електрони достигли енергију потребну за јонизацију). 

Наметнути услов је познат као ,,услов дуплирања флукса” (енгл. ,,flux-doubling”) [138] и 

посебно је користан када се очекује експоненцијални пораст броја електрона. Такав раст 

може бити описан функцијом exp[𝜁𝑡], где 𝜁 представља стопу пораста у времену 𝑡, а 

карактеристичан је за системе где постоји интензиван енергијски унос, довољан да 

иницира брзу продукцију електрона. Под описаним околностима, могуће је извршити 

замену временске деривације функције 𝜕𝒻(𝑡, 𝜖𝑘)/𝜕𝑡, која описује вероватноћу налажења 

електрона на специфичном енергијском нивоу 𝜖𝑘 у времену 𝑡, са 𝜁 𝒻(𝜖𝑘). Као резултат 

ове замене, кинетичка једначина, која је уобичајено диференцијална једначина, прелази 

у облик једначине сопствених вредности, при чему је 𝜁 сопствена вредност.  

Неопходно је нагласити да су претпоставке уведене у једначинама (4.7) и (4.8) 

валидне само под одређеним околностима. Конкретно, оне су релевантне само када 

постоји додатна количина енергије која се може пренети електронима, а која би повећала 

њихову кинетичку енергију на ниво који омогућава брзу продукцију нових електрона 

путем процеса јонизације. Овај концепт је изражен следећим условом: 

 𝐼𝑝𝓋𝑖(2𝜖𝑘 + 𝐼𝑝) ≫ 𝐸2𝜎𝑚𝑎𝑥    (4.9) 

Предложени апроксимативни модел нуди могућност за поједностављење математичког 

описа поменутог система. Ово даље омогућава експлоатацију аналитичких метода за 

проналажење решења, уместо коришћења нумеричких симулација. Значај овог модела је 

у његовој способности да поједностави сложене изразе, чиме се повећава ефикасност и 

разумљивост математичких израчунавања. 

Узевши у обзир све претходно дефинисане физичке величине и параметре, сада 

је могуће имплементирати кинетички модел [139] који уводи концепте попут густине 

слободних електрона, 𝜌𝑒, и просечне кинетичке енергије по електрону, 〈𝜖𝑘〉, на следећи 

начин: 

 𝜌𝑒 = ∫ 𝒻(𝜖𝑘) 𝑑𝜖𝑘
∞

0
. (4.10) 

односно: 

 𝜌𝑒〈𝜖𝑘〉 = ∫ 𝜖𝑘 𝒻(𝜖𝑘) 𝑑𝜖𝑘
∞

0
. (4.11) 
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Густина слободних електрона, 𝜌𝑒, се израчунава кроз математички процес интегралног 

сумирања [140], као што је то представљено у једначини (4.10). Конкретно, овај интеграл 

се протеже преко читавог спектра кинетичких енергија, 𝜖𝑘 , уз употребу функције 

расподеле електрона, 𝒻(𝜖𝑘), као мерног параметра. Прецизније, функција 𝒻(𝜖𝑘) указује 

на то колико је вероватно пронаћи електрон који поседује специфичну вредност 

кинетичке енергије 𝜖𝑘. Када се интеграција спроведе преко свих могућих енергијских 

нивоа - односно, када се сумира број слободних електрона на свим енергијским нивоима 

узимајући у обзир њихове вероватноће - добија се укупна густина слободних електрона, 

𝜌𝑒. Ова укупна густина представља број слободних електрона по јединици запремине, 

где се ,,слободни електрони” односе на оне електроне који нису везани за атоме или 

молекуле, и стога могу слободно да се крећу кроз материјал. Једначина (4.11) се односи 

на одређивање просечне кинетичке енергије по електрону, 〈𝜖𝑘〉, која представља укупну 

кинетичку енергију свих електрона у систему нормализовану према њиховој укупној 

густини, 𝜌𝑒 . Математички, ова величина се такође одређује кроз процес интегралног 

сумирања, али овог пута преко производа кинетичке енергије електрона, 𝜖𝑘, и функције 

расподеле електрона, 𝒻(𝜖𝑘), за све енергијске нивое. Овај процес у пракси значи да се 

узима у обзир количина енергије коју сваки електрон носи на свим енергијским нивоима 

дефинисаним енергијом 𝜖𝑘. Кроз интеграцију добија се укупна кинетичка енергија свих 

електрона по јединици запремине, која се потом нормализује према густини електрона, 

𝜌𝑒, како би се добила просечна кинетичка енергија по електрону. У основи, једначине 

(4.10) и (4.11) пружају важне информације о физичким својствима електронског система, 

укључујући густину слободних електрона и њихову просечну кинетичку енергију. Ове 

величине су кључне за разумевање динамике и енергијског стања електронског система. 

Комбиновањем једначина (4.1) и (4.6) са једначинама (4.10) и (4.11), могуће је 

записати: 

 
𝜕𝜌𝑒

𝜕𝑡
= ∫ 𝓋𝑖(𝜖𝑘) 𝒻(𝜖𝑘) 𝑑𝜖𝑘 = 〈𝓋𝑖〉

∞

0
𝜌𝑒, (4.12) 

односно: 

 

 

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑒〈𝜖𝑘〉 = ∫ {(𝜎 +

2𝜖𝑘

3

𝜕𝜎

𝜕𝜖𝑘
)𝐸2 − ℊ(𝜖𝑘)𝒰𝑖}

∞

0
 𝒻(𝜖𝑘) 𝑑𝜖𝑘 −   

−𝐼𝑝 ∫ 𝓋𝑖(𝜖𝑘)𝒻(𝜖𝑘) 𝑑𝜖𝑘
∞

0
.  

(4.13) 

Једначина (4.12) у основи представља диференцијалну једначину која описује како се 

густина слободних електрона, 𝜌𝑒, мења са временом, 𝑡. Ова једначина, која је интегрални 

део кинетичког модела [141], инкорпорира параметар стопе јонизације, 〈𝓋𝑖〉, како би се 

осигурала прецизна и континуирана евалуација динамике генерисања нових слободних 

електрона у поменутом систему. Физичка слика једначине (4.13) је нешто комплекснија. 

Наиме, ова једначина је такође диференцијална једначина, али овог пута описује промене 

просечне кинетичке енергије по електрону током времена, 𝜕𝜌𝑒〈𝜖𝑘〉/𝜕𝑡. Десна страна ове 

једначине садржи интегрални израз, обухватајући различите доприносе процесима који 

могу утицати на кинетичку енергију електрона. Интегрална сума садржи три члана:  

i. Први члан интеграла, (𝜎 +
2𝜖𝑘

3

𝜕𝜎

𝜕𝜖𝑘
)𝐸2𝒻(𝜖𝑘) 𝑑𝜖𝑘, илуструје ефекте промене густине 

проводљивости материјала са енергијским нивоом електрона и деловањем 

електричног поља на сваком енергијском нивоу.  

ii. Други члан, −ℊ(𝜖𝑘)𝒰𝑖 𝒻(𝜖𝑘) 𝑑𝜖𝑘 , приказује губитак кинетичке енергије који се 

јавља током формирања нових електронских парова путем сударних процеса. 
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iii. Трећи члан, −𝐼𝑝 ∫ 𝓋𝑖(𝜖𝑘)𝒻(𝜖𝑘) 𝑑𝜖𝑘
∞

0
,  описује губитак енергије који проистиче из 

феномена фотојонизације.  

Сваки од ових чланова представља различите процесе који могу променити кинетичку 

енергију електрона у систему. Важно је да се сви ови процеси узму у обзир како би се 

израчунао укупан ефекат на просечну кинетичку енергију по електрону. Поред тога, 

могуће је приметити да се сваки од ових чланова множи са 𝒻(𝜖𝑘), што је вероватноћа 

присуства електрона на одређеном енергијском нивоу, а затим се све то интеграли преко 

целокупног енергијског спектра. Из тога проистиче да је интеграл у једначини (4.13) 

заправо пондерисана сума доприноса различитих процеса на различитим енергијским 

нивоима. 

Интеграцијом сваког члана у једначини (4.13), добија се: 

 

 

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑒〈𝜖𝑘〉 = {𝐸2 〈𝜎〉 − 𝑈𝑖 〈𝑔〉 − 𝐼𝑝 〈𝑣𝑖〉}𝜌𝑒.  (4.14) 

Иако је овај израз приказан у поједностављеној форми, постаје неопходно укључити 

додатне апроксимације како би се осигурала његова пуна практична употребљивост и 

теоријска исправност. 

Претпоставка је да се електрони у материјалу не понашају према Максвеловој 

дистрибуцији, што је идеализован случај за статистичку расподелу брзина честица при 

равнотежи. Уместо тога, користи се дистрибуција која је не-Максвеловска, што значи да 

се брзине (у овом случају енергије) електрона не распоређују према очекиваном обрасцу 

Максвелове дистрибуције. Ово може бити случај у бројним реалним ситуацијама, на 

пример, када постоји спољашњи утицај, као што су у овом случају јака електрична поља 

или високоенергијски процеси који могу променити расподелу брзина. Овај ефекат се 

узима у обзир кроз функцију дистрибуције 𝒻(𝜖𝑘)  која је саставни део једначине (4.13). 

Овде је потребно узети у обзир чињеницу да и густина проводљивости материјала у 

Друдевом моделу [142] зависи од ове дистрибуционе функције као: 

 〈𝜎〉 =
∫ {𝜎(𝜖𝑘)+

2𝜖𝑘
3

𝜕𝜎(𝜖𝑘)

𝜕𝜖𝑘
}𝒻(𝜖𝑘) 𝑑𝜖𝑘

∞
0

∫ 𝒻(𝜖𝑘) 𝑑𝜖𝑘
∞
0

. (4.15) 

Физички смисао ове једначине произлази из тога што карактеристике проводљивости 

материјала на микроскопском нивоу - начин на који се електрони крећу кроз материјал 

и како интерагују са електричним пољем - зависе од енергијског стања тих електрона, 

што је описано функцијом дистрибуције, 𝒻(𝜖𝑘) . Овде вреди истаћи да у случају 

експоненцијалног раста броја електрона, функција 𝒻(𝜖𝑘) задржава свој облик, док је 〈𝜎〉 
временски независна константа. Овај параметар фундаментално утиче на карактеристике 

проводљивости материјала, што представља кључни елемент за разумевање интеракција 

на микроскопској скали унутар анализираног система. 

Концепт каскадне јонизације се у кинетичком моделу односи на брзу прогресију 

или експоненцијални раст броја електрона који су побуђени до енергијског стања у којем 

могу допринети електричној проводљивости: 

 𝒻(𝑡, 𝜖𝑘) = ℊ(𝜖𝑘) exp[𝜁𝑡]. (4.16) 

Кључни елемент ове једначине је функција ℊ(𝜖𝑘), која представља стационарну, али не-

Максвеловску дистрибуцију. У класичном термодинамичком контексту, Максвелова 

дистрибуција описује брзине честица у идеализованој средини. Међутим, ова 

дистрибуција није примењива на ситуације где постоји неравнотежа енергија, као што је 

то случај при побуђивању електрона до енергијских стања која могу допринети 

електричној проводљивости. Напротив, дистрибуција ℊ(𝜖𝑘)  у кинетичком моделу је 
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стационарна, што указује на то да облик расподеле енергије међу побуђеним 

електронима остаје непромењен током времена, иако укупан број побуђених електрона 

расте експоненцијално. Такође, ова дистрибуција није Максвеловска, што значи да није 

симетрична, већ је обликована специфичностима интеракција унутар система, као што 

су карактеристике материјала и спољашњи услови, попут интензитета ласера. Динамика 

ове дистрибуције у времену одређена је чланом exp[𝜁𝑡]  у једначини (4.16). Овде, 𝑡 
представља време, док је 𝜁 променљива која је карактеристична за систем и одражава 

брзину раста броја побуђених електрона, или, другим речима, брзину прогресије лавине. 

Из овога произилази да ће укупан број побуђених електрона расти експоненцијално 

током времена, док ће њихова енергијска дистрибуција остати константна. 

Један од кључних фактора који утиче на експоненцијални раст броја побуђених 

електрона је интензитет примењеног ласерског зрачења. У складу са експерименталним 

резултатима представљеним у [143], утврђено је да се процес каскадне јонизације 

иницира унутар неколико фемтосекунди при интензитетима ласера 𝐼~1 × 1012 W/cm2. 

Овај феномен је квантитативно описан преко варијабле 𝜁 , која се математички 

формулише на следећи начин: 

 𝜁 = 𝜇𝑎𝐼, (4.17) 

У овој једначини, 𝜇𝑎  представља апсорпциони коефицијент материјала. Ова вредност 

квантификује способност материјала да апсорбује ласерско зрачење, што даље утиче на 

вероватноћу побуђивања електрона. Одређена везаност између интензитета ласерског 

зрачења, 𝐼 , и брзине раста броја побуђених електрона указује на директан утицај 

интензитета ласера на динамику каскадне јонизације. Другим речима, већи интензитети 

ласера доприносе бржој иницијацији процеса каскадне јонизације, што води до 

рапиднијег експоненцијалног раста броја побуђених електрона. Ова чињеница истиче 

значајну улогу ласерског интензитета у контексту проучавања електричне 

проводљивости материјала под утицајем ласерског зрачења. 

Имплементирањем апроксимација описаних једначинама (4.15)-(4.17), имајући у 

виду непобитан значај фотојонизације током продукције слободних електрона у времену, 

могуће је трансформисати једначину (4.14) као: 

 
𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑡
= 𝑤𝑃(𝐼) + 𝜁(𝐼)𝜌𝑒 . (4.18) 

Ови чланови квантификују колико брзо сваки од ових процеса повећава број слободних 

електрона у материјалу под утицајем ласера. Наиме, током фотојонизације, апсорпција 

фотона од стране атома преноси довољно енергије на електрон тако да он напушта своје 

орбитално стање и постаје слободан, чиме се повећава густина слободних електрона (𝜌𝑒). 

Вероватноћа овог процеса се описује чланом 𝑤𝑃(𝐼), при чему је 𝐼 интензитет ласерског 

зрачења. Са друге стране, каскадна јонизација представља процес где је електрон, већ 

побуђен на вишу енергију, у стању да јонизује друге атоме, тиме стварајући ланчану 

реакцију. То је аналогно ситуацији са лавинском продукцијом електрона: један електрон 

може да пренесе довољно енергије да побуди други електрон, који затим може да побуди 

још један, и тако даље, стварајући лавину побуђених електрона. Физичи смисао чиниоца 

𝜁(𝐼) и 𝜌𝑒 у једначини (4.19) је следећи: 𝜁(𝐼) је вероватноћа каскадне јонизације, а 𝜌𝑒 је 

тренутна густина слободних електрона у материјалу. Узимајући у обзир стандардизовану 

нотацију којом се означавају стопе јонизације у атомској, молекулској и оптичкој физици 

[144-146], могуће је трансформисати једначину (4.18) у следећи облик: 

 
𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑡
= 𝑤𝑃 + 𝑤𝐶 ∙ 𝜌𝑒, (4.19) 
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где су индекси 𝑃 и 𝐶 референца на фотојонизацију (енгл. ,,photoionization”) и каскадну 

јонизацију (енгл. ,,cascade ionization”), респективно. Ова једначина представља покушај 

да се квантитативно опише брзина генерисања слободних електрона кроз ова два 

механизма, узимајући у обзир интензитет ласерског зрачења. Међутим, за 

свеобухватнију анализу, оваj израз може бити модификован тако да укључи и додатне 

релевантне феномене.  Због тога је потребно размотрити додатне аспекте који могу 

утицати на процесе продукције слободних електрона у контексту специфичних услова 

материјала биолошког порекла. Примера ради, у сценаријима који укључују биолошке 

мете, релевантно је увођење стопе јонизације хромофора, 𝑤𝐶𝐻 ∙ 𝜌𝑒, у једначину (4.19). 

Додатно, под одређеним условима, када се материјал загреје до одређене тачке, термална 

јонизација би се могла појавити, те би стопа термалне јонизације, 𝑤𝑇 ∙ 𝜌𝑒, морала бити 

узета у обзир. Сваки од наведених механизама доприноси укупној густини слободних 

електрона у материјалу. Тиме се директно утиче на кумулативни број слободних 

електрона који су доступни за интеракцију са ласерским зрачењем. Из овог угла, овим 

механизмима се придаје кључна улога у управљању динамиком слободних електрона, 

што може имати значајне последице на интеракцију ласера са материјалом. Ипак, треба 

нагласити да се густина слободних електрона може знатно редуковати кроз различите 

процесе. На пример, процес рекомбинације (енгл. ,,recombination”) подразумева да 

слободан електрон ,,нађе” јонизовани атом и поново заузме своје место у енергијском 

нивоу, смањујући тиме број слободних електрона, −𝑤𝑅 ∙ 𝜌𝑒
2. Додатно, када се ласерски 

импулс апсорбује у материјалу, ствара се велика количина слободних електрона. 

Међутим, са временом, ови слободни електрони ће се дифузно кретати кроз материјал. 

То значи да, иако се у почетку може имати област са високом концентрацијом слободних 

електрона, дифузија (енгл. ,,diffusion“) ће са временом довести до смањења ове 

концентрације, са стопом −𝑤𝐷 ∙ 𝜌𝑒. Проширени кинетички модел који је описан у овом 

потпоглављу поуздано омогућава анализу и симулацију феномена који се односи на 

продукцију секундарних електрона током ласером индукованог слома. 

4.2.1. Анализа модела фотојонизације 

Интеракција ласера са материјалима биолошког порекла, посебно оних који имају 

широки енергијски распон, укључује сложене фото-физичке процесе [147, 148]. Кључни 

аспекти ових интеракција јесу механизми фотојонизације. Фотојонизација је процес у 

којем електрони прелазе из везаног (валентног) стања у слободно (проводно) стање као 

резултат апсорпције енергије фотона. Тај прелазак се може одвијати на два основна 

начина: кроз мултифотонску јонизацију и тунелну јонизацију (видети Слику 4.2). 
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Слика 4.2. Визуелна репрезентација механизама фотојонизације: (а) илустрована је валентна и 

проводна зона материјала, (б) мултифотонска јонизација - електрон прелази у проводну зону 

апсорпцијом више фотона, и (в) тунелна јонизација - електрон прелази из валентне у проводну 

зону тунел ефектом. 

Мултифотонска јонизација се односи на феномен када електрон апсорбује више од 

једног фотона симултано [149]. Кључна идеја овде је да се укупна енергија апсорбованих 

фотона, где је сваки фотон представљен са енергијом ℏ𝜔 (видети Поглавље 2), користи 

да се превазиђе енергијска баријера између валентне и проводне зоне. Она обично 

одговара јонизационом потенцијалу материјала, 𝐼𝑝 , који је минимална енергија 

неопходна за премештање електрона из валентног, везаног стања у проводно стање 

(Слика 4.2 (а)). Дакле, уколико је енергија појединачног фотона мања од вредности 𝐼𝑝, 

мултифотонска јонизација дозвољава да се, путем симултане апсорпције више фотона, 

као на Слици 4.2 (б), електрон ,,избаци” у проводну зону. Са друге стране, тунелна 

јонизација представља други механизам преласка електрона из валентног стања у 

проводно стање. У овом сценарију, потенцијална баријера између ова два стања постаје 

толико изобличена под дејством јаког временски зависног електричног поља ласерске 

радијације, да електрон може ,,проћи кроз” ту баријеру користећи квантно-механички 

ефекат тунеловања (Слика 4.2 (в)). Иако тунелна јонизација сама по себи не доводи до 

директног апсорбовања светлости (јер је енергија тунелног електрона константна), она 

генерише електроне у проводном појасу који могу додатно да апсорбују светлост. Оба 

ова механизма су дубоко укорењена у концепт атомске, молекулске и оптичке физике, 

пружајући компликован, али фасцинантан поглед на квантну динамику ових интеракција.  

Као што је описано у претходном пасусу, кључни механизми који омогућују 

прелаз електрона из валентне у проводну зону су мултифотонска и тунелна јонизација. 

Ови феномени су од примарног значаја у контексту интеракције ласерског зрачења са 

материјалима, укључујући и оне биолошког порекла. Келдишов модел, који датира из 

1964. године [150], пружа математички алат за предикцију поменутих ефеката, односно 

за антиципирање резултата интеракције ласер-материјал. Тачније, стопа јонизације 

изведена у Келдишовој студији карактерише брзину промене броја слободних електрона 

у материјалу услед фотојонизације, што је од суштинског значаја за процену који од два 

наведена ефекта, мултифотонска или тунелна јонизација, ће превладати. Иако стопа 

фотојонизације може дати индикацију о томе који је ефекат доминантан, сам по себи не 

даје потпуну слику о свим процесима, који се догађају током интеракције ласерске 

светлости са материјалом. Међутим, она је кључан параметар који омогућава 

квантитативну процену и предвиђање ових процеса. 

У оквиру Келдишове теорије фотојонизације [150], претпостављено је да се 

интеракција светлости и материјала дешава на квантном нивоу, уз третирање фотона као 
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основних честица које учествују у процесима апсорпције и емисије. Такође, подразумева 

се да је ласерско поље довољно интензивно да индукује јонизацију материјала, 

ексцтирајући електроне из атомских или молекулских орбита. Да би се описали ови 

процеси, примењен је пертурбативни приступ [151], где се интеракција светлости и 

материјала третира као мања пертурбација основног стања. Ова теорија се базира на 

нестационарној квантној механици, што омогућава промену стања система током 

времена, есенцијално за третман процеса фотојонизације где се стање електрона у 

материјалу може променити под утицајем ласерског поља. Из ових претпоставки 

произилази Келдишова формула за стопу фотојонизације [150]: 

 
𝑤𝑃
𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ

=
4𝜔

9𝜋
(
𝑚𝜔√1+𝛾2

ℏ𝛾
)

3

2

𝒬 (𝛾,
𝐼𝑝

ℏ𝜔
) ×  

× exp [−𝜋 〈
𝐼𝑝

ℏ𝜔
+ 1〉× [𝐾(𝒢) − 𝐸(𝒢)] 𝐸(𝒪)⁄ }], 

(4.20) 

где ℏ представља редуковану Планкову константу, 𝜔 је угаона фреквенција ласера, 𝑚 је 

елементарна константа, односно маса електрона, 𝜋  је Архимедова константа, док 𝛾 

представља Келдишов параметар. Параметар 𝛾  се дефинише као однос фреквенције 

фотона (односно енергије фотона) и јачине електричног поља које делује на електрон, 

односно: 

 𝛾 =
𝜔√𝑚𝐼𝑝

𝑒𝐸
,  (4.21) 

где је 𝑒  елементарно наелектрисање [152], a 𝐸  је амплитуда електричног поља. Овај 

параметар је кључан за разумевање и предвиђање процеса који су вођени електричним 

пољем. Поред тога, треба имати у виду да је функција 𝒬 (𝛾,
𝐼𝑝

ℏ𝜔
) (видети једначину (4.21)) 

дефинисана на следећи начин: 

 

𝒬 (γ,
𝐼𝑝

ℏ𝜔
) = [

𝜋

 2𝐾(𝒢)
]
1/2

∑ exp [−𝑛𝜋
[𝐾(𝒢)−𝐸(𝒢)]

𝐸(𝒪)
]∞

𝑛=0    

× ∑ Φ{(
𝜋2(2〈

𝐼𝑝

ℏ𝜔
+1〉−

2𝐼𝑝

ℏ𝜔
+𝑛)

2𝐾(𝒪)𝐸(𝒪)
)

1/2

 

}∞
𝑛=0 , 

(4.22) 

где је 𝛷(𝑥) Досонов интеграл 𝛷(𝑥) = ∫ exp[𝜉2 − 𝑥2]𝑑𝜉
∞

0
 [153], док су 𝐾(𝒢), 𝐸(𝒢), 𝐾(𝒪) 

и 𝐸(𝒪) елиптични интеграли првог (𝐾(𝒢) и 𝐾(𝒪)) и другог (𝐸(𝒢) и 𝐸(𝒪)) реда [154] са 

аргументима: 

 𝒢 =
𝛾

√𝛾2+1
, 𝒪 =

1

√𝛾2+1
 . (4.23) 

На Слици 4.3, приказана је анализа понашања Келдишове вероватноће јонизације 

𝑤𝑃
𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ

 у функцији од интензитета ласерског зрачења (Слика 4.3 (а)), односно у 

функцији од таласне дужине (Слика 4.3 (б)). Треба имати у виду да је амплитудна 

вредност електричног поља 𝐸  повезана са интензитетом ласерског зрачења преко 

релације: 𝐼~𝐸2.  
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Слика 4.3. Компаративни преглед стопа Келдишове фотојонизације, 𝑤𝑃
𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ

, за различите 

вредности: (а) таласних дужина, 𝜆, и (б) интензитета ласерског зрачења, 𝐼. 

На Слици 4.3 (а) се уочава како стопа фотојонизације расте са повећањем интензитета 

ласерског зрачења, који варира од 1010 W/cm2 до 1015 W/cm2. Овај феномен може се 

атрибуирати већој енергијској доступности електрона за интеракцију, што је омогућено 

јачим ласерским пољем. Уз то, варијације стопа фотојонизације у односу на таласне 

дужине указују на значајан утицај енергије фотона на ефикасност процеса јонизације. 

Конкретно, за таласне дужине од 532−1064 nm, највиша вероватноћа фотојонизације се 

бележи за најкраћу таласну дужину (532 nm). Ово може имплицирати да фотони веће 

енергије (који одговарају краћим таласним дужинама) ефикасније јонизују атом 

преношењем електрона из валентног у проводно стање. Интересантно је да све три криве 

конвергирају на интензитетима вишим од 1013 W/cm2, што може указивати на засићење 

процеса фотојонизације на овим енергијама, односно да су сви доступни електрони 

јонизовани. На Слици 4.3 (б), стопе фотојонизације су приказане као функција таласне 

дужине, која се креће од 200 nm до 2000 nm, за три различита интензитета ласерског 

зрачења. Већина кривих приказује степенасту карактеристику, што сугерише да постоји 

мањи број доступних електрона за интеракцију на дужим таласним дужинама. Изузетак 

представља крива која одговара интензитету ласерског поља од 1013 W/cm2 која, уместо 

степенасте карактеристике, показује тенденцију засићења на дужим таласним дужинама. 

Ово може указивати на засићење процеса фотојонизације на овим нивоима интензитета, 

односно да су сви доступни електрони јонизовани. Највећа стопа фотојонизације је 

уочена на најкраћој таласној дужини од 200 nm за све три анализиране криве. Ово 

сугерише да фотони са већом енергијом, који су повезани сa краћим таласним дужинама, 

доприносе повећаној ефикасности процеса фотојонизације.  
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Након детаљне анализе релевантних параметара и константи у једначини (4.20), 

као и понашања Келдишове стопе фотојонизације у односу на промене интензитета 

ласерског зрачења и таласне дужине (Слика 4.3), неопходно је сада посветити додатну 

пажњу дефинисању физичког смисла 𝛾  параметра. Наиме, он игра кључну улогу у 

формулацији фотојонизације, обезбеђујући физички критеријум за дистинкцију између 

тунеловања и мултифотонске јонизације. Овај бездимензионални параметар је изведен 

из карактеристика ласерског поља, енергије фотона и јонизационог потенцијала 

материјала (видети једначину (4.21)). У физичком смислу, 𝛾 параметар се може схватити 

као однос између фреквенције осцилација електричног поља ласера, 𝜔𝐿 , и 

карактеристичне фреквенције која је везана за време потребно електрону да тунелује 

кроз потенцијалну баријеру, 𝜔𝑇 , односно: 𝛾 = 𝜔𝐿/𝜔𝑇 . Када Келдишов параметар 𝛾 

асимптотски тежи ка вредности доста мањој од 1 (𝛾 ≪ 1), време потребно за тунеловање 

постаје краће у односу на половину периода осцилација ласерског поља, чиме се истиче 

доминација тунелне јонизације. Супротно томе, када 𝛾 асимптотски тежи ка вредности 

већој од 1 (𝛾 ≫ 1), време тунеловања се продужава изван половине периода осцилација 

ласерског поља, што имплицира да је мултифотонска јонизација предоминантни 

механизам. У контексту описаних граничних услова и понашања Келдишовог параметра 

𝛾, једначина (4.20) се може реконструисати. Наиме, одговарајућа стопа фотојонизације 

може се декомпоновати на два независна израза, од којих је сваки специфичан за један 

од механизама јонизације - мултифотонску или тунелну јонизацију.  

У општем случају, стопа фотојонизације описана једначином (4.20) је комплексна 

и њена анализа подразумева имплементацију одговарајућих нумеричких метода. Ипак, у 

граничном режиму мултифотонске јонизације, где се претпоставља да 𝛾 ≫ 1, могуће је 

извести апроксимацију која резултира аналитичким изразом. Наиме, у овом режиму се 

претпоставља да је електрон апсорбовао довољну количину фотона како би прешао из 

валентног у проводно стање, без потребе за тунеловањем кроз потенцијалну баријеру. 

Као последица тога, директна интеракција између електрона и електромагнетног поља 

постаје доминантан механизам који се може третирати пертурбативно. Ова претпоставка 

води ка изразу за стопу мултифотонске јонизације која се представља као [155]: 

 

𝑤𝑀𝑃𝐼 =
4𝜔

9𝜋
(
𝑚𝜔

ℏ
)

3

2
(

𝑒2𝐸2

16𝑚𝐼𝑝𝜔2
)
〈
𝐼𝑝

ℏ𝜔
+1〉

Φ{(2 (〈
𝐼𝑝

ℏ𝜔
+ 1〉 −

2𝐼𝑝

ℏ𝜔
))
1/2

 
} ×  

× exp [2 〈
𝐼𝑝

ℏ𝜔
+ 1〉 (1 −

𝑒2𝐸2

4𝑚𝐼𝑝𝜔2
)] , 

(4.24) 

Описана апроксимација је валидна само за интензитете ласерског зрачења довољно 

ниске да се може занемарити ефекат тунелне јонизацијe. 

Келдишов приступ формулисању стопе тунелне јонизације из једначине (4.20) 

почива на суптилном разматрању интеракције електрона са ласерским пољем. Ова 

интеракција је значајна, јер ласерско поље може ефективно модификовати потенцијалну 

баријеру која иначе ограничава кретање електрона унутар атома [155]. Ова баријера, под 

утицајем интензивног електромагнетног поља, деформише се до те мере да омогућава 

електрону да квантно-механички ,,тунелује” кроз њу, упркос чињеници да његова 

енергија није довољна да баријеру пређе класичним путем. Описани феномен је 

последица квантно-механичке природе материје, која се одликује непредвидивом, 

пробабилистичком динамиком. Унутар ове динамике, електрон, иако нема довољно 

енергије да пређе баријеру, ипак има одређену вероватноћу да се нађе са друге стране 

баријере. Додатна претпоставка формулисана у раду [150] је да се описани процес одвија 

тренутно. Наиме, након што електрон тунелује кроз потенцијалну баријеру, Келдиш га 

сматра слободним, односно он више није везан за атом. Да би квантификовао процес 
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тунеловања, Келдиш је употребио алате квантне статистике да би израчунао стопу 

јонизације у форми [155]: 

 𝑤𝑇𝐼 =
4𝐼𝑝

9ℏ𝜋2
(
𝑚𝐼𝑝

ℏ2
)

3

2
(

𝑒ℏ𝐸

√𝑚𝐼𝑝
3
)

5/2

exp [−
𝜋√𝑚𝐼𝑝

3

2𝑒ℏ𝐹
(1 −

𝑚𝜔2𝐼𝑝

8𝑒2𝐸2
)] . (4.25) 

Кључна карактеристика стопе тунелне јонизације лежи у њеној израженој зависности од 

интензитета ласерског зрачења. Описана зависност истиче већу вероватноћу да ће 

електрон, под дејством јачег ласерског зрачења, превазићи потенцијалну баријеру кроз 

квантно-механички феномен тунеловања.  

На Слици 4.4 је приказана компаративна анализа понашања стопа фотојонизације, 

𝑤𝑃
𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ

, мултифотонске јонизације, 𝑤𝑀𝑃𝐼 , и тунелне јонизације, 𝑤𝑇𝐼 , у функцији од 

интензитета ласерског зрачења (Слика 4.4 (а)), односно у функцији од таласне дужине 

ласера (Слика 4.4 (б)). 

 

Слика 4.4. Компаративни преглед стопа 𝑤𝑃
𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ

, 𝑤𝑀𝑃𝐼 и 𝑤𝑇𝐼, у функцији од: (а) интензитета 

ласерског зрачења, 𝐼, када је таласна дужина фиксирана на 800 nm, (б) таласне дужине, 𝜆, када 

је интензитет ласерског снопа фиксиран на 1013 W/cm2. 

Анализом резултата приказаних на Слици 4.4 (а), могуће је детаљније описати промену 

различитих стопа јонизације у односу на интензитет ласерског зрачења. У складу са 

дефинисаним опсегом, неки процеси јонизације могу превладати над осталима. На 

пример, при ниским интензитетима, доминира мултифотонска јонизација, 𝑤𝑀𝑃𝐼 . Како 

интензитет расте, постоји већа вероватноћа да ће електрони тунеловати кроз 

потенцијалну баријеру и прећи у проводно стање, што резултира повећањем стопе 
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тунелне јонизације, 𝑤𝑇𝐼. Слика 4.4 (а) такође указује на изванредну сагласност између 

стопа јонизације добијених аналитичком методом (једначине (4.24) и (4.25)) и 

Келдишове стопе јонизације (једначина (4.20)) у граничним случајевима мултифотонске 

и тунелне јонизације. Ова конзистентност указује на предвидљиво понашање ових 

процеса и даје кредибилитет аналитичкој методи за њихову карактеризацију. Поред тога, 

Слика 4.4 (б) илуструје промене у вероватноћама три процеса јонизације у односу на 

таласну дужину ласерског поља. Општи тренд је смањење стопа тунелне и 

мултифотонске јонизације са повећањем таласне дужине, што је последица обрнуте 

пропорционалности између енергије фотона и таласне дужине. Фотони са већом 

таласном дужином носе мање енергије, што резултира мањом вероватноћом јонизације, 

било тунеловањем или мултифотонском јонизацијом. Са друге стране, стопа 

фотојонизације може бити мање осетљива на таласну дужину. Овај процес више зависи 

од интензитета зрачења него од енергије фотона. Већи интензитет зрачења може 

повећати вероватноћу фотојонизације, без обзира на таласну дужину, јер значи већи број 

фотона, чак и ако они имају мању енергију.  

4.2.2. Анализа модела каскадне јонизације 

Феномен преноса енергије изазваног ласерским зрачењем, уколико је условљен 

искључиво процесом фотојонизације, намеће значајну промену прага интензитета 

зрачења који изазива оптички слом, у односу на висину енергијске баријере [156, 157]. 

Да би се детаљније описала ова променљивост, неопходно је посветити се концепту 

мултифотонске апсорпције. Наиме, феномен мултифотонске апсорпције се односи на 

процес у којем атом или молекул апсорбују два или више фотона истовремено, прелазећи 

из свог основног стања у побуђено стање. Ова апсорпција је нелинеарни оптички процес 

који захтева високе интензитете зрачења, што је својствено ласерским системима. 

Специфичност овог процеса лежи у чињеници да је вероватноћа апсорпције за различите 

нивое мултифотонске апсорпције различита. То значи да ће апсорпција два, три или чак 

више фотона имати различиту вероватноћу. Стога, уколико је енергијска баријера висока, 

захтева се апсорпција већег броја фотона како би се досегла та енергијска баријера, што 

значи да је вероватноћа такве апсорпције нижа. Ова инхерентна варијабилност доводи 

до значајних промена у прагу интензитета зрачења који изазива оптички слом. Међутим, 

обиље експерименталних података [158-160] указује на ниску зависност овог прага 

интензитета од висине енергијске баријере. Ово указује на значајан утицај другог 

механизма - каскадне јонизације. За разлику од мултифотонске апсорпције, каскадна 

јонизација показује само линеарну зависност од интензитета ласерског зрачења [161]. То 

значи да, уколико се интензитет ласерског зрачења повећа, број слободних електрона 

генерисаних кроз процес каскадне јонизације ће се пропорционално повећати. Ова 

линеарна зависност указује на ефикасан механизам преноса енергије, што објашњава 

нижу зависност прага интензитета ласерског зрачења од величине енергијске баријере. 

За разлику од феномена нелинеарне апсорпције, каскадна јонизација постаје 

ефикаснија приликом коришћења ласерских зрачења са дужим трајањем импулса ~ ns. 
Продужени период интеракције омогућава постепени пренос енергије на електроне, 

пружајући већи временски прозор за индивидуалне електроне да апсорбују довољно 

енергије и изврше процес сударне јонизације [162]. То резултира повећаном стопом 

каскадне јонизације, упркос чињеници да је укупна количина енергије у дужем импулсу 

иста као у краћем. Ефикасност процеса може се побољшати продужењем временског 

трајања ласерског импулса, што усмерава већи број електрона на процес јонизације 

атома или молекула, уместо да једноставно апсорбују и дисипирају енергију. 
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Каскадна јонизације укључује серију интеракција које започињу генерисањем 

почетних електрона (енгл. ,,seed electrons”) путем првобитне нелинеарне апсорпције. 

Овај процес, који се дешава под утицајем високоенергијског ласерског зрачења, 

омогућава прелазак електрона из валентне у проводну зону, чиме се стварају електрони 

који служе као ,,покретачке тачке” за даљи ток интеракција, делујући у својој основи 

као ,,семе” за наредне фазе процеса. Њихова даља интеракција са упадним фотонима се 

одвија на линеарној основи, што значи да је стопа апсорпције пропорционална 

интензитету упадног ласерског зрачења, 𝐼 [162, 163]. Та интеракција омогућава додатни 

пораст броја електрона, ефективно их доводећи до енергијски вишег стања. У тој 

побуђеној зони, електрони могу даље ступити у интеракцију са структурним елементима 

ткива путем процеса познатог као сударна јонизација [164]. Тада електрони добијају 

довољно енергије да изазову избацивање других електрона, чиме ,,мигрирају” у 

проводно стање. Као исход, долази до генерисања додатних електрона унутар проводне 

зоне, резултирајући двоструким бројем електрона у проводној зони за сваки електрон 

који је иницијално био укључен у овај процес. Описани феномен представља саму 

суштину каскадне јонизације [164]: сваки електрон који апсорбује енергију може 

потенцијално да створи још један електрон, што води до експоненцијалне продукције 

електрона и каскадне јонизације. Описана секвенца догађаја је илустрована на Слици 4.5. 

 

Слика 4.5. Каскадна јонизација је двостепени процес у којем електрони прво апсорбују 

енергију фотона, а затим долази до сударне јонизације путем међусобних судара електрона. 

Изузетно је важно прецизно моделовати једначине које квантификују стопу 

каскадне јонизације, 𝑤𝐶 , јер оне одређују ефикасност преноса енергије из ласерског 

зрачења на материјал. Постоји неколико теоријских модела који нуде аналитичке изразе 

за 𝑤𝐶. Међутим, током времена се као најпоузданији издвојио Шенов модел који стопу 

каскадне јонизације математички описује изразом [165]: 

 𝑤𝐶 =
𝜏𝑠

(𝜔2𝜏𝑠2+1)𝐼𝑝
[

𝑒2𝐼

𝑐𝑚𝑛𝑠𝜀0
−
2𝑚𝜔2𝜖𝑘

𝑎𝑣

𝑀𝑚
], (4.26) 

где je 𝜏𝑠 средње време између два судара, 𝑐 је брзина светлости, 𝑛𝑠 је индекс преламања 

материјала биолошког порекла, 𝜀0 је електрична пермитивност вакуума, 𝜖𝑘
𝑎𝑣 је просечна 

кинетичка енергија електрона и 𝑀𝑚 представља масу атома или молекула са којом се 

електрон судара. Први члан у једначини (4.26) описује генерисање енергије електрона из 

ласерског зрачења, док други члан описује пренос енергије са електрона на атоме или 

молекуле биолошког материјала током еластичних судара. Анализом литературе [166-
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168] је утврђено да просечно време између два судара, 𝜏𝑠, за већину ткива није тачно 

измерено, па се често у прорачунима користи апроксимирана вредност од 1 fs. 

4.2.3. Анализа модела јонизације хромофора 

Хромофори су конституенти молекула које карактерише способност апсорпције 

зрачења [169]. Ове молекулске сегменте одликује постојање електрона који, под дејством 

апсорбоване светлости, прелазе у виша енергијска стања, што доводи до промене њихове 

електронске конфигурације [170]. Спектрална осетљивост хромофора, односно њихова 

способност апсорпције зрачења у различитим деловима спектра, зависи од њихове 

структуре и хемијских карактеристика. 

У контексту моделовања ласером индукованог слома, хромофори играју значајну 

улогу. Познато је да уколико материјал биолошког порекла дође у контакт са ласерским 

зрачењем, молекули унутар њега апсорбују то зрачење. Ако је енергија овог зрачења 

довољно висока, може покренути процес јонизације, где се електрон одваја од атома или 

молекула, стварајући стање материје које се састоји од слободних електрона и јона са 

позитивним наелектрисањем. Ласером индуковани слом, феномен где се молекули 

материјала јонизују да би створили високоенергијске електроне, има јасно дефинисан 

праг, што представља минимални интензитет ласерског зрачења потребан за иницирање 

овог процеса. Присуство хромофора може смањити овај праг, с обзиром да ови 

молекуларни сегменти ефикасно апсорбују светлосну енергију, што омогућава да се већа 

количина ласерске енергије искористи за стварање јонизације. Физички гледано, 

хромофор апсорбује ласерско зрачење омогућавајући транзицију електрона из његове 

валентне у проводну зону. Овај процес апсорпције енергије може поспешити процес 

јонизације, јер се електронима даје довољно енергије да се одвоје од својих матичних 

атома или молекула. У овом контексту, присуство хромофора може бити кључни фактор 

у омогућавању и олакшавању ласером индукованог слома. Хромофори делују као 

мостови за пренос ласерске енергије на молекуле, што побољшава ефикасност процеса и 

омогућава оптички слом при нижим енергијама. 

Приликом моделовања сложених феномена, као што је ласерски индуковани слом, 

од суштинског значаја је квантификовати све релевантне параметре који утичу на тај 

процес. У том смислу, од виталног значаја је одређивање стопе јонизације хромофора, 

𝑤𝐶𝐻. Релеванција параметра 𝑤𝐶𝐻 огледа се у његовом непосредном утицају на количину 

ефективно апсорбоване ласерске енергије унутар биолошког материјала, што даље утиче 

на могућност остваривања неопходних услова за ласерски индуковани слом [170]. 

Израчунавање стопе јонизације хромофора подразумева разматрање два кључна фактора. 

Први фактор се односи на просечан број везаних електрона по хромофору доступних за 

јонизацију, што рефлектује способност ових молекула за апсорпцију ласерске енергије. 

Други фактор је вероватноћа термалне јонизације везаног електрона, која зависи од 

температуре на коју је хромофор загрејан, као и од енергије ласерског зрачења. 

Квантификовање описаних параметара и њихова интеграција у математички модел 

омогућава извођење израза у облику [171]: 

 𝑤𝐶𝐻 =
3𝑁𝑏𝑛𝑐ℎ√𝜋

4

𝜕

𝜕𝑡

[
 
 
 

(√
2𝑘𝑏(𝑇0+

√𝐼𝜇𝑎
𝑐𝑐ℎ𝜌𝑐ℎ𝑓𝑐ℎ

)

 𝐼𝑝
)

3

× exp {−
 𝐼𝑝

2𝑘𝑏(𝑇0+
√𝐼 𝜇𝑎

𝑐𝑐ℎ𝜌𝑐ℎ𝑓𝑐ℎ
)
}

]
 
 
 

 ,   (4.27) 

где 𝑛𝑐ℎ представља број хромофора у биолошком материјалу, 𝑁𝑏 показује просечан број 

везаних електрона по хромофору, а 𝑇0 је температура. Коефицијент апсорпције ткива је 

означен са 𝜇𝑎, док 𝑐𝑐ℎ представља специфичну топлоту органела које се налазе унутар 
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ћелија третираног ткива. Густина слободних електрона, услед јонизације хромофора, је 

означена са 𝜌𝑐ℎ, а фактор 𝑓𝑐ℎ је однос запремине хромофора у односу на кожу. Вредности 

ових параметара за различита ткива су утврђене у претходним истраживањима и могу се 

пронаћи у одговарајућим литературним изворима [171-173]. 

4.2.4. Анализа модела термалне јонизације  

У материјалима биолошког порекла, ласерско зрачење може иницијализовати 

јонизацију на три основна начина - путем фотојонизације, каскадне јонизације и 

јонизације хромофора [174]. Међутим, под одређеним условима, температура фокалне 

запремине може достићи довољно високе вредности да изазове термалну јонизацију [175, 

176]. Овај феномен у том случају представља додатни механизам генерисања слободних 

електрона. У случају ултра-кратких ласерских импулса, термална јонизација није 

значајна, јер почетни електрони захтевају релативно дуго време термализације (реда 

величине пикосекунде). Међутим, дужи ласерски импулси, који трају у области 

наносекунди и значајно су дужи од времена термализације, могу значајно загрејати 

фокалну запремину током ласерског зрачења. Овај процес повећава температуру 

материјала и доводи до термалне јонизације, која подржава каскадну јонизацију и 

доприноси процесу оптичког слома. 

Термална јонизација игра кључну улогу у превазилажењу инхибиције каскадне 

јонизације која настаје због рекомбинације слободних електрона. Када је интензитет 

ласерског зрачења довољно висок, термална јонизација обезбеђује додатне слободне 

електроне у материјалу, чиме се одржава континуитет процеса фотојонизације и 

омогућава потпуна јонизација. У литератури не постоји аналитички израз за 

израчунавање стопе термалне јонизације, али је позната релација која описује укупан 

број слободних електрона генерисаних у фокалној запремини на температури 𝑇 . 

Математички, густина слободних електрона настала током термалне емисије, 𝜌𝑒
𝑡 , може 

се одредити користећи релацију [176]: 

 𝜌𝑒
𝑡 = 3√

𝜋

2

(
𝑘𝑏𝑇

𝐼𝑝
)

3
2
exp[−

𝐼𝑝

2𝑘𝑏𝑇
]

1+3√
𝜋

2
(
𝑘𝑏𝑇

𝐼𝑝
)

3
2
exp[−

𝐼𝑝

2𝑘𝑏𝑇
]

.   (4.28) 

Имплементација једначине (4.28) у модел оптичког слома омогућава квантитативно 

описивање утицаја термализације енергије, загревања фокалне запремине и генерисања 

додатних слободних електрона током трајања ласерског импулса. 

4.2.5. Анализа модела дифузије и рекомбинације 

Дифузија и рекомбинација су кључни процеси који утичу на динамику јона и 

електрона током интеракције ласерског зрачења са материјалом биолошког порекла.  

Дифузија се односи на процес којим се слободни електрони, које је ласер избацио 

из атома или молекула материјала, шире из зоне утицаја ласера. Тада честице прелазе из 

области високе концентрације у област ниже концентрације [177], односно слободни 

електрони се шире из области где је ласер био фокусиран у околни материјал. На брзину 

дифузије утичу разни фактори, укључујући енергију и трајање ласерског импулса, 

температуру и густину материјала, као и карактеристике самих електрона. Већа густина 

електрона и дуже трајање ласерског импулса могу повећати стопу дифузије. 
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Анализа феномена дифузије слободних електрона током интеракције ласерског 

зрачења са материјалом биолошког порекла може се свести на модел цилиндричне 

запремине [178]. Описана апроксимација омогућава детаљнији увид у процесе који се 

дешавају на микроскопском нивоу, пружајући притом јасну слику о утицају дифузије на 

динамику система. При томе, цилиндрична запремина модела приказује област погођену 

ласерским снопом, са полупречником 𝑟0  и дужином 𝑧𝑅 . Овај модел је користан за 

квантитативно схватање како се слободни електрони дифундују унутар и изван ове 

цилиндричне запремине. Узимајући у обзир вероватноћу да се процес дифузије реализује, 

долази се до математичког израза за стопу дифузије, 𝑤𝐷 [178]:  

 𝑤𝐷 =
𝜏𝑠𝐼𝑝

3
[(
2.4

𝑟0
)
2

+ (
1

𝑧𝑅
)
2

].   (4.29) 

Време трајања ласерског импулса такође игра кључну улогу у дифузији електрона. 

Уколико је време трајања ласерског зрачења краће од времена неопходног за значајну 

дифузију електрона, дифузиони губици постају мање вероватан процес. Насупрот томе, 

ако ласерски импулси трају дуже од времена дифузије, електронима је омогућено више 

времена да дифундују ван области, чиме се повећава вероватноћа дифузионих губитака. 

Из овога следи да би за ласерске импулсе краће од наносекунде, дифузиони губици могли 

бити мање значајни. 

Рекомбинација се односи на феномен повратка слободних електрона у њихова 

првобитна енергијска стања унутар атомских или молекулских структура, из којих су 

првобитно избачени током интеракције са ласерским зрачењем. Ово често резултира 

ослобађањем енергије у форми фотона. За квантитативни приказ овог процеса, користи 

се математички израз који дефинише стопу рекомбинације, 𝑤𝑅, што се може описати 

кроз следећу једначину [179]: 

 𝑤𝑅 = 3 × 10−9[s−1].   (4.30) 

Параметар 𝑤𝑅 може имати значајан утицај на укупну ефикасност ласерске интеракције 

са биолошким материјалима. Наиме, за дуже ласерске импулсе, ова стопа постаје 

значајнија, јер слободни електрони имају довољно времена да се рекомбинују са својим 

изворним атомима или молекулима пре него што се импулс ласера заврши. Сa друге 

стране, за краће ласерске импулсе, стопа рекомбинације може бити мање значајна. Разлог 

за ово лежи у чињеници да се импулс ласера може завршити пре него што се већина 

електрона рекомбинује [180]. 

Дакле, дужина импулса има директан утицај на динамику процеса дифузије и 

рекомбинације. Ова спознаја сугерише да је пажљива регулација дужине импулса 

кључна за ефикасно управљање ласерским интеракцијама са биолошким материјалима, 

омогућавајући оптималну контролу над овим микроскопским процесима. 

4.3. Аналитичко решавање једначине за описивање динамике продукције 

електрона  

Аналитичка формула која описује динамику генерације слободних електрона 

путем процеса фотојонизације, каскадне јонизације и кумулативних губитака, приликом 

интеракције ласерског зрачења са очним ткивом и биолошким материјалима богатим 

водом, формулисана је пре отприлике тридесет година [181, 182]. Овај теоријски третман 

изискује софистицирани математички приступ и представљен је у раду Паула Кенедија 

из 1995. године [182]. При овом приступу су изостављени неки процеси који би могли 
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бити релевантни за теоријско моделовање интеракције ласерског зрачења са људским 

оком, попут термалне јонизације, јонизације хромофора или појединачних доприноса 

дифузије и рекомбинације. Ипак, без обзира на ова поједностављења, изведени израз 

пружа јасан квантитативни оквир за разумевање динамике генерисања слободних 

електрона, и као такав представља кључни елемент у даљим анализама овог процеса. 

Иако је Кенедијев приступ омогућио значајан напредак у решавању овог комплексног 

проблема, битно је нагласити да године које су уследиле нису сведочиле настојањима да 

се изведе аналитички израз који би целовито обухватио све релевантне механизме 

повезане са феноменологијом ласером индукованог слома. У оквиру ове докторске 

дисертације, конкретно у Поглављу 5 (видети резултате у Потпоглављу 5.3), изведен је 

аналитички израз који осликава генерацију слободних електрона на третираној мети 

биолошког порекла, укључујући кључне релевантне процесе. Овај израз показује 

изванредну усклађеност са развијеним нумеричким методом, описаним у наредном 

потпоглављу, али и доступним експерименталним подацима. 

Кенедијев модел полази од претпоставке да се временска еволуција слободних 

електрона може представити изразом [183]: 

 
𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑡
= 𝑤𝑀𝑃𝐼 + [𝑤𝐶 − 𝑤𝐿] ∙ 𝜌𝑒, (4.31) 

где 𝑤𝑀𝑃𝐼 означава стопу мултифотонске јонизације, 𝑤𝐶 је стопа каскадне јонизације, а 

стопа −𝑤𝐿 укључује кумулативне ефекте који смањују број слободних електрона.. 

Увођењем претпоставке да су вероватноће 𝑤𝑀𝑃𝐼 и 𝑤𝐶 − 𝑤𝐿 константне, односно 

да важи: 𝑤𝑀𝑃𝐼 = 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  и 𝑤𝐶 − 𝑤𝐿 = 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. , једначину (4.31) је могуће 

трансформисати као: 

 
𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑡
= 𝑎 + 𝑏 ∙ 𝜌𝑒 . (4.32) 

Постоји фундаментални разлог за увођење претпоставке да су вероватноће 𝑤𝑃 и 𝑤𝐶 −𝑤𝐿 

константне. Наиме, за кратке временске интервале током којих се одвијају описани 

процеси, реакцијске вероватноће су често приближно константне [184]. То значи да, иако 

могу постојати мале флуктуације у вредностима ових стопа, оне су на таквој скали да се 

могу сматрати небитним за општи ток процеса.  

Због даљег рачуна неопходно је раздвојити променљиве: 

 (𝑎 + 𝑏 ∙ 𝜌𝑒)
−1𝑑𝜌𝑒 = 𝑑𝑡, (4.33) 

a у циљу интеграције једначине (4.33). Као резултат, добија се: 

 ln[𝑎 + 𝑏 ∙ 𝜌𝑒] = 𝑏(𝑡 + 𝑐1), (4.34) 

где је 𝑐1 константа интеграције. 

Имајући у виду математички идентитет [100]: exp[ln(𝑥)] = 𝑥, једначину (4.34) је 

сада могуће додатно трансформисати множењем леве и десне стране експоненцијалном 

функцијом: 

 𝑎 + 𝑏 ∙ 𝜌𝑒 = exp[𝑏(𝑡 + 𝑐1)], (4.35) 

односно: 

 𝜌𝑒 =
1

𝑏
exp[𝑏𝑡]exp[𝑏𝑐1] −

𝑎

𝑏
, (4.36) 

Вредност константе 𝑐1 могуће је одредити коришћењем почетног услова (𝑡 = 0) да је 

одређени број слободних електрона на почетку ласера присутан у мети, 𝜌𝑒(𝑡 = 0) = 𝜌0. 

У том случају се члан exp[𝑏𝑐1] у једначини (4.35) апроксимира као exp[𝑏𝑐1]/𝑏 = 𝑎/𝑏 +
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𝜌0. Имајући ово у виду, након примене математичких трансформација, једначина (4.37) 

постаје: 

 𝜌𝑒 = 𝜌0exp[𝑏𝑡] +
𝑎

𝑏
{exp[𝑏𝑡] − 1}. (4.37) 

На крају, враћајући смену за 𝑎 и 𝑏, следи: 

 𝜌𝑒 = 𝜌0exp[(𝑤𝐶 − 𝑤𝐿)𝑡] +
𝑤𝑀𝑃𝐼

𝑤𝐶 − 𝑤𝐿
{exp[(𝑤𝐶 − 𝑤𝐿)𝑡] − 1}. (4.38) 

Кенедијев модел представља важну теоријску основу за разумевање процеса јонизације. 

Међутим, при поређењу са доступним експерименталним подацима, овај модел може 

показати одређене недостатке. Наиме, модел не обрађује кључне елементе који утичу на 

процес јонизације, као што су термални ефекти или јонизација хромофора. Ове 

изостављене компоненте могу узроковати разлике између теоријских предвиђања и 

измерених резултата. Уз то, модел приказан у [181, 182] пружа поједностављене 

претпоставке о вероватноћама генерисања и губитака електрона. Такав приступ 

потенцијално не рефлектује адекватно стварне процесе који се одвијају на 

микроскопском нивоу. Стварне стопе јонизације могу се значајно разликовати у 

зависности од варијација у густини електрона, температури, интензитету и фреквенцији 

ласера – и ови фактори нису експлицитно обухваћени у овом моделу. Даље, модел се 

ослања на универзалне параметре, као што су вероватноће губитака, које обједињују 

различите процесе губитка. Ове стопе могу показати значајне варијације у зависности од 

специфичних услова експеримента, што може довести до додатних дисонанци између 

теоријских и експерименталних резултата. На крају, модел не узима у обзир просторне 

ефекте, попут дифузије електрона изван фокалне запремине ласерског снопа, што може 

утицати на дистрибуцију електрона у простору и времену, и тако створити разлике 

између израчунатих и измерених резултата. Иако Кенедијев модел служи као користан 

алат за разумевање основних механизама јонизације, његова употребљивост може бити 

ограничена када се користи за директно предвиђање резултата конкретних 

експеримената. Да би се побољшала предиктивна способност овог модела, од значаја је 

његово даље унапређење тако да боље одражава горе наведене факторе. 

4.4. Нумеричке методе за решавање једначине за продукцију слободних 

електрона 

С обзиром на сложеност и нелинеарност диференцијалних једначина које описују 

продукцију слободних електрона у моделима ласером индукованог слома, често се 

аналитичка решења не могу лако добити или су чак недостижна. У таквим ситуацијама, 

нумеричке методе попут Рунге-Кута [185-187], постају неопходне за прецизно и 

ефикасно моделовање. Рунге-Кута методе су класа нумеричких метода које користе 

кораке итерације како би постигле апроксимативна, али прецизна и поуздана решења 

диференцијалних једначина. Међу овим методама, Рунге-Кута метода четвртог реда 

(RK4) је често преферирана због своје високе тачности и стабилности [188]. Ове методе 

користе информације о тренутној густини и брзини њених промена како би предвидели 

следеће вредности. На тај начин, омогућавају прецизно праћење временске еволуције 

густине слободних електрона у моделима оптичког слома. Иако овај приступ захтева 

пажљив избор величине корака и рачунску снагу, RK4 метода је показала импресивну 

ефикасност у моделовању и решавању једначина за продукцију слободних електрона, 

пружајући увид у динамику феномена ласером индукованог оптичког слома.  



Докторска дисертација Христина Делибашић-Марковић 

 

79 

 

Да би се верификовало аналитичко решење диференцијалне једначине, која 

моделује стопу промене густине слободних електрона у контексту модела за интеракцију 

ласера са материјалима биолошког порекла (више детаља у Поглављу 5), у овој тези су 

искоришћена два метода базирана на Рунге-Кута (RK) алгоритму. Први метод користи 

стандардну Рунге-Кута методу четвртог реда (RK4) [188], која је конципирана на следећи 

начин: 

 
𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑡
= ℱ(𝑡, 𝜌𝑒), 𝜌𝑒(𝑡 = 0) = 𝜌0, (4.39) 

где 𝜌𝑒(𝑡 = 0) = 𝜌0  представља почетни услов за диференцијалну једначину 𝑑𝜌𝑒/𝑑𝑡 =
ℱ(𝑡, 𝜌𝑒), а 𝜌𝑒 представља густину слободних електрона, кључну варијаблу у овом моделу. 

Функција ℱ(𝑡) дефинисана је као: 

 ℱ(𝑡)  = 𝑤𝑃
𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ

+ 𝑤𝐶 ∙ 𝜌𝑒 + 𝑤𝑇 ∙ 𝜌𝑒 + 𝑤𝐶𝐻 ∙ 𝜌𝑒 − 𝑤𝐷 ∙ 𝜌𝑒 − 𝑤𝑅 ∙ 𝜌𝑒
2, (4.40) 

где 𝑤𝑃
𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ

, 𝑤𝐶 , 𝑤𝑇 , 𝑤𝐶𝐻 , 𝑤𝐷 ,  и 𝑤𝑅  представљају коефицијенте који квантификују 

утицај процеса фотојонизације, каскадне јонизације, термалне јонизације, јонизације 

хромофора, дифузије и рекомбинације, респективно, на промену густине слободних 

електрона.  

Алгоритам Рунге-Кута састоји се од две кључне компоненте: 

израчунавање ,,инкремената” (𝒦1, 𝒦2, 𝒦3, 𝒦4), и њихово даље коришћење за ажурирање 

варијабли стања, у овом контексту, густине слободних електрона, означених са 𝜌𝑒 . 

Наиме, сваки инкремент представља процену градијента функције на одређеној тачки, и 

користи се за предвиђање наредне вредности функције. Наведени инкременти се 

израчунавају према следећем редоследу: 

1. Први инкремент, 𝒦1, описује градијент функције на почетном тренутку, што се 

изводи помоћу функције ℱ(𝑡, 𝜌𝑒) за тренутно време и густину: 

 𝒦1 = ℱ(𝑡𝑛−1, 𝜌𝑒𝑛−1). (4.41) 

2. Следећи инкремент, 𝒦2 , користи 𝒦1  за предвиђање вредности функције на 

половини корака 𝑡𝑛−1 + 𝒽/2, а затим се израчунава градијент на тој тачки: 

 𝒦2 = ℱ (𝑡𝑛−1 +
𝒽

2
, 𝜌𝑒𝑛−1 +

𝒦1

2
). (4.42) 

3. Трећи инкремент, 𝒦3, слично 𝒦2, користи се за предвиђање вредности функције 

на половини корака, али овај пут користи градијент из 𝒦2 за предвиђање: 

 𝒦3 = ℱ (𝑡𝑛−1 +
𝒽

2
, 𝜌𝑒𝑛−1 +

𝒦2

2
). (4.43) 

4. Четврти инкремент, 𝒦4, користи 𝒦3 за предвиђање вредности функције на крају 

корака 𝑡𝑛−1 + 𝒽 и израчунава градијент на тој тачки: 

 𝒦4 = ℱ(𝑡𝑛−1 + 𝒽, 𝜌𝑒𝑛−1 +𝒦3). (4.44) 

5. Након што су израчунати инкременти, 𝒦1, 𝒦2, 𝒦3 и 𝒦4, користе се за ажурирање 

𝜌𝑒 према следећој формули: 

 𝜌𝑒𝑛 = 𝜌𝑒𝑛−1 +
𝒽

6
(𝒦1 + 2𝒦2 + 2𝒦3 +𝒦4). (4.45) 

Једначина (4.45) је заправо пондерисана средина инкремената. Први и последњи 

инкремент (𝒦1 и 𝒦4) добијају мање тежине (појединачно 1/6) док средњи инкременти 

(𝒦2  и 𝒦3 ) добијају веће тежине (по 2/6 или 1/3). Ова пондерација узима у обзир 
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информације из свих делова корака, пружајући прецизније предвиђање за следећу 

вредност 𝜌𝑒 него што би било могуће користећи само почетни или крајњи нагиб.  

У оквиру проучавања једначине која описује генерисање слободних електрона, 

идентификовано је да је временски корак од 0.001 наносекунди оптималан. За ласерске 

импулсе чији су интензитети мањи од 1 × 1013 W/cm2, прихватљиво је примењивати 

већи временски корак. Међутим, за интензитете изнад овог прага, постаје неопходно 

смањити временски корак. Селекција величине корака у RK4 методи је од кључног 

значаја. Мањи кораци могу унапредити прецизност решења, али то захтева већу рачунску 

снагу и самим тим повећава време извршавања симулације. Супротно томе, већи кораци 

могу скратити време извршавања симулације, али могу негативно утицати на прецизност 

резултата. Стога, неопходно је извршити пажљив баланс између рачунске ефикасности 

и жељене прецизности решења. Ово је процес који захтева детаљну анализу, како би се 

осигурао оптималан компромис између та два аспекта. 

Други нумерички приступ користи функцију ,,ExplicitRungeKutta”, која је део 

интегрисаних библиотека софтвера Wolfram Mathematica [189, 190]. Ова функција 

имплементира Bogacki–Shampine алгоритам [191], који је варијанта Рунге-Кута методе 

трећег реда са адаптивним временским кораком. Ова адаптабилност омогућава 

аутоматско прилагођавање величине временског корака у складу са сложеношћу 

проблема. Ако су промене варијабли благе, корак се може повећати како би се 

ефикасније напредовало кроз симулацију. Сa друге стране, ако су промене варијабли 

брзе или нагле, корак се смањује како би се обезбедила тачност решења.  

Иако су оба приступа - стандардни Рунге-Кута алгоритам четвртог реда (RK4) и 

Bogacki–Shampine алгоритам - пружили идентичне резултате, потврђујући своју 

прецизност, фокус ове докторске дисертације усмерен је на евалуацију RK4 методе. 

Избор овог приступа је мотивисан следећим разлозима: 

• Широка примена: RK4 метода се већ дуго користи у различитим научним и 

инжењерским областима за нумеричко решавање диференцијалних једначина. 

Њена универзална прихваћеност и доказана ефикасност чине је погодним 

кандидатом за детаљну анализу. 

• Супериорност у контексту проблема: У специфичном контексту моделовања 

интеракција ласера са материјалима биолошког порекла, RK4 метода показује 

супериорност. Ова метода је способна да прецизно моделује сложене процесе и 

нелинеарно кретање које је типично за ову врсту проблема. 
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5. Резултати и дискусија 

Ласерски индуковани слом представља кључни процес који настаје као резултат 

интеракције ласерског зрачења са биолошким материјалом. Овај феномен, који се налази 

на пресеку оптике, квантне механике и биофизике, од тренутка свог открића 

континуирано привлачи значајну пажњу научне заједнице. Иако су претходне године 

биле обележене интензивним експерименталним и нумеричким истраживањима овог 

феномена [192-194], прецизан теоријски опис и даље представља изазов, отварајући 

простор за стално истраживање и иновације у овој области.  

Ово поглавље приказује детаљну теоријско-нумеричку анализу процеса 

генерисања слободних електрона, што представља један од централних елемената 

ласерски индукованог слома код кратких и ултракратких импулса. Овај процес је 

адекватно дефинисан и приказан кроз репрезентације одговарајућих нелинеарних 

диференцијалних једначина, уз уважавање свих релевантних физичких параметара. У 

оквиру истраживања, примењена је свеобухватна методологија која покрива анализу 

широког спектра физичких феномена који се јављају у ласерском пољу. Посебна пажња 

у нашем приступу је посвећена одабиру одговарајућих вероватноћа, односно стопа 

јонизације, који су од кључног значаја за целокупни процес. Узевши у обзир природу 

проблема, анализирали смо однос између енергије јонизације посматраног атома, 

таласне дужине ласера, и интензитета ласерског зрачења. Сви ови аспекти су узети у 

обзир са циљем упоређивања нашег модела са постојећим нумеричким моделима и 

експерименталним подацима, пружајући значајан увид у сложену природу процеса 

генерисања слободних електрона. Кроз овакав методолошки приступ, наш рад доноси 

дубље разумевање и нове перспективе у проучавању ласерски индукованог слома, 

отварајући могућности за даљи напредак у овој динамичној области истраживања. 

5.1. Анализа доприноса и губитака кроз укључивање одговарајућих 

критичних процеса у једначини за продукцију слободних електрона  
 

Феномен продукције слободних електрона је од виталног значаја у бројним 

појавама у атомској, молекулској и оптичкој физици, а нарочито у контексту интеракције 

електромагнетног зрачења са атомима биолошког порекла. У циљу детаљног описа овог 

феномена, неопходно је анализирати и детаљно испитати процесе који доприносе 

генерисању  и губицима слободних електрона. Као што су многобројне експерименталне 

студије показале [195, 196], процес продукције слободних електрона у проводној зони 

може се постићи било фотојонизацијом (тунелна или мултифотонска јонизација) или 

сударном јонизацијом. У Поглављу 4 је објашњено да у почетној фази посматраног 

процеса, доминантну улогу има процес фотојонизације, при чему фотон интерагује са 

атомом, преносећи довољно енергије да избаци један или више електрона. Након што се 

електрони ослободе, они могу даље генерисати додатне електроне путем различитих 

механизама, укључујући еластично и нееластично расејање, али и ефекте попут 

инверзног Брамштралунга (енгл. ,,Inverse Bremsstrahlung” - IB). Процес инверзног 

Брамштралунга настаје када слободни електрон апсорбује фотон, што доводи до 

повећања кинетичке енергије истог. Након неколико узастопних догађаја овог феномена, 

електрон стиче довољно велику кинетичку енергију да произведе додатне електроне кроз 
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сударну јонизацију. Ово доводи до лавинског раста броја слободних електрона (каскадне 

јонизације).  

Приликом анализе феномена оптичког слома, два параметра играју суштинску 

улогу: критични интензитет зрачења, 𝐼𝑐𝑟, и критична густина слободних електрона, 𝜌𝑐𝑟 

[197]. Ови параметри омогућавају детаљније разумевање и контролу процеса стварања 

слободних електрона, а посебно су релевантни за феномене, који се јављају током 

интеракције ласерског зрачења са материјом. Критични интензитет зрачења представља 

минималну јачину ласерског зрачења која је потребна за покретање процеса 

фотојонизације. Његова вредност зависи од карактеристика ласерског зрачења (попут 

таласне дужине и трајања импулса), али и од својстава материјала (попут радне функције 

и густине стања). Са друге стране, критична густина слободних електрона представља 

густину слободних електрона потребну за стварање високоенергијског стања материје. 

Када се достигне ова критична вредност, број слободних електрона може брзо да расте 

кроз процесе, као што су сударна јонизација и секундарна емисија електрона, водећи на 

крају до генерисања јонизованог гаса. Вредност критичне густине слободних електрона 

може значајно варирати у зависности од услова у којима се процеси одвијају. 

У области истраживања интеракције ласера и материје, посебна пажња се 

посвећује феномену генерисања слободних електрона. С обзиром на кључну улогу коју 

ови електрони играју у финалном формирању плазме, њихова производња, еволуција и 

губици су од суштинског значаја за разумевање и контролу процеса индукованих 

ултракратким ласерским пулсевима. У доступној литератури [198-200], фокус је био 

усмерен ка стварању опште слике овог комплексног процеса. Међутим, ни у једној се 

није приступило детаљној анализи индивидуалног утицаја вероватноћа стварања 

слободних електрона у мети кроз процесе фотојонизације, каскадне и термалне 

јонизације, који значајно утичу на целокупну интеракцију ласера и материје. Такође, 

нису разматрани ни губици који настају услед дифузије и рекомбинације, иако је више 

пута показано да и ови фактори имају утицај на укупну густину слободних електрона у 

одређеним доменима. Због тога, у нашем истраживању, одлучили смо се за детаљнију 

анализу ових процеса, са посебним нагласком на њихову улогу у контексту ултракратких 

пулсева. Наш циљ је био да разумемо како се вероватноће стварања слободних електрона, 

у сваком од ових процеса, мењају током времена, са променом интензитета ласерског 

зрачења, како процеси добитака и губитака утичу на ове динамике, и како све ово утиче 

на временску еволуцију густине слободних електрона. 

Математички модел за праћење временске еволуције густине слободних 

електрона, 𝜌𝑒, може се јасно формализовати кроз примену нелинеарне диференцијалне 

једначине, која обједињује утицаје различитих кључних процеса, третирајући густину 

слободних електрона као резултат њихових кумулативних ефеката (Поглавље 4): 

 
𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑡
= 𝑤𝑃 + 𝑤𝐶 ∙ 𝜌𝑒 + 𝑤𝑇 ∙ 𝜌𝑒

𝑡 − 𝑤𝐷 ∙ 𝜌𝑒 −𝑤𝑅 ∙ 𝜌𝑒
2, (5.1) 

односно: 

 
𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑡
= (

𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑡
)
𝑃
+ (

𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑡
)
𝐶
+ (

𝑑𝜌𝑒
𝑡

𝑑𝑡
)
𝑇
− (

𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑡
)
𝐷
− (

𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑡
)
𝑅

, (5.2) 

Први члан у једначинама (5.1) и (5.2) односи се на допринос стопе фотојонизације, 𝑤𝑃, 
без обзира да ли је реч о феномену тунелне или мултифотонске јонизације. Други члан 

представља допринос каскадне јонизације, 𝑤𝐶 . Овај ефекат, како је раније описано, 

подразумева убрзавање слободних електрона до високих енергија, што може да покрене 

лавинску јонизацију других атома, доводећи до брзог повећања броја слободних 

електрона. Трећи члан описује допринос термалне јонизације, 𝑤𝑇 , која се одвија када 

екстремно високе температуре индукују производњу додатних слободних електрона. Са 
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друге стране, последња два члана, −𝑤𝐷 ∙ 𝜌𝑒 и −𝑤𝑅𝜌𝑒
2, описују губитке електрона кроз 

процесе дифузије слободних електрона из фокалног волумена и рекомбинације 

електрон-шупљина, респективно. У овом контексту, процеси дифузије и рекомбинације 

представљају кључне механизме губитака слободних електрона. Дифузија, која је 

инхерентна карактеристика нелинеарне апсорпције, односи се на процес кроз који 

слободни електрони напуштају фокални волумен, смањујући на тај начин укупну 

густину слободних електрона унутар те регије. Са друге стране, рекомбинација је 

феномен у којем слободан електрон и шупљина поново формирају неутралан атом [201], 

такође смањујући укупну густину слободних електрона. Према доступним подацима 

[202], при коришћењу ултракратких пулсева, за разлику од наносекундних, трећи и 

последњи члан у једначини (5.2) не утичу квалитативно на наше резултате; они 

једноставно утичу квантитативно на кумулативну стопу јонизације, док очувавају општи 

облик генерисане стопе јонизације. Вредно је споменути да су и други истраживачи 

раније занемарили ове ефекте у истраживању, што је и документовано у литератури [203]. 

Стога, имајући у виду специфичне циљеве тренутне студије, ови процеси нису 

представљали централну тачку наше анализе. 

Експериментално је потврђено да примена ултракратких ласерских пулсева, у 

поређењу са кратким пулсевима, доводи до ситуације у којој губитак електрона кроз 

процесе дифузије из фокалног волумена и рекомбинације не би требало да има значајан 

утицај на укупан процес генерисања слободних електрона. У оквиру нашег истраживања, 

спроведена је детаљна анализа да би се добила теоријска потврда експериментално 

добијених закључака. То је урађено анализом једначина (5.1) и (5.2), кроз испитивање 

појединачних доприноса свих наведених процеса. Циљ је био не само да се провери 

поменута претпоставка, већ и да се обезбеди свеобухватан и детаљан увид у сложене 

интеракције које се одвијају током интеракције ласера и материје. Кроз анализу ове 

комплексне динамике, наше истраживање пружа целовит поглед на интеракцију ласера 

и материје, са посебним фокусом на временску еволуцију густине слободних електрона.  

5.1.1. Утицај фотојонизације на динамику густине слободих електрона 

Фотојонизација, која подразумева процес јонизације атома или молекула услед 

деловања фотона −  кванта ласерске светлости, може се манифестовати путем два 

феномена: мултифотонске и тунелске јонизације. Доминација једног од ових процеса у 

великој мери зависи од интензитета и фреквенције упадне светлости, што је 

квантификовано путем Келдишовог параметра, означеног са 𝛾. Наиме, већ је споменуто 

да мултифотонска јонизација представља процес у којем атом апсорбује више фотона, 

при чему сваки фотон доприноси одређеној количини енергије. Када се сабере енергија 

свих апсорбованих фотона, резултујућа укупна енергија може бити довољна да избаци 

електрон из атома. Овај процес је чешћи приликом коришћења ласерских извора са 

дужим трајањем импулса, односно ,,кратким” ласерима на нивоу наносекунди, када је 

испуњен услов 𝛾 ≫ 1. Такви импулси су довољно дуги да омогуће апсорпцију више 

фотона пре него што се електрон ослободи. Насупрот томе, тунелна јонизација, као 

квантно-механички феномен, омогућава електрону да тунелује кроз енергијску баријеру 

и напусти атом. Код ,,ултракратких” ласерских извора, са трајањем импулса у домену 

пикосекунди и фемтосекунди, интензитет зрачења је често толико висок да електрон 

може тунеловати кроз баријеру пре него што дође до апсорпције додатних фотона. Овај 

процес постаје доминантан, ако је испуњен услов 𝛾 ≪ 1. Стога, приликом истраживања 

феномена фотојонизације, кључна је детаљна анализа ових механизама. Иако су оба 

процеса резултат интеракције светлости са атомима или молекулима, они се разликују 
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по механизмима који омогућавају прелазак електрона из везаног у слободно стање. У 

контексту генерисања слободних електрона, одабир између мултифотонске и тунелне 

јонизације, као доминантног механизма, углавном зависи од дужине импулса ласера.  

Келдишов приступ фотојонизацији је изузетно значајан и често се користи, како 

у теоријској, тако и у експерименталној анализи, зато што пружа целовит оквир за 

описивање овог процеса, узимајући у обзир параметре попут интензитета и фреквенције 

ласерског зрачења, као и енергију неопходну за јонизацију атома или молекула 

(Поглавље 4). Осим тога, важно је напоменути да је Келдишова вероватноћа 

фотојонизације у литератури препозната као веома корисна, због своје математичке 

прецизности и конзистентности и дата је једначином у својој развијеној форми (у 

атомском систему јединица, 𝑒 = 𝑚 = ℏ = 1 [204]) [160]: 

 
𝑤𝑃
𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ

=
2𝜔

9𝜋
𝑄 (𝛾,

𝐼𝑝

𝜔
) (

𝜔√1+𝛾2

2𝛾
)

3

2

×  

× exp {−𝜋 〈
𝐼𝑝

𝜔
+ 1〉× [𝐾 (

𝛾

√1+𝛾2
) − 𝐸 (

𝛾

√1+𝛾2
)] 𝐸 (

𝛾

√1+𝛾2
)⁄ }.  

(5.3) 

Функцију 𝑄 (𝛾,
𝐼𝑝

𝜔
) је могуће одредити коришћењем елиптичког интеграла првог и другог 

реда, 𝐾(𝑥) и 𝐸(𝑥), као и дефиниције Досоновог интеграла, Φ(𝑥) (видети Поглавље 4): 
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}  exp [−𝜋 [𝐾 (
𝛾

√1+𝛾2
) − 𝐸 (

𝛾

√1+𝛾2
)] 𝑛 𝐸 (

𝛾

√1+𝛾2
)⁄ ].  

(5.4) 

Анализа једначине (5.3) захтева употребу нумеричке симулације и биће предмет 

детаљног истраживања у потпоглављу 5.3. Ради ефикасности и потпуности теоријске 

анализе, у нашем приступу смо такође размотрили и поједностављене изразе за тунелну 

и мултифотонску јонизацију, који су значајно смањили време потребно за рачунарску 

анализу, омогућавајући брже и ефикасније процесирање добијених података. Описани 

приступ је омогућио баланс између прецизности и ефикасности, што је од кључног 

значаја у савременим истраживањима у овој области.  

На Слици 5.1, приказана је стопа фотојонизације, добијена на основу једначине 

(5.3) у функцији од Келдишовог 𝛾 параметра, који варира у осегу 0 − 1 за три различита 

интензитета ласерског зрачења: 1 × 1013 W/cm2, 1 × 1014 W/cm2 и 1 × 1015 W/cm2.  
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Слика 5.1. Зависност стопе фотојонизације од Келдишовог параметра, 𝛾, при чему се 𝛾 мења у 

интевалу 0-1. 

На основу резултата приказаних на Слици 5.1, може се уочити да промена интензитета 

ласерског зрачења драстично утиче на стопу фотојонизације. Наиме, повећање 

интензитета до 1 × 1015  W/cm2 изазива значајно повећање стопе фотојонизације. Овај 

феномен се може физички интерпретирати кроз контекст енергијских стања атома, који 

су изложени снажном ласерском пољу. Интензивније поље побуђује више енергијске 

нивое атома, чиме се повећава вероватноћа да ће електрон прећи на виши енергијски 

ниво, или чак напустити атом, што резултира јонизацијом. Овај процес се може 

концептуализовати као ,,пробој” електрона кроз потенцијалну баријеру коју формира 

електрично поље атома. За ниске вредности Келдишовог параметра, овај процес је 

ефикаснији, што доводи до више вероватноће фотојонизације.  

Анализа доступне литературе на ову тему указала је на одсуство дубљег 

разумевања улоге фотојонизације у целокупном процесу. Стога је наша теоријска 

анализа примарно усмерена на испитивање израза за вероватноћу фотојонизације, са 

посебним нагласком на индивидуални утицај мултифотонске и тунелске јонизације, при 

различитим вредностима Келдишовог параметра, 𝛾. Ово је допринело продубљивању 

схватања процеса фотојонизације, чија је дискусија у стручној литератури углавном 

фокусирана само на мултифотонску јонизацију [205]. Иако мултифотонска јонизација 

ужива већу пажњу, допринос тунелне јонизације често бива занемарен, без обзира на 

дужину трајања пулса и одговарајући интензитет ласерског поља. У циљу увођења 

свеобухватнијег приступа, изведен је аналитички израз за стопу фотојонизације као сума 

појединачних стопа јонизације у мултифотонском и тунелном режиму:  

 𝑤𝑃
𝑀𝑃𝐼+𝑇𝐼 = 𝑤𝑀𝑃𝐼 + 𝑤𝑇𝐼 , (5.5) 

односно: 
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(5.6) 



Докторска дисертација Христина Делибашић-Марковић 

 

86 

 

Потпора оваквог приступа се може наћи уколико се посматра зависност појединачних 

стопа за мултифотонску, 𝑤𝑀𝑃𝐼 , и тунелну, 𝑤𝑇𝐼 , јонизацију (једначина (5.5)) од 

Келдишовог параметра. Тако су на Слици 5.2, приказане стопе 𝑤𝑀𝑃𝐼 и 𝑤𝑇𝐼, при фиксној 

таласној дужини од 800 nm, уз употребу ултракратких импулса (~ 100 fs), у функцији од 

𝛾 параметра. Уз ове почетне параметре, могуће је постићи критичну густину слободних 

електрона од приближно 𝜌𝑐 ≈ 2 × 10
19 cm−3. 

 

Слика 5.2. Зависност стопа јонизације у случају мултифотонске, 𝑤𝑀𝑃𝐼, и тунелне, 𝑤𝑇𝐼, 
јонизације од Келдишовог параметра, 𝛾, при чему се 𝛾 мења у интевалу 0-2. 

Са Слике 5.2 може се закључити да је процес јонизације доминантно тунелне природе за 

вредности 𝛾 параметра мање од јединице: 𝛾 < 1. Ово стање карактерише максимална 

вредност стопе тунелне јонизације, што је у складу са теоријским моделима који 

предвиђају ову врсту понашања. Супротно томе, у домену где важи да је: 𝛾 > 1, стопа 

јонизације показује значајно веће вредности за мултифотонску јонизацију, јасно 

указујући на транзицију према доминантном мултифотонском процесу. Интересантно је 

да мултифотонска јонизација показује одређени ниво активности чак и у домену где 

превладава тунелна јонизација. Иако су ове вредности знатно ниже у поређењу са 

максималним вредностима у домену где 𝛾 прелази јединицу, овај феномен указује на 

могућу симултану активност оба процеса под одређеним условима. Физички смисао ових 

резултата лежи у чињеници да промене у Келдишовом параметру утичу на природу 

доминантног процеса јонизације. Показује се да тунелна и мултифотонска јонизација 

нису међусобно изоловане и да постоје специфични услови под којима се оба процеса 

могу догодити симултано. Ова анализа пружа дубље разумевање комплексних 

динамичких интеракција између тунелне и мултифотонске јонизације, као и њихове 

осетљивости на промену 𝛾 параметра. Описани резултати би могли допринети бољем 

разумевању ових феномена и прецизнијем и бржем нумеричком моделовању ових 

процеса. 

Једначина (5.6) указује на постојање јасне корелације између стопе 

фотојонизације, 𝑤𝑃
𝑀𝑃𝐼+𝑇𝐼 , и јонизационог потенцијала, 𝐼𝑝 , који се дефинише као 

минимална енергија неопходна за уклањање електрона из атома или молекула. Сходно 

томе, анализа утицаја јонизационог потенцијала на стопу фотојонизације је суштинска 

за тумачење феномена генерисања слободних електрона и прорачунавање њихове 

густине. Под изолованим условима, без деловања спољашњег поља, вредност 

јонизационог потенцијала је константна и специфична за сваку одређену врсту атома или 

молекула. Међутим, када се у обзир узме интеракција са ласерским пољем, физичка 

интерпретација овог процеса постаје комплекснија. Интеракција ласерског поља са 
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атомима или молекулима изазива пертурбацију њиховог унутрашњег стања, што може 

резултирати променама у вредностима јонизационих потенцијала. При разматрању 

оваквих ситуација, неопходно је прилагодити теоријски модел да би се адекватно 

рефлектовале промене које се јављају као резултат ових интеракција.  

Први фактор који је неопходно узети у обзир је ефекат осцилације електрона под 

утицајем електричног поља ласера. Ово понашање може довести до повећања кинетичке 

енергије електрона, смањујући ефективну енергију неопходну за његово ослобађање. 

Наиме, осцилаторна енергија је последица промене смера електричног поља ласера 

током сваке осцилације оптичког циклуса и позната је у литератури као пондеромоторни 

потенцијал: 

 𝑈𝑝 =
𝐼

4𝜔2
(1 + 𝜀2),  (5.7) 

где је 𝜔 угаона фреквенција ласерског поља, 𝐼 је интензитет ласерског зрачења, док је са 

𝜀  означен параметар елиптичности. Параметар 𝜀  се односи на облик поларизационе 

елипсе ласерског поља, где 𝜀 = 0  означава линеарну поларизацију, а 𝜀 = 1  означава 

циркуларну поларизацију (Поглавље 2). Укључивање овог параметра у једначину (5.7) 

дозвољава прецизније моделовање реалних ситуација, где облик поларизационе елипсе 

може имати значајан утицај на динамику електрона. Укључивање описане пертурбације, 

𝐼𝑝 → 𝐼𝑝 + 𝑈𝑝 → 𝐼𝑝
𝑈𝑝

, ефективно смањује енергију потребну за одвајање електрона од 

његовог матичног атома или молекула, омогућавајући процесима попут оптичког слома 

да се догоде са мање уложене енергије него што је иначе потребно.  

Следећи корак је укључивање линеарног Штарковог помераја, 𝐼𝑆𝑃, у јонизациони 

потенцијал, 𝐼𝑝. Овај феномен описује како спољашње електрично поље може утицати на 

енергијске нивое електрона. То се догађа зато што електрично поље може утицати на 

расподелу електронске густине унутар атома или молекула, што резултира променама у 

енергијским стањима. Линеарни Штарков померај ефективно мења енергијску баријеру 

потребну за јонизацију, што може имати значајан утицај на ефикасност процеса 

фотојонизације. Рачуна се коришћењем израза: 

 𝐼𝑆𝑃 = 𝐼
𝛼

2
 ,  (5.8) 

где је 𝛼  поларизабилност атома или молекула. Вредности овог параметра се могу 

пронаћи у литератури [206]. Комбинација ефекта пондеромоторног потенцијала и 

линеарног Штарковог помераја додатно пертурбују јонизациони потенцијал, 𝐼𝑝 → 𝐼𝑝 +

𝑈𝑝 + 𝐼𝑆𝑃 → 𝐼𝑝 . Укључивање овог, потпуно коригованог, ефективног јонизационог 

потенцијала, 𝐼𝑝, у формуле за стопе фотојонизације (једначине (5.3) и (5.5)) омогућава 

напредније моделовање реалних сценарија. Имајући све овде поменуто у виду, једначину 

(5.3) је могуће записати у следећој форми: 

 
𝑤𝑃
𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ,𝐼𝑝 =

2𝜔

9𝜋
𝑄 (𝛾,

𝐼𝑝

𝜔
) (

𝜔√1+𝛾2

2𝛾
)

3

2

×  

× exp {−𝜋 〈
𝐼𝑝

𝜔
+ 1〉× [𝐾 (

𝛾

√1+𝛾2
) − 𝐸 (

𝛾

√1+𝛾2
)] 𝐸 (

𝛾

√1+𝛾2
)⁄ }.  

(5.9) 

Поред тога, једначина (5.5) се такође записује у пертурбативној форми: 

 𝑤𝑃
𝑀𝑃𝐼+𝑇𝐼,𝐼𝑝 =

4𝜔5/2

9𝜋
(

𝐼

16𝐼𝑝𝜔2
)
〈
�̃�𝑝

𝜔
+1〉

 ×  (5.10) 
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× Φ{(2 (〈
𝐼𝑝

𝜔
+ 1〉 −

2𝐼𝑝

𝜔
))

1/2

 

} exp [2 〈
𝐼𝑝

𝜔
+ 1〉 (1 −

𝐼

4𝐼𝑝𝜔2
)] +

(2𝐼𝑝)
3/2

9𝜋2
(
√𝐼

𝐼𝑝
3/2)

5/2

×

× exp [−
𝜋√𝐼𝑝

3

2√𝐼
(1 −

𝐼𝑝𝜔
2

8𝐼
)] . 

На Слици 5.3 је приказано како укључивање пертурбованих јонизационих 

потенцијала, 𝐼𝑝
𝑈𝑝

 и  𝐼𝑝, утиче на стопу јонизације. 

 
Слика 5.3. Компаративни преглед стопа фотојонизације за 0 < 𝛾 < 2, при интензитету 

ласерског зрачења, 𝐼 = 1 × 1014 W/cm2, без додатних ефеката, са укљученим пондеромоторним 

потенцијалом и са укљученим пондеромоторним потенцијалом и Штарковим ефектом. 

Као што се може уочити на основу резултата приказаних на Слици 5.3, укључивање 

пондеромоторног потенцијала и Штарковог помака у релевантне једначине доводи до 

значајног смањења стопа фотојонизације, у поређењу са ситуацијом када се ти ефекти 

занемарују. Разлог за овакво понашање лежи у чињеници да са повећањем нивоа енергије 

јонизације, која је неопходна да би се електрон одвојио од атомског или молекуларног 

система, постаје потребан већи број фотона. Када се посматра стопа фотојонизације 

𝑤𝑃
𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ

, која представља предикцију стопе јонизације према Келдишовој теорији, 

приметно је да су резултати мање осетљиви на промене у јонизационом потенцијалу у 

поређењу са случајем када се користи збирна стопа фотојонизације, 𝑤𝑃
𝑀𝑃𝐼+𝑇𝐼. Ово указује 

на то да примена Келдишове једначине може пружити стабилније предвиђање стопе 

фотојонизације преко ширег спектра параметара, што може бити од великог значаја за 

различите аспекте примене ове формуле.  

5.1.2. Утицај каскадне јонизације на динамику густине слободних електрона 

Генерисање слободних електрона кроз процес фотојонизације, као што је познато, 

одвија се када су атоми или молекули изложени интензивном електромагнетном пољу, 

као што је поље ултра-кратког пулсног ласера. Као што је наведено, након што су 

слободни електрони одвојени од својих матичних атома или молекула, они могу додатно 

апсорбовати енергију из електромагнетног поља кроз процес познат као инверзни 

Брамштралунг. Овај феномен може довести до значајног повећања кинетичке енергије 

слободних електрона, што даље доводи до процеса познатог као сударна јонизација, где 

генерисани високоенергијски слободни електрони колабирају и јонизују друге атоме или 
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молекуле, стварајући додатне слободне електроне у процесу.  Наведени циклус се може 

понављати, стварајући тако ланчану реакцију познату као лавинска или каскадна појава, 

што може довести до брзог пораста укупног броја слободних електрона у систему. Стопа 

јонизације која описује феномен каскадне јонизације (види Поглавље 4) је дефинисана у 

атомском систему јединица као: 

 𝑤𝐶 =
𝜏

(𝜔2𝜏2+1)𝐼𝑝
[

𝐼

𝑐𝑛𝜀0
−
2𝜔2𝜀𝑎𝑣

𝑀𝑚
], (5.11) 

и пружа математички оквир за даљу анализу утицаја каскадних ефеката на генерисање 

густине слободних електрона у систему. Овај израз указује на присуство снажне 

корелисаности између стопе каскадне јонизације, 𝑤𝐶, и јонизационог потенцијала, 𝐼𝑝. У 

овом делу нашег истраживања, није укључен утицај ефективног јонизационог 

потенцијала, 𝐼𝑝 → 𝐼𝑝 + 𝑈𝑝 + 𝐼𝑆𝑃 , који обухвата пондеромоторни потенцијал, 𝑈𝑝 , и 

Штарков померај, 𝐼𝑆𝑃, у једначину (5.11). Ова одлука је мотивисана чињеницом да, под 

одређеним условима, каскадна јонизација преузима водећу улогу услед серије 

интеракција између ласерског зрачења и атома или молекула, где су кинетички процеси 

између већ јонизованих електрона и неутралних или слабо јонизованих честица 

доминантни. Као последица тога, динамика ових сударних процеса може да смањи, или 

чак у потпуности неутралише утицај пондеромоторног потенцијала и Штарковог 

помераја на процес каскадне јонизације. 

На Слици 5.4 (а), приказане су стопе каскадне јонизације, израчунате на основу 

једначине (5.11), у случају када параметар 𝛾 варира у опсегу од 0 до 1 на различитим 

интензитетима ласерског зрачења: 1 × 1013  W/cm2, 1 × 1014  W/cm2 и 1 × 1015 W/cm2. 

Додатно, на Слици 5.4 (б), приказана је и стопа каскадне јонизације као функција 

интензитета ласерског зрачења, које варира у опсегу од 1 × 1013  − 1 × 1014 W/cm2, за 

три одабране вредности Келдишовог параметра, тачније 0,1; 2 и 4. 

    

Слика 5.4. Компаративни преглед стопе каскадне јонизације, 𝑤𝐶, за различите вредности: (а) 

интензитета ласерског зрачења, 𝐼, и (б) Келдишовог параметра, 𝛾. 

Резултати приказани на Слици 5.4 (а) приказују како промена интензитета ласерског 

зрачења утиче на стопу каскадне јонизације. Наиме, када се ласерско поље појачава, број 

слободних електрона генерисаних кроз каскадни ефекат расте. Овај резултат је очекиван, 

с обзиром на то да већи интензитет ласерског зрачења пружа више енергије слободним 

електронима, чиме се повећава њихова способност да изазову додатну јонизацију кроз 

процес ударног преноса енергије. Физички, овај резултат потврђује претпоставку да 

јачина ласерског поља има директан утицај на ефикасност каскадне јонизације [216]. Са 

друге стране, анализом резултата приказаних на Слици 5.4 (б), могуће је закључити да се 

највиша стопа каскадне јонизације постиже при вредности 𝛾 = 0,1 , што одговара 
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тунелном режиму. Физички, ово сугерише да тунелни режим, где електрони ,,тунелују” 

кроз потенцијалну баријеру под утицајем јаког електромагнетног поља, игра кључну 

улогу у ефикасности каскадне јонизације. Међутим, како 𝛾 расте према мултифотонском 

режиму, стопа каскадне јонизације се смањује. Овај тренд је у складу са истраживањима 

приказаним у [129, 207], која указују на то да је ефикасност каскадне јонизације мања за 

веће вредности 𝛾, где се електрони могу апсорбовати, само ако су апсорбовали више 

фотона одједном. 

У научној заједници постоји значајна подела у погледу разумевања механизама 

који покрећу продукцију слободних електрона у фемтосекундном режиму. Конкретно, 

одређена група истраживача се залаже за став да су кључни покретачи овог процеса 

феномени мултифотонске или тунелне јонизације, док лавински или каскадни ефекти, 

иако мерљиви и несумњиво присутни, играју секундарну улогу [204-207]. Насупрот томе, 

друга струја научника износи аргумент да је лавинска јонизација феномен који доминира 

над процесима фотојонизације. У светлу ових опречних ставова, анализирали смо 

релативни допринос фотојонизације са једне и каскадних ефеката са друге стране, у 

контексту генерисања слободних електрона. Да бисмо то постигли, упоредили смо 

добијене stope, 𝑤𝑃
𝑀𝑃𝐼+𝑇𝐼 и 𝑤𝐶, а резултат је приказан на Слици 5.5. 

 

Слика 5.5. Компаративни преглед стопа фотојонизације, 𝑤𝑃
𝑀𝑃𝐼+𝑇𝐼 и 𝑤𝐶, за 0 < 𝛾 < 1, при 

фиксираном интензитету ласерског зрачења, 𝐼 = 1 × 1014  W/cm2. 

Слика 5.5 експлицитно приказује доминацију стопе каскадне јонизације у односу на 

стопу фотојонизације кроз целокупни распон вредности Келдишовог 𝛾  параметра. 

Притом је важно напоменути да, упркос повећању стопе фотојонизације са смањењем 

параметра 𝛾, каскадна јонизација и даље доминира [208, 209]. Ови резултати дају дубље 

разумевање природе и улоге каскадне јонизације, где слободни електрони акумулирају 

енергију од интензивног ласерског поља, резултујући убрзавањем до енергијских нивоа 

који су довољни за јонизацију додатних атома или молекула путем судара. Такав 

феномен ефективно иницира каскаду - или ,,лавинско” стварање - додатних слободних 

електрона. Оваква анализа, стога, поставља каскадну јонизацију у центар разумевања 

интеракција између интензивних ласерских поља и материје, истичући њену кључну 

улогу у генерисању слободних електрона. 

5.1.3. Утицај дифузијe на динамику продукције слободних електрона  

Дифузија, као фундаментални процес у атомској, молекулској и оптичкој физици, 

означава прелаз честица из области више концентрације у област ниже концентрације, 

услед њиховог константног и насумичног кретања. У оквиру изучавања феномена 

ласером индукованог слома, дифузија се односи на миграцију електрона генерисаних 
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фотојонизацијом или каскадном јонизацијом. Када ласерски пулс интерагује са 

испитиваним материјалом - било да је то чврсто тело, течност или гас - може доћи до 

јонизације атома или молекула, што резултира стварањем слободних електрона. 

Одређени део ових електрона може се дифузно кретати изван фокалног волумена ласера. 

Након што се расеју изван овог подручја, такви електрони више не могу учествовати у 

даљем лавинском процесу, што резултира смањењем густине електрона. Једначина која 

описује стопу дифузије (види Поглавље 4) је дефинисана у атомском систему јединица 

као: 

 𝑤𝐷 =
𝜏𝐼𝑝

3
[(
2.4

𝑟0
)
2

+ (
1

𝑧𝑅
)
2

].   (5.12) 

Неопходно је нагласити да стопа дифузије, 𝑤𝐷 , попут стопа мултифотонске, 𝑤𝑀𝑃𝐼 , и 

каскадне, 𝑤𝐶𝐼 , јонизације, такође исказује зависност од јонизационог потенцијала, 𝐼𝑝 . 

Ипак, у овом случају је ефективни јонизациони потенцијал, 𝐼𝑝 , који обухвата 

пондеромоторни потенцијал и Штарков померај, изостављен. Ова одлука произлази из 

чињенице да стопа дифузије примарно осликава мобилност електрона унутар медијума, 

где су кључни динамички елементи интеракције слободних електрона са преосталим 

неутралним атомима или молекулима. Пондеромоторни потенцијал и Штарков померај, 

са друге стране, претежно утичу на процес избацивања електрона из атома или молекула, 

што је посебан феномен. Стога, у оквиру наше анализе, није било неопходно укључивати 

ове факторе у израчунавање стопе дифузије. 

Спроводећи анализу утицаја дифузије на кумулативну стопу јонизације, постиже 

се дубље схватање динамике ових процеса, јер ће брзина којом електрони дифузно 

мигрирају из фокалне области имати значајан утицај на ефикасност процеса јонизације. 

Осим тога, брзина дифузије може такође утицати на укупан број електрона доступних за 

учешће у каскадним јонизационим процесима. Ова перспектива пружа могућност за 

боље разумевање и оптимизацију процеса који су од кључног значаја за интеракције 

ласера са материјалима на квантном нивоу. На Слици 5.6 приказане су стопе јонизације 

настале при укључивању фотојонизације и каскадне јонизације,  𝑤𝑃
𝑀𝑃𝐼+𝑇𝐼 + 𝑤𝐶 , као и 

случај у ком је на стопу јонизације настале услед фотојонизације и каскадне јонизације 

додат допринос стопе дифузије, 𝑤𝑃
𝑀𝑃𝐼+𝑇𝐼 + 𝑤𝐶 + 𝑤𝐷 . Ове стопе су приказане као 

функције интензитета ласерског зрачења (Слика 5.6 (а)), и као функције 𝛾  параметра 

(Слика 5.6 (б)). 

 

Слика 5.6. Компаративна анализа доприноса стопе дифузије у процесима фотојонизације и 

каскадне јонизације за: а) константни 𝛾 параметар 𝛾 = 0,01, са променљивим интензитетом 

зрачења од 1 × 1013 W/cm2 до 1 × 1014 W/cm2, и б) фиксни интензитет ласерског зрачења, 𝐼 =
1 × 1013 W/cm2, док се вредности 𝛾 параметра мењају у распону 0 < 𝛾 < 1. 
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Са Слике 5.6 (а) могуће је уочити да на доњим границама интензитета ласерског зрачења, 

дифузија постаје готово занемарљива, док се овај ефекат нарочито уочава у области 

потенцијалне реализације мултифотонске јонизације (𝛾 > 1) (видети Слику 5.6 (б)). Ова 

опсервација се поклапа са тврдњама доступним у литератури [210], што може бити 

последица чињенице да честице добијају мање енергије од ласерског поља, резултујући 

смањеном вероватноћом дифузије. Међутим, како интензитет ласерског зрачења расте, 

ефекат дифузије постаје све уочљивији, имплицирајући на повећање дифузионих 

губитака. Према резултатима приказаним на Слици 5.6 (б), утицај дифузије је израженији 

у домену тунелне јонизације за вредности параметра 𝛾 < 0,5 . Ово је у складу са 

очекивањима, с обзиром на чињеницу да у овом опсегу дифузија игра значајну улогу у 

транспорту електрона, потенцијално утичући на ефикасност процеса јонизације. 

Супротно, у режиму мултифотонске јонизације, утицај дифузије се смањује, будући да 

ова врста јонизације обично захтева већи број интеракција између ласерског снопа и 

честица. Ово може резултирати ефикаснијим задржавањем електрона у близини места 

јонизације, чиме се усмерава кумулативни ефекат на повећање стопе јонизације, уместо 

на дифузиону миграцију електрона. 

У овом потпоглављу је показано да еволуција слободних електрона у биолошким 

метама пролази кроз одређене промене у зависности од избора Келдишовог 𝛾 параметра, 

као и интензитета примењеног ласерског зрачења. Показано је да повећање интензитета 

ласерског зрачења доводи до значајног пораста стопе фотојонизације. Притом, 

установљено је да се за 𝛾 вредности мање од један јавља доминација тунелне јонизације, 

што се уклапа у сазнања из постојеће литературе. Са друге стране, за 𝛾 вредности веће 

од један, приметан је утицај мултифотонске јонизације. Овом анализом је обухваћен и 

утицај пондеромоторног потенцијала и Штарковог помераја, чији је значај у процесима 

фотојонизације експериментално доказан [211, 212]. Упоредо, закључено је да каскадна 

јонизација остаје доминантан феномен, без обзира на повећану стопу фотојонизације при 

смањењу Келдишовог параметра. Осим тога, уочен је и растући значај дифузије са 

повећањем интензитета ласерског зрачења, што истиче потребу за дубљим 

анализирањем овог феномена, посебно при високим интензитетима ласера. Резултати 

приказани у овом потпоглављу пружају значајне увиде у фундаменталне механизме који 

регулишу интеракцију ласерског зрачења са биолошким метама, и могу имати пресудан 

утицај на даље унапређење постојећих теоријских модела. 

5.2. Резултати нумеричког решавања једначине за слободну електронску 

густину кроз укључивање и искључивање одговарајућих критичних 

процеса 
 

У овом потпоглављу ћемо се усредсредити на примену и анализу нумеричког 

решења једначине за слободну густину електрона. Ова анализа је од посебног значаја у 

контексту разумевања интеракције ласера са кожом, што је сложен и изазован задатак. 

Сложеност ове теме потиче од чињенице да је кожа хетерогена структура која обухвата 

различите саставне делове, укључујући крвне судове, нервне завршетке, знојне жлезде и 

фоликуле длаке [213]. Према литератури [214], кључни конституенти коже су вода (H2О) 

и протеини. Доминантни структурни протеин је колаген, који може чинити више од 70% 

суве тежине људске коже. Значајно је напоменути да молекули воде унутар коже нису 

хомогено дистрибуирани, већ се могу категоризовати у две основне групе: слободне 

молекуле воде и оне које су интегрални део протеинских једињења, као што је колаген. 

Конкретно, процењује се да један молекул колагена може садржати више од чак 500 



Докторска дисертација Христина Делибашић-Марковић 

 

93 

 

молекула воде [213]. Због овакве природе, у првој апроксимацији се кожа може 

третирати као ткиво, чија су својства слична својствима воде.  

Истраживање ласерски индукованог слома на ткивима која структурно садрже 

висок проценат воде, привлачи интензивну пажњу научне заједнице. Ова област је од 

великог значаја, не само због своје апликативности у проучавању принципа интеракције 

ласера са материјалом, већ и због своје вредности као полазног модела за анализу 

процеса аблације у различитим контекстима. Имајући све ово у виду, први део нашег 

истраживања је био усмерен ка моделовању израза за праћење временске еволуције 

густине слободних електрона, 𝜌𝑒 , када кратки ласерски пулс (~  ns) делује на ткиво 

слично кожи (Поглавље 4): 

 
𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑡
= 𝑤𝑃

𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ
+ 𝑤𝐶𝐻 ∙ 𝜌𝑒 + 𝑤𝐶 ∙ 𝜌𝑒 − 𝑤𝐷 ∙ 𝜌𝑒 − 𝑤𝑅 ∙ 𝜌𝑒

2.   (5.13) 

За постизање детаљне нумеричке анализе овог комплексног процеса, битно је узети у 

обзир све чиниоце изнесене у овој једначини. Они симболизују различите механизме 

који утичу на промене у густини слободних електрона током времена. Ово обухвата 

генерисање електрона кроз процесе, као што су фотојонизација, 𝑤𝑃
𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ

, јонизација 

хромофора, 𝑤𝐶𝐻 , и каскадна јонизација, 𝑤𝐶 , али такође и феномене који узрокују 

смањење броја слободних електрона, попут дифузије, 𝑤𝐷, и рекомбинације, 𝑤𝑅. Стопа 

каскадне јонизације је одређена коришћењем једначине (5.11), стопа дифузије је 

одређена коришћењем једначине (5.12), док је стопа рекомбинације електрона 

константна и износи ~2 × 10−15 cm3s−1 [215]. Ови параметри су интегрални део нашег 

нумеричког модела и сваки од њих игра кључну улогу у обликовању коначног одговора 

посматраног физичког система на ласерско зрачење. 

Анализа првог члана у једначини (5.13), који описује допринос вероватноће 

фотојонизације, представља значајан изазов у нумеричком моделовању, због високог 

степена сложености. Да би се успешно суочили са овим изазовом, било је неопходно да 

детаљно анализирамо понашање стопа фотојонизације у зависности од избора 

Келдишовог параметра. Процес је укључивао анализирање различитих сценарија и 

варијабли, што нам је омогућило да испитамо како се физички систем понаша под 

различитим условима и режимима ласера. Ипак, упркос увођењу нумеричких симулација, 

комплексност овог проблема остала је висока. То је довело до потребе да се Келдишова 

стопа фотојонизације апроксимира једноставнијим обликом. Овај процес је резултирао 

моделом који користи Келдишову формулу за стопу фотојонизације (видети једначину 

(5.3)), која је даље линеаризована, као на Слици 5.7, и прилагођена за ефикаснију 

нумеричку обраду. Резултати ове анализе приказани су на Слици 5.7, која илуструје како 

се стопе фотојонизације мењају у зависности од Келдишовог 𝛾  параметра за две 

различите таласне дужине: 355 nm и 532 nm. 
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Слика 5.7. Компаративна анализа доприноса стопа фотојонизације 𝑤𝑃
𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ

, 𝑤𝑀𝑃𝐼 и 𝑤𝑇𝐼, је 

спроведена на таласним дужинама од 355 nm и 532 nm. Стопа мултифотонске јонизације, 𝑤𝑀𝑃𝐼, 
је линеаризована14 и апроксимирана помоћу испрекидане линије. 

Питање о примени различитих приступа проблему стопе фотојонизације у контексту 

интеракције ласера са биолошким материјалом је сасвим оправдано, будући да се 

посебно разматрају разлике и утицаји одабира пулсева на израз за праћење временске 

еволуције густине слободних електрона. Да би се на ово питање одговорило, потребно је 

дубље разумети основне принципе који стоје иза механизама јонизације. Мултифотонска 

јонизација, како њен назив имплицира, укључује апсорпцију више фотона, како би се 

електрон избацио из атома или молекула. Овај процес доминира када се користе пулсеви 

у наносекундском опсегу. У овом сценарију, интензитет ласерског зрачења је релативно 

низак, али постоји довољно времена да се акумулира неопходна енергија кроз апсорпцију 

више фотона током трајања пулса. Наиме, интензитет светлосног поља у овом случају 

није довољно висок да директно избаци електрон, али се вишеструка апсорпција фотона 

током трајања пулса акумулира до потребног прага за јонизацију. Са друге стране, 

тунелна јонизација долази до изражаја код ултракратких пулсева у фемтосекундском 

опсегу. Овде су пулсеви веома кратки, а интензитет ласера довољно висок, да електрично 

поље ласера ефективно деформише енергијски потенцијал атома или молекула до тачке 

где електрон може да ,,тунелује” кроз потенцијалну баријеру и постане слободан. У овом 

контексту, временски период за акумулацију енергије кроз апсорпцију више фотона није 

потребан, што тунелску јонизацију чини ефикаснијим механизмом. Према томе, избор 

између мултифотонске и тунелске јонизације, као доминантног механизма, зависи од 

специфичних услова ласерског зрачења, укључујући дужину пулса и интензитет ласера. 

У сваком конкретном случају, ови фактори одређују који ће механизам јонизације бити 

најприкладнији за описивање процеса генерисања слободних електрона. Имајући све 

овде поменуто у виду, ми смо у једначину (5.13) имплементирали линеарну 

 
14  Примена линеаризације на стопу мултифотонске јонизације доприноси оптимизацији аналитичког 

третмана овог сложеног феномена, редукујући математичку комплексност и тако смањујући изазове 

повезане са нумеричким израчунавањима. Овај приступ не само да подстиче ефикасност рачунских 

операција, већ омогућава и транспарентнији поглед на кључне факторе који утичу на процес јонизације, 

чиме се побољшава наше теоријско разумевање овог значајног квантног феномена. 
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апроксимацију стопе мултифотонске јонизације, 𝑤𝑀𝑃𝐼 = 𝑐𝑀𝑃𝐼(√𝐼/𝜔)
2𝑛+1

× еxp[−2𝛾/3] 

(овде је 𝑐𝑀𝑃𝐼 константа пропорционалности, 𝑛 је ред мултифотонске јонизације и зависи 

од броја фотона који су укључени у процес јонизације). Ово нам је омогућило да се 

ефикасно носимо са сложеностима које произлазе из интеракције високоенергијског 

ласера са материјалом, док истовремено одржавамо високу прецизност математичког 

модела.  

Феномен јонизације хромофора, који је представљен другим чланом у једначини 

(5.13) као 𝑤𝐶𝐻 , представља кључну компоненту у разумевању интеракције ласера са 

материјалима биолошког порекла. Овај процес, за који је реакција коже на 

електромагнетно зрачење од суштинског значаја, може произвести различите ефекте, 

укључујући и термалну ексцитацију и ослобађање електрона. Наведени ефекти се не 

могу посматрати изоловано, јер су они увелико зависни од структуре и хемијског састава 

хромофора, интензитета зрачења, слободне површинске енергије коже и њеног 

критичног површинског напона. Могуће је направити неколико претпоставки, у циљу 

описивања и математичког моделовања стопе јонизације хромофора у ткивима сличним 

кожи. Наиме, различити хромофори у епидерму коже могу се представити средњим 

апсорпционим пресеком, који варира у зависности од таласне дужине. Ово указује на 

сложеност и хетерогеност ткива на микроскопском нивоу, са мноштвом потенцијалних 

хромофора који могу апсорбовати ласерску светлост на различитим таласним дужинама. 

Додатно, услед деловања ласерског пулса, хромофори се загревају, што доводи до 

ослобађања електрона из молекула под утицајем термалне ексцитације. Ова појава је од 

суштинског значаја за генерисање слободних електрона. Коначно, према истраживању 

приказаном у литератури [171], да би јонизација хромофора постала значајна у 

генерисању слободних електрона, потребно је да се хромофори загревају адијабатски 

наносекундним ласерским пулсевима. У контексту нашег истраживања, ,,адијабатско” 

загревање се односи на процес у којем се хромофор загрева брзо, без довољно времена 

за значајан пренос топлоте на околне молекуле. Имајући у виду све релевантне процесе, 

могуће је извести једначину која описује стопу јонизације хромофора у облику [171]: 
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(5.14) 

где 𝑛𝑐ℎ представља број хромофора у кожном ткиву, 𝑁𝑏 означава просечан број везаних 

електрона по хромофору, а 𝑇0 означава температуру. Коефицијент апсорпције ткива је 

означен са 𝜇𝑎, док 𝑐𝑐ℎ представља специфичну топлоту органела које се налазе унутар 

ћелија коже. Густина слободних електрона, услед јонизације хромофора, је означена са 

𝜌𝑐ℎ, а 𝑓𝑐ℎ је однос запремине хромофора у односу на кожу. Вредности свих наведених 

параметара се могу пронаћи у литератури [171]. 

Нумеричка анализа једначине (5.13) спроведена је како би се детаљно разумела 

улога и допринос сваког од релевантних процеса који настају током еволуције густине 

слободних електрона у ткивима сличним кожи у наносекундном пулсном режиму. 

Изабране су две таласне дужине ласера, конкретно 355 nm и 532 nm, са пречником 

фокалне тачке од 10,6 μm и интензитетом ласерског зрачења од 0,35 × 1010  W/cm2 и 

0,5 × 1010 W/cm2. Да би се постигла потребна прецизност у нумеричким симулацијама, 
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користили смо метод Рунге-Кута четвртог реда са адаптивним временским корацима 

(видети Поглавље 4). Претпоставили смо да је густина слободних електрона на почетку 

ласерског пулса занемарљива, односно 𝜌𝑒(𝑡 = 0) = 0. Ова претпоставка је природна с 

обзиром на чињеницу да ласерски пулс тек у том тренутку почиње да делује на ткиво. 

Битан аспект овог истраживања односи се на процену ласером индукованог оптичког 

слома, феномена који настаје када густина слободних електрона премашује одређену 

критичну вредност, 𝜌𝑐𝑟 . Наиме, када густина слободних електрона премаши вредност 

[216]: 𝜌𝑐𝑟 ≅ 1,1 × 1021/𝜆2 [μm], генерише се плазма која постаје високо рефлективна. 

Као последица, долазна ласерска светлост више доприноси расту волумена јонизованог 

гаса него даљем повећању густине електрона [217, 218]. Овај феномен може бити штетан 

ако се неконтролисано дешава, јер потенцијално може довести до оштећења здравог 

ткива или изазвати непредвиђене последице, попут стварања штетних плазма-таласа. 

Поред тога, интензитет ласерског зрачења потребан да би се постигао оптички слом може 

бити потенцијално опасан. Познавање тачних вредности ових параметара је веома важно. 

На Слици 5.8 приказани су резултати утицаја различитих механизама на 

продукцију слободних електрона у току деловања кратког ласерског пулса, интензитета 

0,5 × 1010  W/cm2. Поред тога, анализирана је и граница достизања критичне густине 

слободних електрона. За ласер са таласном дужином од 355 nm, критична густина износи 

~ 8,7 × 1021 1/cm3, како је приказано на Слици 5.8 (а). Сa друге стране, за ласер чија је 

таласна дужина 532 nm, критична густина је израчуната на ~ 3,8 × 1021 1/cm3 (Слика 5.8 

(б)). 

 

Слика 5.8. Динамика промене густине слободних електрона током времена је анализирана у 

контексту утицаја различитих механизама на две специфичне таласне дужине: (а) 355 nm и (б) 

532 nm. Испрекидана крива симболизује критичну густину електрона, означену као 𝜌𝑐𝑟. 

Свака крива на Слици 5.8, илуструје како различити механизми јонизације утичу на 

укупну густину слободних електрона током времена при промени таласних дужина. 

Густина електрона индукована мултифотонском јонизацијом, 𝜌𝑚𝑝𝑖, за таласну дужину 

од 355 nm прелази критичну густину, што се не догађа на таласној дужини од 532 nm. 

Ова варијација сугерише да постоји већа вероватноћа за мултифотонску јонизацију на 

краћим таласним дужинама. Добијени резултат се може објаснити тиме што је 

вероватноћа за апсорпцију више фотона (која је неопходна за иницирање мултифотонске 

јонизације) већа, када је енергија фотона већа. Кривe које илуструју промену густине 

слободних електрона, подложне мултифотонској јонизацији, 𝜌𝑚𝑝𝑖 , и оне које су 

подложне јонизацији хромофора, 𝜌𝑐ℎ , испољавају сличан образац у свом понашању. 

Иницијално, густина електрона демонстрира раст током првих 20 ns. По истеку овог 

периода, густина достиже своју максималну вредност, након чега улази у режим 

засићења. У овом стању, даље промене у густини су занемарљиве или не постоје, што 

имплицира да је процес јонизације достигао свој лимит. Овај феномен може бити 
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последица усклађивања наведених процеса са интензитетом ласерског зрачења, што 

сугерише ток ка успостављању динамичке равнотеже. Када се каскадна јонизација 

укључи у анализу, заједно са мултифотонском јонизацијом и јонизацијом хромофора, 

𝜌𝑚𝑝𝑖 + 𝜌𝑐ℎ + 𝜌𝑐𝑎𝑠𝑐, запажају се значајне промене на кривама које илуструју динамику 

слободних електрона. На почетку, до 20 ns, густина електрона расте, јер су 

мултифотонска јонизација и јонизација хромофора најактивније, стварајући слободне 

електроне који могу учествовати у каскадној јонизацији. Међутим, након 20 ns, 

интензитет ласерског зрачења почиње да опада, те се и стопа мултифотонске јонизације 

и јонизације хромофора, такође умањује, што доводи до смањења броја слободних 

електрона доступних за каскадну јонизацију. Због тога, укупна густина слободних 

електрона почиње да опада. Описана динамика илуструје важан аспект каскадне 

јонизације: иако овај процес може значајно повећати густину слободних електрона, 

његов утицај је ограничен доступношћу слободних електрона, која зависи од других 

процеса јонизације. Последња, али не мање важна анализа се односи на укључивање 

дифузије и рекомбинације у укупну густину електрона, 𝜌𝑚𝑝𝑖 + 𝜌𝑐ℎ + 𝜌𝑐𝑎𝑠𝑐 − 𝜌𝑑𝑖𝑓𝑓 − 𝜌𝑟𝑒𝑐. 

Са Слике 5.8 се види да дифузија смањује локалну густину електрона, а посебно у 

подручјима где је стопа јонизације висока, као што је случај при врхунцу интензитета 

ласерског зрачења. Поред тога, и рекомбинација ефективно смањује укупну густину 

слободних електрона, пружајући механизам за успостављање равнотеже са процесима 

јонизације. Када се дифузија и рекомбинација укључе у укупну густину слободних 

електрона, квантитативни утицај ових процеса постаје видљив. Иако не мењају значајно 

облик криве, дифузија и рекомбинација смањују укупну густину електрона у поређењу 

са сценаријима где су ови процеси занемарени. Овај утицај постаје мање изражен са 

повећањем таласне дужине, што може бити резултат тога што су времена дифузије и 

рекомбинације обично дужа на већим таласним дужинама. Један од могућих разлога за 

то је да енергија фотона (која је обрнуто пропорционална таласној дужини) може утицати 

на ефикасност ових процеса. Наиме, на краћим таласним дужинама, где је енергија 

фотона већа, процеси дифузије и рекомбинације могу бити интензивнији, што резултира 

већим смањењем укупне густине електрона. Супротно, на дужим таласним дужинама, 

где је енергија фотона редукована, наведени процеси могу бити мање ефикасни. Као 

резултат, може се опазити слабија редукција укупне густине електрона. 

Пошто је утицај таласне дужине на генерисање слободних електрона више пута 

поменут у анализи, на Слици 5.9, је проучен тај утицај. Прорачуни су извршени за 

интензитет ласерског зрачења од 0,35 × 1010 W/cm2, при чему је таласна дужина ласера 

варирала од 200 nm до 550 nm. Остали параметри остали су конзистентни са онима 

представљеним на Слици 5.8.  

 

Слика 5.9. Динамика промене густине слободних електрона у функцији од: (а) таласнe дужине 

са различитим механизмимa који доприносе генерисању или губитку слободних електрона, (б) 

времена и таласне дужине ласера. 
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На основу резултата приказаних на Слици 5.9, постаје недвосмислено јасно да краће 

таласне дужине резултирају повећаном густином слободних електрона. Овај феномен 

може се поново разумети кроз основни концепт мултифотонске јонизације - краће 

таласне дужине значајно појачавају њен утицај. Ово је потпуно очекивано, имајући у 

виду чињеницу да  када се користи ласер са дужом таласном дужином (односно, нижом 

фреквенцијом), мање је вероватно да ће фотон имати довољно енергије да изазове 

мултифотонску јонизацију, што резултира мањом густином слободних електрона. Са 

друге стране, уочљиво је да утицај дифузије електрона постаје занемарљив за цео опсег 

разматраних таласних дужина. Добијени резултат сугерише да електрони, генерисани 

током процеса мултифотонске јонизације, не доживљавају значајну дисперзију изван 

локуса њиховог настанка. Ово имплицира да се манифестације јонизације доминантно 

локализују у непосредној близини региона, где је иницијална генерација електрона 

извршена, што је у складу са резултатима приказаним у [219]. Процес рекомбинације, 

током ког слободни електрони реагују са позитивно наелектрисаним јонима 

формирајући неутралне атоме, показује значајнију релевантност на таласним дужинама 

краћим од 400 nm. Ово указује на то да се, под овим условима, који гравитирају према 

ултраљубичастом делу спектра, слободни електрони брже рекомбинирају са јонима, 

чиме се неутралишу ефекти јонизације. Оваква динамика може бити повезана са 

повећаном енергијом фотона на краћим таласним дужинама, што даље потенцијално 

појачава стопу рекомбинације. На Слици 5.9 (а) се такође уочава степенасто смањење 

максималне вредности густине слободних електрона са повећањем таласне дужине 

ласера, 𝜆. Према литератури [220], ово понашање је потпуно очекивано, јер је релативни 

допринос различитих процеса јонизације формирању слободних електрона снажно 

повезан са фреквенцијом електромагнетног зрачења, која је обрнуто пропорционална 

таласној дужини. Такође, на Слици 5.9 (б) је приказана динамика генерисања густина 

слободних електрона у две димензије, као функција времена и таласне дужине ласера. 

Овај приказ омогућава шири увид у значај ефеката трајања пулса и таласне дужине 

ласера на произведену густину слободних електрона. Одавде постаје евидентно да 

повећање таласне дужине ласера и дужине трајања пулса ласера узрокује значајно 

повећање густине слободних електрона, што још једном потврђује претходни закључак 

о значају таласне дужине за ефикасност процеса јонизације. 

На основу резултата приказаних у овом потпоглављу, могуће је закључити да 

комплексне интеракције на квантном нивоу играју кључну улогу у процесима 

фотојонизације. Доказано је да различити механизми, укључујући мултифотонску 

јонизацију, доприносе укупној густини слободних електрона, док таласна дужина 

ласерског зрачења одређује ефикасност овог процеса. Кратке таласне дужине су 

ефикасније у генерисању слободних електрона кроз мултифотонску јонизацију. Са друге 

стране, на дужим таласним дужинама, процеси дифузије и рекомбинације брзо смањују 

густину слободних електрона. Ова открића пружају основу за даље истраживање у 

области контроле јонизације у биолошким материјалима. 

5.3. Резултати аналитичког решавања једначине за слободну електронску 

густину 
 

У претходним потпоглављима, фокус је стављен на задатак моделовања и 

праћења временског развоја густине слободних електрона. Овај поступак је укључивао 

инкорпорирање релевантних вероватноћа за кључне процесе у једначину за продукцију 

слободних електрона. Након тога, прешли смо на примену нумеричких метода за 

решавање ове једначине. Поменуте методе су нам омогућиле да моделујемо и 
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симулирамо временски развој густине слободних електрона, узимајући у обзир сложене 

интеракције и флуктуације које се јављају на микроскопском нивоу. Међутим, упркос 

њиховој практичности и прецизности, нумеричке методе имају одређена ограничења, 

посебно када је у питању временски аспект. У многим случајевима, нумеричке методе 

захтевају значајну рачунарску снагу и време за процесирање, посебно када се ради о 

великим скуповима података, или када је потребно решити велики број међусобно 

повезаних једначина. Са друге стране, аналитичко решење једначине (5.13), нуди 

могућност за дубље тумачење релевантних физичких процеса. Наиме, кроз интеграцију 

добијеног решења у процес израчунавања кључних параметара - оних који се односе на 

пренос енергије и динамику честица - можемо унапредити наше разумевање темељних 

механизама који регулишу ове процесе. Једном када се основни процеси и динамика која 

се дешава инициализују, добијени аналитички модел је могуће даље рафинисати, 

прилагођавајући га специфичним условима и захтевима. На пример, аналитичко решење 

једначине (5.13) може се такође искористити за додатно унапређење нашег нумеричког 

модела, а у циљу његове имплементације у сет диференцијалних једначина које описују 

температуре електрона и јона насталих током интеракције ласера са ткивом (енгл. ,,two-

electron temperature”).  

У овом потпоглављу, фокусираћемо се на детаљно аналитичко решавање 

једначине за слободну густину електрона, која је дефинисана у потпоглављу 5.2. Овај 

приступ ће укључивати примену математичких техника из теорије диференцијалних 

једначина, пружајући нам свеобухватнији увид у еволуцију и динамику слободних 

електрона.  

Поступак аналитичког решавања једначине за густину слободних електрона 

Полазна тачка у извођењу је једначина (5.13)15 [221]: 

 
𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑡
= 𝑤𝑀𝑃𝐼 + 𝑤𝐶𝐻 ∙ 𝜌𝑒 + 𝑤𝐶 ∙ 𝜌𝑒 − 𝑤𝐷 ∙ 𝜌𝑒 − 𝑤𝑅 ∙ 𝜌𝑒

2.  

Први корак у њеном решавању се односи на иницијално раздвајање променљивих, уз 

интеграцију леве и десне стране једначине (5.13), што се може записати као: 

 ∫
𝑑𝜌𝑒

𝑤𝑀𝑃𝐼+[𝑤𝐶𝐻+𝑤𝐶−𝑤𝐷]∙𝜌𝑒−𝑤𝑅∙𝜌𝑒2
= ∫𝑑𝑡 + 𝑐2. (5.15) 

У циљу решавања интеграла у једначини (5.15), уводи се смена: 

 

𝑤𝑀𝑃𝐼 + [𝑤𝐶𝐻 + 𝑤𝐶 − 𝑤𝐷] ∙ 𝜌𝑒 − 𝑤𝑅 ∙ 𝜌𝑒
2 = 

=
[𝑤𝐶𝐻 + 𝑤𝐶 − 𝑤𝐷]

2 + 4𝑤𝑅𝑤𝑀𝑃𝐼
4𝑤𝑅

− [√𝑤𝑅 ∙ 𝜌𝑒 −
[𝑤𝐶𝐻 +𝑤𝐶 − 𝑤𝐷]

2√𝑤𝑅
]

2

. 
(5.16) 

Сменом једначине (5.16) у једначину (5.15), након примене одговарајућих математичих 

операцијa, долазимо до: 

 
∫

𝑑𝜌𝑒

[𝑤𝐶𝐻+𝑤𝐶−𝑤𝐷]
2
+4𝑤𝑅𝑤𝑀𝑃𝐼

4𝑤𝑅
−[√𝑤𝑅∙𝜌𝑒−

[𝑤𝐶𝐻+𝑤𝐶−𝑤𝐷]

2√𝑤𝑅
]
2 = 𝑡 + 𝑐2, 

(5.17) 

где је 𝑐2 константа интеграције, која се може одредити из почетних услова. 

Поновним увођењем нове смене: 

 𝑢 = √𝑤𝑅 ∙ 𝜌𝑒 −
[𝑤𝐶𝐻+𝑤𝐶−𝑤𝐷]

2√𝑤𝑅
, (5.18) 

 
15 Узевши у обзир доминацију мултифотонске јонизације у наносекундном режиму, анализа се фокусира 

на испитивање стопе 𝑤𝑀𝑃𝐼 , док се стопa тунелне јонизације, 𝑤𝑇𝐼 , занемарује и не укључује у аналитичко 

решавање једначине за густину слободних електрона. 
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узимајући у обзир да се диференцирањем једначине (5.18) добија: 

 𝑑𝜌𝑒 =
𝑑𝑢

√𝑤𝑅
 . (5.19) 

Једначина (5.17) се додатно трансформише као: 

 

1

√𝑤𝑅
∫

𝑑𝑈

[𝑤𝐶𝐻+𝑤𝐶−𝑤𝐷]
2
+4𝑤𝑅𝑤𝑀𝑃𝐼

4𝑤𝑅
(1−

4𝑢2𝑤𝑅

[𝑤𝐶𝐻+𝑤𝐶−𝑤𝐷]
2
+4𝑤𝑅𝑤𝑀𝑃𝐼

)

= 𝑡 + 𝑐2. 
(5.20) 

Сада, применом основних математичких трансофрмација, једначина (5.20) постаје: 

 

4√𝑤𝑅

[𝑤𝐶𝐻+𝑤𝐶−𝑤𝐷]2+4𝑤𝑅𝑤𝑀𝑃𝐼
∫

𝑑𝑈

(1−
4𝑤𝑅𝑢

2

[𝑤𝐶𝐻+𝑤𝐶−𝑤𝐷]
2
+4𝑤𝑅𝑤𝑀𝑃𝐼

)

= 𝑡 + 𝑐2, 
(5.21) 

а даље се додатно трансформише увођењем смене: 

 𝑠 =
2𝑖√𝑤𝑅𝑢

√[𝑤𝐶𝐻+𝑤𝐶−𝑤𝐷]2+4𝑤𝑅𝑤𝑀𝑃𝐼
, (5.22) 

чијим се диференцирањем добија: 

 𝑑𝑢 = −
2√[𝑤𝐶𝐻+𝑤𝐶−𝑤𝐷]2+4𝑤𝑅𝑤𝑀𝑃𝐼

2√𝑤𝑅
𝑑𝑠. (5.23) 

Сменом једначина (5.22) и (5.23) у једначину (5.21) добија се: 

 −
2𝑖

√[𝑤𝐶𝐻+𝑤𝐶−𝑤𝐷]2+4𝑤𝑅𝑤𝑀𝑃𝐼
∫

𝑑𝑠

(1+𝑠2)
= 𝑡 + 𝑐2. (5.24) 

Интеграл у једначини (5.24) је могуће решити применом табличног интеграла [222]: 

∫
𝑑𝑥

𝑎2+𝑥2
=

1

𝑎
tan−1 [

𝑥

𝑎
] . Као резултат, након враћања смена за 𝑢  (једначина (5.18)) и 𝑠 

(једначина (5.22)), и имајући у виду почетни услов да је густина слободних електрона на 

почетку ласерског пулса занемарљива, односно 𝜌𝑒(𝑡 = 0) = 0 , могуће је записати 

аналитички израз за густину слободних електрона у финалној форми: 

 

𝜌𝑒 =
1

2𝑤𝑅
(2[𝑤𝐶𝐻 + 𝑤𝐶 − 𝑤𝐷] − √[𝑤𝐶𝐻 + 𝑤𝐶 − 𝑤𝐷]2 + 4𝑤𝑅𝑤𝑀𝑃𝐼) ×  

× tan

[
 
 
 
 
√−[𝑤𝐶𝐻+𝑤𝐶−𝑤𝐷]2−4𝑤𝑅𝑤𝑀𝑃𝐼

2

(

 
 
𝑡 −

coth[
[𝑤𝐶𝐻+𝑤𝐶−𝑤𝐷]

√[𝑤𝐶𝐻+𝑤𝐶−𝑤𝐷]
2
+4𝑤𝑅𝑤𝑀𝑃𝐼

]

√[𝑤𝐶𝐻+𝑤𝐶−𝑤𝐷]2+4𝑤𝑅𝑤𝑀𝑃𝐼

)

 
 

]
 
 
 
 

.   

(5.25) 

Решење је добијено у затвореној, једноставној и компактној форми, а зависи од времена, 

𝑡, и релевантних параметра попут стопе мултифотонске, 𝑤𝑀𝑃𝐼, и каскадне јонизације, 𝑤𝐶, 

као и јонизације хромофора, 𝑤𝐶𝐻 . Поред тога, она показује јаку зависност од стопе 

дифузије, 𝑤𝐷, као и стопе рекомбинације, 𝑤𝑅. 

Да бисмо валидирали аналитички израз (једначина (5.25)), следећи корак је био 

оријентисан ка развијању нумеричке симулације и поређењу добијених резултата са 

резултатима доступним у литератури. У оквиру овог приступа, претпоставили смо да 

извор светлости генерише Гаусов импулс, што је у складу са експерименталним 

параметрима [223]. Математички, Гаусов ласерски пулс у временском домену, 𝐼𝐺𝑎𝑢𝑠(𝑡), 
може се описати следећом једначином: 

 𝐼𝐺𝑎𝑢𝑠(𝑡) =  𝐼0 еxp [−
(𝑡−𝑡0)

2

2𝜎2
],   (5.26) 
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где је 𝐼0  је максимални интензитет зрачења (у временском тренутку 𝑡0), 𝑡0 је време када 

је интензитет зрачења највећи, 𝜎 је параметар који описује ширину пулса (ширина на 

половини максимума (енгл. ,,Full Width at Half Maximum” - FWHM)), и одређује како 

брзо интензитет зрачења опада од свог максимума. 

Пре него што смо спровели детаљну анализу једначине (5.25), првобитно смо се 

фокусирали на спровођење темељне нумеричке анализе нашег модела. Циљ овог првог 

корака био је двојак: прво, да тестирамо и верификујемо нумерички модел кроз пажљиво 

калибрисање, а затим да поређењем резултата ових симулација са доступним подацима 

из литературе потврдимо валидност нашег модела. Ово поређење са већ објављеним 

истраживањима било је кључно у обезбеђивању услова да наш нумерички модел 

прецизно описује физичке процесе које намеравамо да проучавамо. Након што смо 

успешно демонстрирали валидност нумеричког модела, били смо спремни да га 

упоредимо са аналитичким решењем. Као што је то био случај у аналитичкој 

методологији, претпоставили смо да на почетку ласерског импулса, у ткиву сличном 

кожи, не постоји иницијална густина слободних електрона, односно 𝜌𝑒(𝑡 = 0) = 0. У 

оквиру нашег истраживања, критична густина слободних електрона је ограничена на 

максималну вредност од ~1020 1/cm3. На Слици 5.10 су приказани резултати нумеричке 

симулације за четири различита интензитета ласерског зрачења, 7 × 109 W/cm2, 8 × 109 

W/cm2, 9 × 109 W/cm2 и 10 × 109 W/cm2. 

 

Слика 5.10. Компаративни преглед еволуције густине слободних електрона, за различите 

вредности интензитета ласерског зрачења, 𝐼 [W/cm2]. 

Са Слике 5.10, се може уочити да за интензитете од 7 × 109  W/cm2 и 8 × 109  W/cm2, 

густина слободних електрона иницијално расте, досеже максимум, и потом опада. Овај 

тренд сугерише да се ткиво слично кожи иницијално јонизује под утицајем ласерског 

снопа, што доводи до пораста броја слободних електрона. Наиме, максимална густина се 

постиже када је стопа јонизације избалансирана са стопом рекомбинације. Након 

достизања максимума, долази до смањења густине слободних електрона, што се може 

приписати доминацији процеса рекомбинације. За интензитете од 9 × 109  W/cm2 и 

10 × 109 W/cm2, динамика је нешто другачија. Сада густина слободних електрона 

иницијално расте, али потом долази до засићења, што резултира константном густином 

током одређеног временског интервала. Овај феномен указује на то да интензитет 

ласерског зрачења доводи до постизања ,,критичне густине“ слободних електрона, где је 

стопа јонизације једнака стопи рекомбинације. Након овог периода засићења, густина 

слободних електрона опада, што је индикација прекида извора јонизације и доминације 

процеса рекомбинације. Изведена анализа и резултати, приказани на Слици 5.10, су у 

сагласности са публикованим подацима из литературе [224].  
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Слика 5.11 илуструје компаративну студију временске еволуције густине 

слободних електрона, која је остварена кроз два метода: применом аналитичког израза 

(једначина (5.25)) и кроз нумеричку симулацију једначине (5.13). Овај визуелни приказ 

омогућава сагледавање корелације између аналитичког и нумеричког модела на 

различитим интензитетима ласерског зрачења, пружајући свеобухватни увид у 

ефикасност и тачност оба приступа у контексту моделовања динамичких промена у 

густини слободних електрона.  

 

Слика 5.11. Компаративни преглед резултата добијених коришћењем једначине (5.25) и 

нумеричке симулације израза (5.13), за различите вредности интензитета ласерског зрачења: 

(a) 5,5 × 109 W/cm2, (б) 6,5 × 109 W/cm2, (в) 7,5 × 109 W/cm2 и (г) 8,5 × 109 W/cm2. 

На основу резултата приказаних на Слици 5.11, евидентно је да оба приступа генерално 

дају конзистентне резултате, иако постоји извесна одступања приказана на подграфику 

5.12 (г). Ова одступања могу бити резултат одабира величине корака у нумеричком 

алгоритму [225], иако је битно нагласити да се максимална вредност густине слободних 

електрона остаје готово непромењена независно од приступа који је примењен. Анализа 

показује да се еволуција густине слободних електрона, током времена, може раздвојити 

у три кључна региона. Први регион одликује брзи раст густине електрона, 𝜌𝑒, што може 

бити приписано комбинованом ефекту мултифотонске и каскадне јонизације. Ови 

процеси представљају примарни механизам којим ласерска енергија доводи до повећања 

броја слободних електрона. У другом региону, висина и позиција максимума густине 

електрона су функција интензитета ласерског зрачења. За интензитете од 5,5 × 109 

W/cm2, 6,5 × 109  W/cm2, 7,5 × 109 W/cm2 и 8,5 × 109 W/cm2, максимална густина 
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електрона постиже се на 2,94 × 1015 1/cm3, 1,02 × 10161/cm3, 8,23 × 1016 1/cm3 и 9,22 ×
1018 1/cm3, респективно. Овакав резултат илуструје утицај интензитета на процес 

јонизације, и у складу је са експерименталним предвиђањима [226]. У трећем региону, 

после 15 ns од почетка ласерског пулса, густина електрона почиње да опада. Овај 

феномен се може објаснити завршетком ласерског пулса и преовладавањем процеса 

рекомбинације, где слободни електрони поново формирају неутралне атоме са јонским 

специјама. Тренд смањења густине слободних електрона се наставља и након престанка 

ласерског пулса, што је у сагласности са [227]. Прецизна вредност овог смањења, 

односно дужина периода смањења густине електрона, варира у зависности од таласне 

дужине употребљеног ласера, трајања ласерског пулса, као и укупне енергије коју ласер 

емитује. Сваки од ових параметара може имати значајан утицај на динамику промене 

густине електрона, утичући тако на процесе јонизације и рекомбинације које покреће 

ласерски импулс. 

У светлу савремених трендова и напретка у области ласерске технологије, 

евидентирана је све већа потреба за моделима који адекватно описују и прате динамику 

оптичког слома у широком дијапазону таласних дужина [228-230]. Истакнути пример 

овакве потребе забележен је у литератури [230], када је истраживачка група спровела 

експерименталну анализу, како би квантификовала утицај таласне дужине на праг 

оптичког прекида у супстанцама које имитирају водене услове, примењујући ласерске 

импулсе различитих дужина. Мотивисани овим резултатима, фокусирали смо се на 

истраживање утицаја таласне дужине на временску еволуцију густине електрона, под 

утицајем наносекундног ласерског импулса. На Слици 5.12, је анализирано понашање 

једначине (5.25) на широком спектру таласних дужина, од 200 nm до 600 nm.  

 

Слика 5.12. Динамика промене густине слободних електрона у функцији од: (а) таласнe 

дужине, (б) времена и таласне дужине ласера. 

Слика 5.12 (а) илуструје степенасто смањење максималне густине слободних електрона, 

које прати повећање таласне дужине ласера, (или, еквивалентно, смањење фреквенције). 

Овакав облик смањења сугерише постојање одређених ,,прагова” на којима долази до 

уочљивих промена у густини слободних електрона. Они су повезани са специфичним 

таласним дужинама ласера које изазивају степенасте промене, и одговарају енергијским 

размацима у материјалима сличним кожи [230]. Таква веза указује на то да оптичке 

карактеристике средине - укључујући енергијске размаке - имају пресудан утицај на 

процес јонизације. Ови енергијски размаци се могу интерпретирати као енергијске 

баријере, које морају бити превазиђене, како би се омогућила формација слободних 

електрона. При већим таласним дужинама (односно, нижим фреквенцијама), енергија 

сваког појединачног фотона је мања, што отежава достизање потребне енергије за 

прелазак енергијских размака. Стога, на таласним дужинама које одговарају тим 
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енергијским размацима, могуће је уочити степенаста смањења у густини слободних 

електрона. Ово указује на то да механизми који воде до формирања слободних електрона 

нису само последица интеракције ласерског зрачења са средином, већ су такође снажно 

утемељени на самим инхерентним оптичким карактеристикама мете. Ова сазнања 

отварају могућност за прецизније моделовање и контролу процеса јонизације, узимајући 

у обзир специфичне оптичке карактеристике узорка који се користи. На Слици 5.12 (б) 

је приказана варијација густине слободних електрона, добијена нумеричким решавањем 

једначине (5.13), у односу на таласну дужину ласера и трајање ласерског пулса. Овде је 

евидентно да повећање таласне дужине ласера и трајање ласерског пулса доводе до 

значајног повећања густине слободних електрона. Ова динамика може се разумети 

узимајући у обзир да дуже таласне дужине и дужи ласерски пулс пружају шире поље за 

интеракцију између ласерског зрачења и материјала, тиме повећавајући вероватноћу 

процеса јонизације.  

На основу резултата приказаних у овом потпоглављу, могуће је закључити да 

бројни фактори и параметри утичу на динамику густине слободних електрона када је 

систем изложен ласерском зрачењу. Дужи експозициони периоди и веће таласне дужине 

могу појачати утицај ласера на материјал, често доводећи до вишеструких јонизационих 

догађаја. Еволуција густине слободних електрона није једноставно линеарна, већ је 

сегментирана у три кључна региона, где су мултифотонска и каскадна јонизација 

најважнији процеси у почетној фази интеракције. Интензитет ласерског зрачења 

одређује висину и позицију максималне густине електрона током интеракције. Након 

ласерског пулса, густина електрона почиње да опада, обележавајући почетак процеса 

дифузије и рекомбинације, док се систем враћа у своје основно стање. 
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6. Закључак 

Интеракција између ласерског зрачења и биолошких материјала отвара широко 

поље истраживања у области атомске, молекулске и оптичке физике. У спектру 

различитих феноменa, ласерски индуковани оптички слом се истиче као један од 

најважнијих, заузимајући централно место у интересовању научне заједнице. Ова појава 

има монументалне последице на проучавање различитих процеса који настају приликом 

интеракције мета биолошких материјала са ласерским зрачењем. Значај оптичког слома 

није само ограничен на теоријско и нумеричко моделовање, већ има и широк спектар 

практичних примена, које се могу експлоатисати у многим областима науке и 

истраживања.  

Ова дисертација је базирана на конструкцији и евалуацији прецизног кинетичког 

модела који карактерише понашање слободних електрона на микроскопском нивоу, уз 

симулирање значајних процеса на површини биолошких материјала. За постављање овог 

модела, дефинисане су различите временске скале у кратком и ултракратком импулсном 

режиму, а одабрани су и адекватни нумерички алгоритми за моделовање феномена 

оптичког слома. Посебна пажња је посвећена одабраним аспектима интеракције пулсног 

ласерског зрачења са ткивом, са посебним освртом на генерисање аналитичких израза за 

предвиђање временске расподеле концентрације слободних електрона који настају као 

резултат ове интеракције. Укључене су релевантне компоненте процеса генерисања 

слободних електрона, као што су ексцитација електрона, фотојонизација, каскадна и 

термална јонизација, јонизација молекула хромофора, дифузија, електрон-јон 

рекомбинација и секундарна емисија електрона. Ова дисертација се, такође, бави 

анализом феномена насталих површинском електромагнетном модификацијом мете 

биолошког порекла, а истраживање потенцијалне појаве ласерски индуковане плазме 

испред мете представља секундарни аспект овог рада. 

Први одељак Поглавља 5 посвећен је анализи генерисања слободних електрона у 

биолошким метама под утицајем ласера, и испитивању како се њихово понашање мења 

са променом Келдишовог 𝛾 параметра и интензитета примењеног зрачења. Откривено је 

да повећање интензитета ласерског зрачења утиче на стопу фотојонизације, изазивајући 

значајно повећање вероватноће за њено одигравање. Ово се може концептуализовати 

као ,,пробој” електрона кроз потенцијалну баријеру коју формира електрично поље атома, 

а овај процес постаје ефикаснији за ниже вредности 𝛾  параметра. Анализа процеса 

фотојонизације указује на доминацију тунелне јонизације за вредности 𝛾 < 1, где се 

јавља максимална вредност стопе тунелне јонизације. Ова констатација је у складу са 

постојећим литературним изворима. За 𝛾 > 1 , процес се пребацује на доминацију 

мултифотонске јонизације. Даље је истакнуто да промене у Келдишовом параметру 

утичу на природу доминантног процеса јонизације, што сугерише да тунелна и 

мултифотонска јонизација нису изоловане појаве, већ да постоје специфични услови под 

којима се оба процеса могу догодити симултано. За пружање потпуније физичке слике, 

испитиван је и утицај укључивања пондеромоторног потенцијала и Штарковог помака 

на стопу фотојонизације. Утврђено је да су ови ефекти од суштинског значаја за процесе 

фотојонизације, где атоми или молекули постају јонизовани путем апсорпције фотона. У 

сврху анализирања утицаја стопе каскадне јонизације у односу на стопу фотојонизације 

кроз целокупни спектар вредности 𝛾 параметра, уочава се континуирана доминација 

каскадне јонизације, без обзира на повећање вероватноће фотојонизације са смањењем 

Келдишовог параметра. Ови резултати пружају дубље разумевање природе и улоге 
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каскадне јонизације, где слободни електрони акумулирају енергију од интензивног 

ласерског зрачења, резултирајући убрзањем до енергијских нивоа који су довољни за 

јонизацију додатних атома или молекула путем судара. Такође је примећено како 

дифузија игра све значајнију улогу са повећањем интензитета ласерског зрачења, 

наглашавајући значај разматрања овог феномена, нарочито при вишим интензитетима. 

Ова динамика служи као кључан показатељ разумевања сложености процеса укључених 

у овај феномен. Описани резултати пружају значајне увиде у фундаменталне механизме 

који управљају интеракцијом ласерског зрачења са биолошким метама, и могу бити 

пресудни за даље унапређивање техника које користе овакву интеракцију. 

На основу резултата приказаних у другом одељку Поглавља 5, могуће је извући 

неколико кључних закључака. Наиме, детаљном анализом процеса фотојонизације на 

микроскопском нивоу, уочена је сложеност интеракција које се одвијају на квантном 

нивоу. Откривено је да различити механизми, укључујући мултифотонску јонизацију, 

јонизацију хромофора и каскадну јонизацију, доприносе укупној густини слободних 

електрона. Ови механизми су потврдили значај успостављања енергијске равнотеже 

између апсорбованог ласерског зрачења и енергије потребне за покретање електрона из 

њиховог основног стања. Утврђено је да таласна дужина ласерског зрачења игра значајну 

улогу у процесу генерисања слободних електрона. На краћим таласним дужинама, сваки 

фотон има већу енергију, што води до ефикаснијег генерисања слободних електрона кроз 

мултифотонску јонизацију. Са друге стране, на дужим таласним дужинама, енергија 

појединачног фотона је мања, што смањује стопу генерисања слободних електрона. Осим 

тога, дифузија и рекомбинација су идентификоване као важни фактори који утичу на 

укупну густину слободних електрона. У регијама дужих таласних дужина, ови процеси 

воде до брзог смањења густине слободних електрона, што указује на динамичку природу 

интеракција које се одвијају након јонизације. Свеукупно, резултати добијени у овом 

делу Поглавља 5 наглашавају значајну улогу таласне дужине ласерског зрачења и 

механизама јонизације у одређивању густине слободних електрона. Ова сазнања пружају 

основу за даље истраживање ове комплексне теме, а уједно могу бити корисна за даљи 

развој прецизних метода за контролу јонизације у биолошким материјалима. 

На крају, у трећем одељку Поглавља 5, постаје јасно да бројни фактори и 

параметри имају утицај на динамику густине слободних електрона у систему који је 

изложен ласерском зрачењу. Кроз детаљну анализу, дошло се до закључка да дужи 

експозициони периоди и веће таласне дужине могу појачати утицај ласера на материјал, 

потенцијално доводећи до вишеструких јонизацијских догађаја. Вреди такође истаћи да 

еволуција густине слободних електрона не прати једноставан линеарни тренд, већ се 

може поделити у три кључна региона. Конкретно, процеси мултифотонске и каскадне 

јонизације су од примарног значаја за генерисање слободних електрона у почетним 

фазама интеракције. Како се интеракција одвија, висина и положај максималне густине 

електрона постају функција интензитета ласерског зрачења, илуструјући како његова 

снага утиче на процес јонизације. Ово указује на то да не само да ласерско зрачење делује 

на материјал, већ и да специфичне карактеристике саме светлости - њена енергија и 

интензитет - могу утицати на динамику процеса. Након завршетка ласерског пулса, 

густина електрона почиње да опада, чиме се наглашава почетак процеса дифузије и 

рекомбинације. Овај феномен илуструје како, након прекида енергијске стимулације, 

систем почиње да се враћа у своје основно стање, што се остварује комбиновањем 

слободних електрона и јона у неутралне атоме. Смањење густине слободних електрона 

наставља се и након завршетка ласерског пулса, а брзина овог процеса може значајно 

варирати, зависно од таласне дужине ласера, трајања ласерског пулса и укупне енергије 

коју ласер емитује. Укупно, сваки од ових параметара може бити кључан за одређивање 
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крајњег исхода интеракције. То имплицира да је неопходно пажљиво размотрити сваки 

од ових фактора када се оптимизују процеси ласерски индукованог оптичког слома. 

Након теоријско-нумеричке анализе феномена ласером индукованог оптичког 

слома у биолошким материјалима, постаје јасно да постоји још пуно аспеката овог 

процеса који захтевају даље истраживање. У наредном периоду, посебна пажња ће бити 

усмерена ка прецизном моделовању ,,two-electron temperature” модела, са посебним 

нагласком на утврђивање кључних механизама и њихових вероватноћа које доприносе 

овом процесу. Додатни развој и проширење постојећег теоријског модела, узимајући у 

обзир различите параметре који могу допринети прецизности модела, такође ће бити део 

будућих истраживања. Очекује се да ће ово побољшање омогућити боље усклађивање са 

експерименталним резултатима и дубље разумевање процеса који су укључени у 

оптички слом. Будући планови истраживања су оријентисани ка проучавању феномена 

ласером индукованог слома, а са циљем развијања још софистициранијих модела који би 

могли боље да опишу и предвиде ове процесе како у биолошким материјалима, тако и у 

другим срединама. 
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  Прилози 

Прилог 1: Списак слика 

Слика 2.1. Простирање трансверзалног, раванског електромагнетног таласа. Вектори 

електричног поља, �⃗� , магнетног поља, �⃗� , и таласног вектора, �⃗� , су међусобно нормални. 

Слика 2.2. Линеарно поларизовани равански талас чији вектор електричног поља 

осцилује у једној равни дуж фиксне осе док се шири простором. 
Слика 2.3. Илустрација циркуларног електромагнетног таласа који настаје када вектор 

електричног поља ротира око осе пропагације. 

Слика 2.4. У елиптичној поларизацији, врх вектора електричног поља �⃗�  прати елипсу, а 

угао 𝛼 одређује оријентацију те елипсе у односу на 𝑥 − осу. 
Слика 2.5. Различите конфигурације поларизације. 
Слика 2.6. Електромагнетни спектар (континуум електромагнетних таласа који се 

разликују по таласним дужинама и енергијама). 

Слика 2.7. Илустрација стимулисане апсорпције. 
Слика 2.8. Илустрација спонтане емисије. 
Слика 2.9. Илустрација стимулисане емисије. 

Слика 2.10. У контексту нормалне насељености, број честица на енергијским нивоима 

опада сa порастом енергије, док у стању инверзне насељености, виши енергијски нивои 

имају већи број честица у односу на ниже нивое. 
Слика 2.11. Елементи ласерског система. 

Слика 3.1. Илустрација геометрије процеса рефлексије, расејања, апсорпције и 

трансмисије пружа визуелни приказ ових комплексних феномена у контексту 

интеракције ласерског зрачења са ткивом. 

Слика 3.2. Илустрација геометрије упадног, рефлектованог и преломљеног зрака сa 

обележеним угловима: 𝜃𝑢 за упадни, 𝜃𝑟 за рефлектовани и 𝜃𝑝 за преломљени зрак. 

Слика 3.3. Илустрација геометрије: (а) спекуларне и (б) дифузионе рефлексије. 
Слика 3.4. Промене електричног и магнетног поља кроз простор и време, 

репрезентоване кроз векторе њихових јачина �⃗�  и �⃗⃗�  који синусоидално флуктуирају, су 

илустроване при: (а) 𝑠 − и (б) 𝑝 − поларизацији електричног поља. 
Слика 3.5. Илустрација приказује геометрију и векторе поља електромагнетног таласа 

при интеракцији 𝑠 − поларизованог упадног зрака између ваздуха (𝑛) и ткива (𝑛′). 
Слика 3.6. Илустрација приказује геометрију и векторе поља електромагнетног таласа 

при интеракцији 𝑝 − поларизованог упадног зрака између ваздуха (𝑛) и ткива (𝑛′). 
Слика 3.7. Илустрација граничног случаја у коме важи релација: 𝜃𝑝 + 𝜃𝑟 = 𝜋/2. 

Слика 3.8. Визуелна репрезентација резултата добијених нумеричком анализом 

Френелових формула при проласку електромагнетног снопа из ваздуха у ткиво за случај: 

(а) и (б) конституената меког ткива, 𝑛′ = 1,33, (в) и (г) одређених епидермалних слојева 

коже, 𝑛′ = 1,5 [102]. 

Слика 3.9. График зависности интензитета примењеног зрачења, 𝐼 , од дебљине 

апсорбујућег слоја, 𝑙, за 𝜆 = 850 nm. 

Слика 3.10. График зависности интензитета примењеног зрачења, 𝐼 , од дебљине 

апсорбујућег слоја, 𝑙, за 𝜆 = 1064 nm. 
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Слика 3.11. Спектрална зависност коефицијената апсорпције ткива, 𝜇𝑎 , у интервалу 

таласних дужина 0,1 μm ≤ 𝜆 ≤ 10 μm. 

Слика 3.12. График зависности коефицијената апсорпције, 𝜇𝑎,  коже, зида аорте и 

рожњаче у интервалу таласних дужина 0,25 μm ≤ 𝜆 ≤ 0,75 μm. 

Слика 3.13. Апсорпциони спектар хемоглобина, добијен као резултат нумеричке 

симулације у интервалу таласних дужина 250 nm ≤ 𝜆 ≤ 700 nm. 
Слика 3.14. Апсорпциони спектри хемоглобина, добијени као резултат нумеричке 

симулације на: (а) 275 nm, (б) 350 nm, (в) 410 nm, (г) 525 nm и (д) 600 nm и израчунате 

респективне вредности моларне апсортивности, 𝜀𝑎, и апсорбансе, 𝒜𝑠. На панелу ђ) је 

илустрован случај добијања минималних вредности параметара 𝜀𝑎 и 𝒜𝑠 за максималну 

вредност таласне дужине од 700 nm. 
Слика 3.15. Илустрација геометрије Рејлијевог расејања. 
Слика 3.16. Зависност интензитета расејаног зрачења у интервалу таласних дужина 300 

nm ≤ 𝜆 ≤ 800 nm. 

Слика 4.1. Визуелизација феномена ласерски индукованог слома. 

Слика 4.2. Визуелна репрезентација механизама фотојонизације: (а) илустрована је 

валентна и проводна зона материјала, (б) мултифотонска јонизација - електрон прелази 

у проводну зону апсорпцијом више фотона, и (в) тунелна јонизација - електрон прелази 

из валентне у проводну зону кроз ефекат тунеловања. 

Слика 4.3. Компаративни преглед стопе Келдишове фотојонизације, 𝑤𝑃
𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ

, за 

различите вредности: (а) таласних дужина, 𝜆, и (б) интензитета ласерског зрачења, 𝐼. 

Слика 4.4. Компаративни преглед стопа  𝑤𝑃
𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ

, 𝑤𝑀𝑃𝐼  и 𝑤𝑇𝐼 , у функцији од: (а) 

интензитета ласерског зрачења, 𝐼 , када је таласна дужина фиксирана на 800 nm, (б) 

таласне дужине, 𝜆, када је интензитет ласерског снопа фиксиран на 1013 W/cm2. 
Слика 4.5. Каскадна јонизација је двостепени процес у којем електрони прво апсорбују 

енергију фотона, а затим долази до сударне јонизације путем међусобних судара 

електрона. 

Слика 5.1. Зависност вероватноће фотојонизације од Келдишовог параметра, 𝛾 , при 

чему се 𝛾 мења у интевалу 0-1. 

Слика 5.2. Зависност стопа јонизације у случају мултифотонске, wMPI, и тунелне, wTI, 
јонизације од Келдишовог параметра, γ, при чему се γ мења у интевалу 0-2. 

Слика 5.3. Компаративни преглед стопа фотојонизације за 0 < 𝛾 < 2, при интензитету 

ласерског зрачења, 𝐼 = 1 × 1014  W/cm2, без додатних ефеката, са укљученим 

пондеромоторним потенцијалом и са укљученим пондеромоторним потенцијалом и 

Штарковим ефектом. 

Слика 5.4. Компаративни преглед стопа каскадне јонизације, 𝑤𝐶, за различите вредности: 

(а) интензитета ласерског зрачења, 𝐼, и (б) Келдишовог параметра, 𝛾. 

Слика 5.5. Компаративни преглед стопа фотојонизације, 𝑤𝑃
𝑀𝑃𝐼+𝑇𝐼  и 𝑤𝐶 , за 0 < 𝛾 < 1, 

при фиксираном интензитету ласерског зрачења, 𝐼 = 1 × 1014 W/cm2. 
Слика 5.6. Компаративна анализа доприноса стопа дифузије у процесима 

фотојонизације и каскадне јонизације за: а) константни 𝛾  параметар 𝛾 = 0.01 , са 

променљивим интензитетом зрачења од 1 × 1013 W/cm2 до 1 × 1014 W/cm2, и б) фиксни 

интензитет ласерског зрачења, 𝐼 = 1 × 1013  W/cm2, док се вредности 𝛾  параметра 

мењају у распону 0 < 𝛾 < 1. 

Слика 5.7. Компаративна анализа доприноса стопа фотојонизације 𝑤𝑃
𝐾𝑒𝑙𝑑𝑦𝑠ℎ

, 𝑤𝑀𝑃𝐼 и 𝑤𝑇𝐼, 
је спроведена на таласним дужинама од 355 nm и 532 nm. Стопа мултифотонске 

јонизације, 𝑤𝑀𝑃𝐼, је линеаризованa и апроксимиранa помоћу испрекидане линије. 
Слика 5.8. Динамика промене густине слободних електрона током времена је 

анализирана у контексту утицаја различитих механизама на две специфичне таласне 
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дужине: (а) 355 nm и (б) 532 nm. Испрекидана крива симболизује критичну густину 

електрона, означену као 𝜌𝑐𝑟. 
Слика 5.9. Динамика промене густине слободних електрона у функцији од: (а) таласнe 

дужине са различитим механизмимa који доприносе генерисању или губитку слободних 

електрона, (б) времена и таласне дужине ласера. 

Слика 5.10. Компаративни преглед еволуције густине слободних електрона, за 

различите вредности интензитета ласерског зрачења, 𝐼 [W/cm2]. 
Слика 5.11. Компаративни преглед резултата добијених коришћењем Једначине (5.25) и 

нумеричке симулације израза (5.13), за различите вредности интензитета ласерског 

зрачења: (a)  5,5 × 109 W/cm2, (б)  6,5 × 109 W/cm2, (в) 7,5 × 109 W/cm2 и (г) 8,5 ×
109 W/cm2. 

Слика 5.12. Динамика промене густине слободних електрона у функцији од: (а) таласнe 

дужине, (б) времена и таласне дужине ласера. 
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Прилог 2: Списак табела 

Табела 3.1. Оптичке густине, 𝑛′, различитих ткива измерених у опсегу таласних дужина 

од 456 nm до 1064 nm [102]. 

Табела 3.2. Експериментално измерени коефицијенти апсорпције различитих материјала 

биолошког порекла за две различите таласне дужине - 850 nm и 1064 nm [109]. 
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Прилог 3: Појмови, симболи и константе 

𝒜𝓂𝓃 − Ајнштајнов коефицијент за спонтану емисију. 

𝒜𝑠 − апсорбанса.  

�⃗� − вектор магнетне индукције. 

ℬ𝓃𝓂 − Ајнштајнов коефицијент за стимулисану апсорпцију. 

ℬ𝓂𝓃 − Ајнштајнов коефицијент за стимулисану емисију. 

𝑐 − брзина светлости. 

𝑐𝑎 − концентрација апсорбујућих врста у материјалу. 

𝑐𝑐ℎ − специфична топлота органела које се налазе унутар ћелија ткива. 

𝑑 − дебљина узорка. 

�⃗⃗� − вектор електричне индукције. 

𝒟(𝜖𝑘) − дифузија електрона са кинетичком енергијом 𝜖𝑘. 

𝑒 − елементарно наелектрисање. 

�⃗� − вектор јачине електричног поља.  

𝐸𝓃 − енергија на енергијском нивоу 𝓃. 

𝐸𝓂 − енергија на енергијском нивоу 𝓂. 

𝑓𝑐ℎ − однос запремине хромофора у односу на ткиво. 

𝒻 − функцијa дистрибуције. 

𝑔 − коефицијент губитака. 

ℎ − Планкова константа. 

�⃗⃗� − вектор јачине магнетног поља.  

𝐼 − интензитет ласерског зрачења. 

𝐼𝑝 − јонизациони потенцијал. 

𝒿 − вектор јачине струје слободних носилаца наелектрисања. 

𝐽 − Џонсонов вектор. 

𝑘𝑏 − Болцманова константа. 

�⃗� − таласни вектор. 

𝑙 − дебљинa апсорбујућег слоја. 

𝑚 − маса електрона у мировању. 

𝑚∗ − ефективна маса електрона. 

�⃗⃗� − вектор магнетне поларизације. 

𝑀𝑚 − маса атома или модекула са којом се електрон судара. 

𝑛 − индекс преламања. 

𝑛𝑐ℎ − број хромофора у биолошком материјалу 

𝓃𝓃 − број атома или молекула у енергијском нивоу 𝓃. 

𝓃𝓂 − број атома или молекула у енергијском нивоу 𝓂. 

𝑁𝑏 − просечан број везаних електрона по хромофору. 

𝑁𝑟 − густинa расејаних атома. 

𝒩 − број прелаза. 

𝑝 − коефицијент појачања. 

�⃗� − вектор електричне поларизације. 

ℛ − рефлактанса. 

ℛ𝒥(𝑡, 𝜖𝑘) − Џулова енергија. 

𝑡 − време. 

𝑇 − температура. 

𝓋𝑖 − брзина сударне јонизације. 
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𝑉(𝜖𝑘) − брзина кретања слободних електрона са кинетичком енергијом 𝜖𝑘. 

𝑤𝐶𝐻 − стопа јонизације хромофора. 

𝑤𝐷 − стопа дифузије. 

𝑤𝐼 − стопа сударне јонизације. 

𝑤𝑀𝑃𝐼 − стопа мултифотонске јонизације. 

𝑤𝑃 − стопа фотојонизације. 

𝑤𝑅 − стопа рекомбинације. 

𝑤𝑇 − стопа термалне јонизације. 

𝑤𝑇𝐼 − стопа тунелне јонизације. 

𝑤𝓃𝓂
𝑆𝑡.𝑎 − вероватноћа прелаза за стимулисану апсорпцију. 

𝑤𝓂𝓃
𝑆𝑡.𝑒 − вероватноћа прелаза за стимулисану емисију. 

𝑤𝓂𝓃
𝑆𝑝.𝑒 − вероватноћа прелаза за спонтану емисију. 

𝑍 − таласна импеданса. 

𝛾 − Келдишов параметар. 

𝜀 − елиптичност. 

𝜀𝑎 − линеарни моларни апсорпциони коефицијент. 

𝜀0 − диелектрична константа вакуума.  

𝜀𝑟 − релативна диелектрична пермитивност. 

𝜖𝑘 − кинетичка енергија електрона. 

𝜁 − брзина раста броја побуђених електрона. 

𝜃𝐵 − Брустеров угао. 

𝜃𝑝 − рефрактовани или преломни угао. 

𝜃𝑟 − рефлектовани или одбојни угао. 

𝜃𝑢 − упадни или инцидентни угао. 

𝜆 − таласна дужина. 

𝜇𝑎 − коефицијент апсорпције. 

𝜇0 − универзална магнетска константа. 

𝜇𝑟 − релативна магнетна пермеабилност. 

𝜋 − Архимедова константа. 

𝜌 − густина слободних носилаца наелектрисања. 

𝜌𝑒 − густина слободних електрона. 

𝜌𝑒
𝑡 − густина слободних електрона настала током термалне емисије, 

𝜌𝑐ℎ − густина слободних електрона настала током јонизације хромофора. 

𝜌𝑟 − коефицијент рефлексије. 

𝜌𝜔 − густина електромагнетног поља. 

𝜎 − специфична проводност. 

𝜎𝑧 − коефицијент расејања. 

𝜏𝑚(𝜖𝑘) − степен расејања електрона. 

𝜏𝑠 − средње време између два судара. 

𝜏𝑡 − коефицијент трансмисије. 

𝒯 − трансмитанса. 

Φ− фазна разлика. 

Δ𝛷 − променa фазе светлосног таласа. 

𝜒𝑒 − електрична сусцептибилност. 

𝜒𝑚 − магнетна сусцептибилност. 

𝜔 − угаона фреквенција. 

∇⃗⃗ − вектор градијента. 
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