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HacraBHo-Hay4HoM Behy
[TpupoaHo-maremaTuykor (akyirera

Behy 3a npupoaHo-maTtemMaTHuke HayKe
Vuusepautera y Kparyjeruy

M3BEIITAJ KOMUCHJE O OLIEHH YPABEHE JOKTOPCKE JTUCEPTALIUJE/
JOKTOPCKOI' YMEHYKOTI ITPOJEKTA

Ha cenuuuu Hacrasno-naydnor Beha, Ilpupoano-marematnukor —Qaxkynrera y
Kparyjesuy oapxkanoj 28.04.2021. roaune (6p. 230/VIII-1) u Ha ceannun Beha 3a npupoaHo-
MaremaTHuke Hayke YHuBepsutera y Kparyjesuy oapxanoj 12.05.2021. (6p. IV-01-348/9)
onpehenn cmo 3a unanoBe Komucuje 3a ouleHy M 010paHy JOKTOPCKE AMCEPTALMje KaHaujara
Hesene BacoBuh noj Hacrnosom

. Hexe Moaundukanuje KIaCHYHUX Mepa, 0Aropapajylin oproroHaJHH NOJTHHOMH H
kBajpartype I'aycoBor Tumna®.

Hesena Bacoswuh je mojHena pykonuc cBoje JOKTOpcke auceprauuje HactaBHo-HayYHOM
sehy IlpupomHo-maremaruukor ¢axynrera Ha oueHy. UYnanosu Kowmwucuje cy aeramHO
nperiefand pyKONMUC, NMPOLEHH/IM KBATUTET AUCepTaluje W yKasanum KaHauaary Ha norpebue
kopekuuje. Kanauaar je ycBojuo cee mpemnore Komucuje n yrpaano ux y (uHAIHY BEp3Hjy
4nMe cy ce cTekau cBu ycrnosu aa Komucuja nosece cnenehu Mspemraj:

1. Onuc JOKTOpPCKE AHCcepTaNHje

Teopuje OproroHanHux mnoiauHoma, I'aycoBux KkBajgpaTypHux Qopmyna ¥ HHXOBUX
MmoauduKauuja jefHe Cy O HajBaHHjuX obnactu ucTpaxupawa y Hymepuukoj aHaimsu u
Teopuju anpokcumauuje. Jloktopcka aucepraumja ,Hexe mMoaudukanuje KiIacHUHHX Mepa,
oaropapajyhu opToroHajiHu MOJHHOMH H KBajapatype IaycoBor Tuma“, npunaja obnactu
Hymepuuke ananuze u TeopHje anpoxkcumaluje.

Tekcr pykonuca gucepraudje HanucaH je Ha 84 cTpaHe M cactoju ce oj Caxerka Ha
CPIICKOM M eHrjieckoM je3uky, I[lpearosopa, Jlucre cauka u Jlucre tabena, TeKcTa Jiceprauuje
KOju je mnoje/beH y MeT riaBa, oje/bka buGimorpaduja Koju caapxu cnumcak oa 73
oubnuorpadeke jenuuuie u Ilpunora A. YV pykonucy auceprauuje ce Hanasu 18 ciuka u 5
tabena. CacraBHM JeJ0BM aucepTanuje cy u buorpaduja kanaujgara, Kao U HacjIOBHE CTpaHa
pajoBa y Kojuma cy o0O0jaB/beHH pe3yiaTaTH [JHCEpTalHje, a KOjH Cy NyOIMKOBAaHM MK
npuxBalieHH 3a WTaMITy Y BPXYHCKUM Mel)yHapoaHuM Yaconucuma.

[IpBe jaBe riaBe Cy TMperiegHOr KapakTepa M TMpeJcTaB/ba)y TEOPHJCKY OCHOBY
MCTPaXUBama.

I'maBa 1 OpTroroHaJHu MOJHHOMM HA peajHOj MpaBoj. Y MpPBOj [NIaBM je AaT KpaTak
Tnperjiesl OCHOBHMX pe3yliTaTa TeOpHje OPTOrOHANHMX MOJMHOMA Ha peanHoj mnpasoj. [are cy u



OCHOBHE 0COOMHE KJIaCMYHUX OPTOrOHAIHMX nojuHoMma. Ha kpajy oBe rinaBe JaTu cy METOM 3a
KOHCTPYKLIM]Y OpPTOMOHAJIIHUX [10JIHHOMA.

I'masa 2 Ksaaparypue dopmyae. Y apyroj riaaBu [aT je KpaTak OCBPT Ha
MHTEpPIIONAlMOHEe Tpoliece KOjU ce KOPUCTE NPUIMKOM HyMEpUYKe MHTErpauuje, a nocebHo cy
onMcaHe MHTEproJalroHe Keaaparypue ¢opmyne W Mehy mwuma HajouthHuje [aycose
KBajpatypHe Gopmyie.

V rnasama 3, 4 M 5 pgarM Cy OpHMIMHAAHM pe3yATaTH KOJU Cy NyOJIMKOBaHM WM
npuxpaheHH 3a Wrammny.

I'nasa 3 IoauHomcke moaupukanuje YeOumesbeBUX Mepa npBe U Apyre Bpere. Y
OBOj IJIaBH JlaTe Cy HEKe OCOOMHE MOJIMHOMA OPTOrOHAIHMX Y OAHOCY Ha MoAHdHKOBaHE
KinacuuHe YeOuineribeBe Mepe mpBe M apyre Bpcere. OBU npobiieMd TpeTUpaHH Cy Y
cumbosimykoM 06uKy. Jlath cy KoeuuMjeHTH Tpo4dlaHe peKypeHTHE penalyje U JudepeHiHo-
audepeHunjanHe ocobuHe ojj0ropapajyhux Kjiaca OpTOroHaaHUX MOJHHOMA.

I'napa 4 EjaekTpocTaTHYKa HWHTEpPHpeTalnHja HYyJa OPTOrOHAJHMX MOJHHOMA.
Mathematica naxer RationalExpressionsES.m. Y 0BOj raBu Hajlpe je JaT mperjes Nno3HaThx
pesyJTata eneKTpocTaTH4Ke HHTepnperauuje Hyna JakoObujeBux nomuHoma. [lonasehm on
MPeTnocTaBKe Ja ce paad O JIorapuTaMckoM TOTEHIMjaly [aTa je eJNeKTpocTaTHyKa
HHTEpIpeTaluja Hy1a MOJTMHOMa OPTOTOHAIHHUX Y OJHOCY Ha YeOHIIeB/LEBY Mepy NpBE BpPCTE.

V o0BOj rnaBd jgate Ccy Heke NpuMeHe (YHKLMja HMIUIEMEHTUPAHMX Y CcOQTBEpy
Mathematica y npoGieMumMa KOHCTPYKTHBHE T€OPHj€ OPTOrOHAIHUX MOJMHOMA.

I'naBa 5 Oprorona/iHu NOJHMHOMHM W reHepanusopane I'ayc-PucoBe kBajaparypHe
dopmyae. Y oBoj rnaBu npoyuasane cy moaudukosaHe I'aycoe kBaapatype u oaroeapajyhu
OpTOroHadHu moJuHOMH. JlaT je HyMmepuuku crabuiad aaropuram 3a KOHCTPYKLM]Y
moaudukoBanux [aycoBux kBagpaTypHux ¢opmyna, Tj. reHepanuszopanux Iayc-Pucosux
KBaJpaTypHuX (Gopmyna, WTO je aabe omMoryhuno HymepuuKky KOHCTPYKUHMjy oaropapajyhe
KJlace OPTOTOHANIHUX MOJHHOMA.

Mpnaor A. Mathematica xon y nakery RationalExpressionsES.m

2. 3Hauaj u AONPHHOC JOKTOPCKe JHCEPTALHje ca CTAHOBHINTA AKTYE/JIHOI CTalkha ¥
HyMmepuukoj aHa/H3H M TeOPHjH anpoKkcuMmanuje, mocedHo y Teopujn OpTOroHajJHMX
nosnuHoma u I'aycoBHX kBafpaTypHux (popmyiia

Ioktopcka aucepraudja ,Heke moaudpukanuje KIacHYHHX Mepa, oarosapajyhn
OpPTOroHAJHH NOJHHOMH H KBajaparype I'aycoBor THma“, npunaga HayuyHoj obmacTH
MaremaTHKa, OJHOCHO YXKOj Hay4Hoj oOiiactT Hymepuuka aHanmza W Teopuja anpoKcuMaluje.
OpToroHaiy MoJIMHOMH Y BETHKO] MEPH MPOKHMAjy HYMEPHUKY aHaJIM3y U OHM Ce I10 IIPBU YT
jaBJbajy Kao MMEHHOLM Y BEPHXKHHUM pa3jioMuuMa y Apyroj nososuHu 19. sexka. tbuxosa saxua
MpUMeHa je y KOHCTPYKUMjHU KBaApaTypHUX (hopMyna MaKCHMMaJHOI MM CKOPO MaKCHMajHOr
creneHa anrebapcke TauHOCTH 3a MHTErpaje ca NO3UTUBHOM MepoM. Kako je TeopHja KIiaCHUHMX
oproroHasHux mnonuHoma (Jlexxanapoeu, Jlareposu, EpmutoBM W apyru) y nobpoj Mepu
pa3BujeHa, MIMpa Kjaca MOJMHOMA j€ U [a/be HeMO3HAaHMIA, KA0 U Pa3HU alleKTH HeHe NPUMEHE.



Jejan o HajBaKHMjUX MpobJeMa KOHCTPYKTHBHE TeOpHje OpPTOrOHAIHUX IOJMHOMA jecTe
oapehuBame KoeduuujeHaTa TpowlaHe pEeKYpeHTHE pelaluje 3a HEKJaCHYHe TEXHHCKE
(yHKIIMje, Kao M KOHCTpyKUMja KoedulMjeHaTa TpoulaHe PpEeKYpPEeHTHe penaguje 3a
moauduKoBaHe Mepe, ao0MjeHe Hajuemrhe NPOH3BOJAOM OpUIHHAJHE Mepe ca MO3UTHBHUM

u(x)
v(x)’

nonase on Kpucrodena u merosor paga u3 1858., koju je pasmartpao ciaydaj ca caMmo
noJMHOMcKOM Moaudukanujom mepe (v(x) = 1) u u3pa3Mo HOBE OPTOrOHAIHE IOJIMHOME
nomuoxkene ca u(x), y obOjguKy [AeTepMHHaHTe, Kao JIMHeapHy KOMOWHaIM]y TMOTa3HUX
OpTOrOHAJIHUX TOJMHOMA T, 1, L = 0,1, ..., [. CTo roguna kacHuje YBapoB je peliqo ciydaj kaja
je v(x) = 1. Pa3Bojy KOHCTpYKTHBHE TeOpHje OPTOTOHAIHMX TOJHHOMA JompuHeo je Bontep
[ayun, KOju je y CBOjUM paZoBMMa pa3BUO €(PUKACHE alropuTME 3a HYMEPHUYKO MeHepucarme
OpTOrOHAJIHKX TIOJIMHOMA, a0 je aHaTM3y CTabMITHOCTH ¥ HeKe HOBE NMPUMEHe MCTHX, TaKo Jia je
nJaHac Moryha KOHCTpYKILMja MHOTMX HOBUX KJlaca OPTOTMOHAJIHMX IOJIMHOMA, Kao U HHXOBA
NnpUMeHa y padInuuTHM obJacTuMa He caMO HyMEpHUKe MaTeMaTuKe, Beh u y MHOruM Apyrum
Hay4HUM obnacTuma.

V oBoj nuceprauuju kanauaara Hesena Bacosuh no6ujeHn cy koeHLUjeHTH TpounaHe
PeKypeHTHe peJlaliije MOoJMHOMA OPTOrOHAHUX Y OIHOCY Ha Mepy

du(x) =%dx, n>2 (1)

anu Kajaa je creneHn = 2 u s > —1/2. Pasmotpene cy audepenio-audepeHumnjaitHe ocobune
OBHX MOJIMHOMA M JiaTa je eNeKTpocTaTH4yKa WHTepIpeTauuja muXoBUX Hyna. OBu npobiaemu
TpeTupaHu ¢y y cumbonnukoM obmuky. Y paay [Results Math. 69 (2016)], Munosanosuh u
HErOBH CapajHULM CY UCTPa)KMBa/IM [IOJIMHOME OPTOrOHANHE Y OAHOCY Ha Mepy (1), anu kana je
napaMeTap s npupojan 6poj. Crienujanan cnydaj Mepe (1) kaga je s = 1 nar je y pany [ayuuja u
Jluja [Aeq. Math. 46 (1993)]. Cnyuajn = 1 us > —1/2, xao u yomurewa I'erenbayepose mepe
pasmarpaHa cy y pajy JlamrdeHoBa u3 1953 [Gos. Ped. Inst. UC. Zap. 89 (1953), 167-189].

V 0BOj AMcepTalMju gaTe cy U 0ocoOMHE NOJMHOMA KOjU Cy OPTOrOHAlIHH Y OJHOCY Ha
jenHy monudukauujy YeOuuieB/beBe Mepe Jipyre Bpere

du(x) = |0,(0)|° (1 — x)s+2dx, n=2, (2)

anMKajajen =2us > —1/2.

Pesynratu ucTpakupawa JAUCEpTallije Yy OBOM Jielny IOBE3aHH Cy U ca TEOpHjoM S -
OPTOTOHAIHMX M 0-OPTOrOHATHMX nosivHoMa. Y paay Munosanosuha [J. Comput. Appl. Math.

pauroHaTHUM (hakTopom rae cy u(x) u v(x) nomunomu. IIpBu pesynrtaté y oBoj o61acTu

127 (2001)] mat je MeToa KOjU je 3acCHOBaH Ha MHTEPNpPETALUjU S — OPTOTOHAIHOCTU MPEKO
MMIUTMLUTHO JeUHKMCaHe CTaHJap/IHEe OPTOrOHAIHOCTH.

BakHa npuMeHa OPTOroOHaTHHX MOJHHOMA j€ Y KOHCTPYKIHJU KBaJApaTypHHUX (GopMmyna,
na 300r Tora jegaH jeo JAOKTOpCKe AMcepTalyje MpUIaja M oBOj obJacTH M OJHOCH ce Ha
oapehuBame eUKaCHOT U HYMEPHUKH CTaOMITHOI alrOPUTMa 3a KOHCTPYKUKM)Y oaroBapajyhux
[aycoBux KBajpaTypa, Koje ce 3a pasIM4yuTe Mepe HWHTe3UBHO HCTPAXYyjy MOCIeHUX
nejeceTak rojguHa, nocedbHo HakoH ['onyba m Benua (Mathematics of Computations, 1969).
WHTe3uBHO ce ucTpaxyjy M MoaudukoBaHe ['aycoBe KBajpaType y pasHUM MpaBLHMa.



HenasHno, y paxy Munosanosuha ( Bull. Cl. Sci. Math. Nat. Sci. Math., 2018) nar je edukacan
HYMEPHUKHM airOpuTaM 3a KOHCTPYKLH]y, T3B. ['ayc-Pucose kBampatypHe dpopmyiie.

V 0BOj AMcepTalMjy jaTa je HyMepH4Ka KOHCTpyKuMja Moaudukosanux I'ayc-PrcoBux
KBajpaTypHuX GopMyna u oroBapajyhnx Kj1aca OpTOroHaJHHMX MojauHoMa Ha (-1,1) y omHocy Ha
npousBoj I'erenGayepoBe 1 eKCrIOHELMjaHe TEXUHE, Tj.

w(t;2) = exp(—xt?) (1 — )42, 2> -1 (3)
kana je x > 0. Pucose kBaapatypHe Qopmysne cy pa3marpaHe paHMje y pajioBUMa U3 00JacTu
kBaHTHe Xemuje (Hnp. M. Dupuisa, J. Rys, H. F. King [J. Chem. Phys. 65 (1976), 111 - 116; J.
Comput. Chem. 4 (1983), 154- 157], kao u y pagoeuma D.W. Schwenke [Comput. Phys. Comm.
185 (2014), 762 - 763] u B. D. Ch. [Comput. Theor. Chem. 1074 (2015), 178 - 184]. V cBom
nperneanom paay [J. Comput. Chem. 120 (2016)], Kunr je nao jesan HyMepHYKHU MHTErPALIHOHH
MeTos 3a oapeljuBame KoeduLMjeHaTa TpOUIaHe PEKyYPeHTHE penauunje Pucopux nonmHoma.

Cge xurmoTese of] KOjUX ce MoNa3uio y HCTPaXKUBaky Y JAMCEPTALM]jU, NIOCTAB/bEHE CY Ha
OCHOBY JI0 Caja MO3HATHX pe3yJTara y KOHCTPYKTHBHOj TEOPHjH OPTOTOHAIHMX MOJMHOMA. Y
[MCEpPTALIMjH je jaTta M eNeKTPOCTaTMuKa MHTEpIpeTalMja Hyjla MOJMHOMA OPTOrOHAIHHMX Y
omHocy Ha Moaudukopany UebuiuesibeBy Mmepy npee Bpere. Ilouenm uctpaxusama y OBOj
obnactu Hanase ce y panoeuMa Cruntjeca us 1885. u Cerea [Amer. Math. Soc. Colloq. Publ. 23
(1975)]. HoBuja ucTpakuBama y oBoj obnactu mMory ce Hahu y panosuma Mcemanna [Pacific J.
Math. 193 (2000), 355-369], [Random Matrices and Their Applications 40 (2001), 225-244] u
Mapcenena u octainux [Linear Algebra Appl. 260 (1997), 258-272].

V muceprauuju cy KopuinlieHe pa3He MaTeMaTHYKe MeTO/le HCTPAKHBaba, ClIELHjaIHO
MeTO/le MaTeMaTH4Ke, KOMIUIEKCHe ¥ HyMepHuYKe aHajli3e, Te joI Y)Ke€ METOe KOHCTPYKTHBHE
TeOpuje OpPTOrOHAJIHMX MOJMHOMA M HyMepuuke MHTerpauuje. IlomeHyte meTone cy JeinoM
UMILIEMEHTHPaHE W TpOBepeHe y3 MHTe3uBHO Kopuiuhewe copreepa Mathematica 10.0 u y
OKBUpY Hera umreMenTupator nakera OrthogonalPolynomials, xako y ciMOOIMYKKM, Tako 1y
HYMEPHYKHUM M3pavyyHaBabUMa.

3a pemapame MpobieMa KOHCTPYKTHBHE TEOpHje OPTOrOHANHMX TMOJMHOMA Y OBO]
JMCEpTalMji KaHAMAAT je KopucTHo YeOuineB/beB n Moaudukosan UebuuieB/beB anropuram
KOje je y CBOjUM pajioBMMa jieBelieceTHX rojuHa npouuior Beka onucao W. Gautschi [SIAM J.
Sci. Statist. Comput. 3 (1982) 282-317], a Koju cy CHCTEMaTH30BaHH Yy IbEr0OBOj KibH3M
Orthogonal Polynomials: Computation and Approximation, Clarendon Press, Oxford (2004).

3. Ouena aa je ypahena nokropeka gucepTanMja pesyJiTAT OPHUTHHAJIHOI HAYYHOT
paaa kauauaara y obaacrtu Hymepuuke aHa/in3e H TeopHje anpokcuManuje

Ha ocnHoBy yBuma y mocrojeha HCTpakuBarma M HaydHe [ONpPHHOCE M3 o0nactu
Hymepuuke aHa/u3e U TeOpuje ampoKcuMaluje, nocebHo Teopuje OpTOroHaIHMX MOJMHOMA H
laycoBux kBagparypa, Komucuja cmarpa na je aokrtopcka auceprauuja Hepene Bacosuh,
OPHTMHAJIHO HAy4YHO JeNo 4Mja Tema Huje Ouila nmpeiMer AocajallibhX HMCTpaxkubama. To je



notBpheHo 00jaB/beHUM pafoBHMa y BpXyHckuM MehyHapoanum yaconucuma ca SCI sucre, Ha
OCHOBY pesynTata 10 Kojux je Hesena Bacosuh nowna y quceprauuju.

4. Ilpersen ocTBapeHHX pe3yarara Kanauaara y obdusactu Hymepuuke ananause u
TeopHje anpoKcHManuje, nocedbno reopuje OpToroHalHUX MOJHHOMA

Hesena Bacosuh 110 cana uma objassben jenan paja y yaconucy ca SCI nucte (kareropuje
M21) u jom jeman panm Koju je mpuxpahieH 3a mramny y daconucy ca SCI nmcte (Kateropuje
M23) u uma jeiHO caomiiTee Ha cKymy MeljyHapojHor 3Hauaja (M34), TO YKYMHO YMHM TPU
oubnuorpadcke jeaMHULE.

Hayunu panoBu o0jaBbeHn (Mim npuxsalenn 3a mrammy) y HayYHHM 4aconucHMa
melynapoanor snavaja (M20):

[1] A. S. Cvetkovié, G. V. Milovanovié, N. Vasovi¢: Recurrence relation and differential
equation for a class of orthogonal polynomials, Results Math.73 (2018), no. 1, 73:16.
https://doi.org/10.1007/s00025-018-0779-8 [ISSN 1422-6383, [F5Y(2017)=0.981, M21]

[2] G.V. Milovanovi¢, N. Vasovi¢: Orthogonal polynomials and generalized Gauss-Rys
quadrature formulae, Kuwait J. Sci. 49(1) (2022), 1-11 (npuxsaheH 3a WTaMIy-noTepaa o
npuxparamy paja) [ ISSN 2307-4108, IF5Y(2019)=0.826, M23]

Caonmrema Ha Meh)yHapoaHuMm ckynosuma (M34):

[1] A. S. Cvetkovi¢, G. V. Milovanovi¢, N. Vasovié, Differential Equation for a Class of
Orthogonal Polynomials, Second International Conference “Mathematics Days in Sofia”, July
10—14, Sofia, Bulgaria, 2017

5. Ouena o HCNYHEHOCTH 00MMA H KBAJMTETA Y 0HOCY HA NPHjaB/beHY TeMYy

[Inanupann o0MM HCTpaXKMBA4YKOr paja, UM/bEBH, METOIOJIOWKH TMPUCTYN Y
OCTBApHUBatby MCTPa)KWBama, KOjU Cy MPELM3HMpaHH Y OKBHMPY IMOCTYIKa Mpejuiaramba Teme
JOKTOPCKE AucepTaluje cy peaan3oBaHu.

6. Hayunu pe3yliTaTu J0OKTOpCKe AHcepTalHje

Hesena BacoBuh nma Ha OCHOBY pe3yiTaTta M3 JOKTOpcKe AdcepTauuje objaB/beHa HIM
npuxahena 3a wramny jaBa paga ca SCI nucre, kateropuje M21 u M23, jeano caonmreme ca
ckyna meh)yHapoaHor 3Havaja.

Hayunu panoBu o0jaB/benn (mam npuxsahenn 3a mwramMmy) y HayYHHM 4YaconmHcHMa
mehynapoanor 3nauaja (M20):

[1] A.S. Cvetkovi¢, G.V. Milovanovié, N. Vasovi¢: Recurrence relation and differential equation
for a class of orthogonal polynomials, Results Math.73 (2018), no. 1, 73:16.
https://doi.org/10.1007/s00025-018-0779-8 [ISSN 1422-6383, IF5Y(2017)=0.981, M21]




[2] G.V. Milovanovié¢, N. Vasovi¢: Orthogonal polynomials and generalized Gauss-Rys
quadrature formulae, Kuwait J. Sci. 49 (1) (2022), 1-11 (npuxpahen 3a IUTaMIy-noTBpAa o
npuxsatamwy paia) [ ISSN 2307-4108, IF5Y(2019)=0.826, M23]

Caonmrema na meljynapoanum ckynosuma (M34):

[1] A. S. Cvetkovi¢, G. V. Milovanovi¢, N. Vasovié, Differential Equation for a Class of
Orthogonal Polynomials, Second International Conference “Mathematics Days in Sofia”, July
10—14, Sofia, Bulgaria, 2017

7. lIpuMes-HBOCT H KOPHCHOCT Pe3YJITATA Y TEOPHjH H NPAKCH

KtacH4Hu OpTOTOHAIHY MOJMHOMH MMajy IIMPOKY NPUMEHY Y MHOIUM 00J1aCTUMa HayKe U
MHKerbepcTBa, [loMMHOMCKA anpoKcHMalMja jeJaH je O HajuOpUpOJHUJUX IpPUCTYNa
PEKOHCTPYKIMjU (YHKIIHje Ha OCHOBY KOHAYHOT CKymna uH(opmaluja. Joun HeKe TpaulHOHalIHe
061acTH MHTEH3MBHE TPUMEHE jeCy OPTOrOHAIHH Pa3Boju (reHepanuzoBanu @ypHjeoBU peloBH),
HyMEpHuKa MHTerpaluuja M paiduute rpaHe ¢usuke M Mexanuke. Hosuja, caBpemeHa
HCTpaXKHBamba U3 Teopuje BepoBaTHONE U CTOXACTHYKMX MpoLEca, TeOpHje rpadoea, KOAMparma,
WT/., Takohe ce ocnamajy Ha 3Haka U3 00J1aCTH OPTOrOHAIHUX MOJIMHOMA.

HacynpoT mwHMa MOJMHOMH OPTOrOHAIHM y OJHOCY Ha HECTaHIapJAHE TEXKHHE W Mepe
uMajy MHOro Mamy npumeheny npumeny. Pasnor oome cy 6pojue Teukohe Koje npare HUXOBO
reHepucare. Y Ioclie[le BpeMe ca pa3BojeM ClelWjaiu30BaHuX CO(TBEPCKUX MaKera y
cucTeMUMa Kao mto cy Matlab u Mathematica, Koju KOpUCTH HelaBHU NIPOrpec y CUMOOIHYKOM
u3pauyHaBalby W HYMEPMYKOM pauyHatby y apMTMETHLM IPOM3BOJLHE JYKHHE, MOCTHIHYT je
Hampeaak Kako y MeTojama Be3aHUM 3a M3pavyHaBatba HEK/IAaCHYHHMX OPTOrOHAJHUX MOJIHHOMA
Tako U y MoryhHocTMMa HOBMX npumeHa. ITonuHomcke Moaudukauuje YeOuineB/beBUX Mepa
npBe U Apyre Bpcre, Ka0 U UCTPaXKUBamE 0COOMHA ojroapajyhux HEKNaCH4YHMX OPTOrOHAIHMX
[MOJMHOMA T10 MPBH MYT Ce CHCTEMCKHU Pajfie y OBOj JUcCepTalUjH.

Ilupoka je manera oOjacTH, Kako y Hayluu, Tako U y APYTUM TrpaHama JbYACKOr
cTBapajaumiTBa, TA€ Ce KOPHCTE raycoBcke KpajparypHe ¢opmyne. Pasne moauduxauuje
[aycoBMX KBajpaTypa, Kako U came 'aycoBe kBajpaType 3a crielu(puyHe HeKIIaCUYHEe TEXUHCKE
dyHKUMje ce MHTE3UMBHO HCTpaxKyjy MOCIEdbHX TPHUAECeTaK rojuHa. ¥ pajaosuMa us o0iactu
KBaHTHE XeMHje TOKOM celaMIeceTHX TOjIMHA MPOLUIOr BeKa, 38 HYMEPUYKO H3pauyHaBame
JABOCTPYKHMX MHTErpajia Kojuma ce Onmucyje HHTepaKiija eleKTpOHa, HAKOH peJyKluje Ha jeHO-
JMMEH3HOHA/IHE MHTEerpaje npejajioxkeHe cy T3B. PucoBe kBajparypHe dopmyie, Koje cy Ouie
npeaMeT MCTpaKMBamba TOKOM HHM3a roauHa. Llub je uHTerpauuja napHux anrebapckux
MOJMHOMA €KCTPEMHO BHCOKOT CTEMeHa y OJHOCY Ha €KCIOHEHUMjalHy TEXUHCKY (QyHUKH)Y
¥’y untepsany [0,1], rae je x mo3uTuBaH napamerap.

V cBOM cKOpHjeM ucTpaxuBawy MunoBaHoBuh je 1ao edukacan HyMepHUKH ajaropuram
3a W3pavyHaBale MapaMeTapa OBHX KBajJparypa, WHTeprnpeTupajyhu MX Kao Ksajapartype
[aycoBor Thna. Y HcTpaXkuBamwy Koje je ofpaheHo y aucepTaluju NoO NpBU NYT Cy Npoy4aBame

e



T3B. reHepaaucaHe [ayc-PucoBe kBagparypHe (oOpMyJie Y OJHOCY Ha IPOM3BOJ IIOMEHYTE
ekcrioHeHUMjanHe GpyHkuuje u ynrpachepne ['erenbayepose TexuHcke GyHKUHM]E, ca NOceOHUM
OCBpPTOM Ha BaykHe YeOuILeBIbEBE CllydajeBe.

8. Haunn npe3eHToBama pe3y/jiTaTa Hay4HO] jaBHOCTH

Hayunu pesynrtatd [OOKTOPCKE AMCEpTalldje NPE3CHTOBaHM Cy [0 caja Ha jeJHOM
caomniuTemy Mel)yHapoaHOr 3Hauaja U MyOJMKOBAHM CYy Y jeJIHOM wacomucy W npuxsaheHn 3a
ny6/IMKOBame Y jOIU jeJIHOM YacOIUCy KOjH ¢y oJ MehyHapoaHor 3Hauaja.

3AK/bYYAK

[Toguern pykonuc jguceprauuje kaHaunata Heeewe Bacosmh noa nHaciosom ,Heke
MoaH(pHKALHje KJIACHYHUX Mepa, odrosapajyhn oproroHa/iHH NMOJHHOMH H KBaJapaType
I'aycoBor THma“, mpejcraB/ba OpUIMHANHHU paj K3 obnacty Hymepuuke aHamuse U Teopuje
anpoxkcumauuje ypahen noja MeHTopcTBoM akagemuka ap I'pagumupa Musosanosuha.

Ipukazanu pe3ynTaTd KOjU ce OJHOCE Ha HUCTpaXKuBamwa OCOOMHA HEKJIACHYHHX
OpTOrOHAJIHUX MOJMHOMA, Tj. oapeljuBamwe koeduuujeHata oarosapajyhe TpowiaHe peKypeHTHE
pelauuje, Kao 1 BuLIe AddepeHIHo-udepeHIHjanHuX oco0lMHa OBUX MOJHHOMA TPETUPAHHU CY Y
CUMOOTMUKOM O0JHKY.

3a npoy4aBane reHepanucade ["ayc-Pucose kBaapatypHe dopmyne oapehen je edukacan
HYMEPHYKH alrOpHTaM 3a M3pauyHaBame OoAropapajyhinx kiaca opToroHanHux noaiHoma. Ceu
pesynraty cy BepuukoBanu y codpreepy Mathematica. JloOujeHu pe3yntaTu cy 01 BelMKe
KOPUCTH y MHOTMM IpaHama MaTreMaTHKe M TeXHMKe, IJie ce KOPHUCTH TeOpHja OPTOrOHAIHOCTH,
Kao ["aycoBe U kUMa cpoHe KBaapaType.

KBanuTeT Hay4HHUX pe3yiTaTta JIOKTOPCKE JucepTaluje Bepu(HuKoBaH je myOJuKoBameM y
BU/IY [Ba HAY4YHa pajia M jeJHUM caollllTemheM Ha Mel)yHapoiHOj KoH(epeHIHjH.

CXOHO HAaBENEHOM, MMILbEHhAa CMO Ja CY HCIYHEHM CBM Hay4HH, CTPYYHH H
aIMUHHCTPATHBHH YCJIOBH 3a IMpUXBaTare HaBeJeHe JOKTOpPCKe JAucepTaluje, Ka0 OpHTHHAIHOT
Hay4yHOT pajga. ¥ ToM cMuciy npeaisaxkemo HacraBHo-HayuHoMm Behy [Ipupoano-maTemaTuykor
¢pakynreta u Behy 3a npupoaHo-matemaTtuyke Hayke YHuBep3ureta y Kparyjeruy na Hepenu
BacoBuh 0100pu jaBHY o0paHy JOKTOPCKE AUCEpTaLUje 110/l HaBeJAeHUM HaClIOBOM.



Y Kparyjesiy 1 Humy.

Komucnja:

Al ccavi?

ap Mapuja Cranuh, penosau nmpodecop, mpeaceanuk Komucuje
[Tpuponno-mMaTemaruuku daxynrer, YHuBep3uter y Kparyjesmy
Vixa Hayuna obnmacT: MaTtemaTiyka aHanu3a ca mpuMcHaMa

ap Tarjana Tomosuh, gouent, wian Komucuje
[TpupomHo-MaTeMaTnuku dakynrter, YHuBep3uteT y Kparyjesmy
Voka Hayqna obmact: MaremaTHyka aHanu3a ca nmpuMeHama

/Uab-l b Uqﬁ

ap Mapj - aTejuli, TOUEHT, Komucuje
Enexrponcku dakynrer, YHuBepauter y Humry
VYika HaydHa obnacT: MareMaTHka
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YHUBEP3UTFT v vmemyiegyy
TET

YHHUBEP3HUTET YV KPAT'VIEBIY
[MPUPOTHO-MATEMATHUYKU ®AKYJITET

IMomroBanu [ekane,

Monum fa ce MponMcaHH MOCTYNAK MpUMpeMe 3a onbpany AokTopcke mucepranuje “Heke
MonuduKaumje KIacHYHHX Mepa, OArosapajyhs OpTOrOHAIHM MOMHHOMH W KBajpatype
I"aycosor Tuna”, kaununara Heeene Bacosuh nape nactapu. V NIPUJIOTY JOMHUCA HOCTAaBbaM
Hi3Belnraj 0 mo3suTHBHOj OLieHH MeHTOpa Ha W3BeluTaj 0 IPOBEPH Ha OPHIHHAIHOCT JOKTOpPCKE
JcepTalyje.

V Beorpany, 02.07.2021.

*{2\’2‘:,) I -

Axanemuk 1p I'pagumup B. Munosarosuh
Penosau npodecop y nensuju
Marematuaku unctutyt CAHY, Beorpan



‘.fHMBEPS
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YHUBEP3UTET Y KPAT'YJEBIIY
IIPUPOJHO-MATEMATHUYKHU ®AKYJITET

OLIEHA MEHTOPA O U3BELITAJY O IIPOBEPHA OPUTHHAJIHOCTH
AOKTOPCKE JUCEPTAIIMJE OJHOCHO JOKTOPCKOI' YMETHHYKOTI
ITPOJEKTA

HA3MB IUCEPTAIIHUIE Heke Monmdukauuje KnacHYHHX — Mepa,
oarosapajyh¥ OpTOTOHAJHM TMONHHOMH W
KkBajpatype ["aycoBor Tuna

Kaununar Hesena M. Bacosuh

MenTop Axanemux npp [pagumup B. Munosanopuh,
penoBHH Tipodecop y neHsuju, MaremaTHyku
unctutyT CAHY, Beorpan

Hatym mpujema motnyHor usBeintaja o | 02.07.2021.
NPOBEPH  OPUTMHATHOCTH  JIOKTOPCKE
AUCepTalnje, OJHOCHO  JOKTOPCKOL
YMETHHYKOT MpojeKTa

e Kao MeHTOp NpejsioKeHe JOKTOPCKe AMCepTallije H3jaB/byjeM Ja je rope HaBeleHa
OWCEpTallMja pesyNTaT OPUIHHATHOT HAay4YHO-MCTPKMBA4YKOr paja, Tj. JAa
NIpeNCTaB/ba pe3yNTaT paja kanauaara Heeene M. Bacosuh.

e Kao MeHTOp mpeanoxeHe NOKTOPCKEe AWCEPTalldje H3jaB/byjeM Ja Cy y rope
HaBEJIEHO] AMCEpTAlMjyu MOLITOBAHA aKafeMCKa MpaBiia LUTHPama M HaBohema
u3Bopa, wro mnotBphyje W monuc OGubnuorpaduje, Koja campku yKynHo 73
pedepeHLe, ypeiHO UMTHPAHUX Y TEKCTY AUCEpTALHje.

e Co¢TBepoM 3a NpoBepy OPUIHHAIHOCTH YTBPHEHO je Ja y AMcepTauuju YKyMHO
nonyznapame u3Hocu 6%. OBaj creneH mogynapHoOCTH je BehuM menoM mocrneauna
uurara oubmuorpadekux nojaraka o kopumhenoj sureparypu. IlomyaapHocT koja
je npucyTHa y nenoBuMa: OpmozoHantu noIuHoM Ha peannoj npagoj, Keadpamypue
hopmyne  u Enexmpocmamuuxa unmepnpemayuja uyia. Mathematica naxem
aRunTestES, ce onHocH Ha AeUHHULI]E H OIILTE IO3HATY TEOPH]y U3 OBHX 06IACTH.
Ceu HaBogu cy ypeano uutupanu. Iloxynapaoct (ox 2%) y neny IHonurnomcke
Mmoouurayuje Yebuwevesux mepa npee u Opyee pcme, ce OTHOCH Ha Iy 6IMKOBaHE
pesyirare [OKTOPaHIOBHX MCTPaXKHUBaka, KOJU CY TPOHCTEKIM M3 HErose
aucepratuje. C 063upom na HajBehu 1e10BM AMCEpTalije HEMajy MOAYAapara ca
TeKCTOBMMa M3 IPYrWX W3BOpPa M INpPEeJCTaB/bajy Pe3yJNTaT OPUIHHANHOr paja




JOKTOpaH/a, H3jaB/bYjeM Ja Ce MOXe KOHCTaTOBaTH 13 ayToMaTH30BaHOM
TIPETParoM Huje yTBPHEeHO OCTOjama IIarujapusma.

® Ha ocHoBy cBera usmeror, a y ckiaay ca 4wiaHom 7, IIpaBuiHEKa 0 MOCTymKy
NpoBEpe Ha Miarnjapusam, Yuusepsuteray Kparyjeiy, usjasbyjem aa usBemraj
yKasyje Ha OPHTHHAJIHOCT JOKTOPCKE AHCEPTANHje, Te Ce MPONHCAHH MOCTYNAK
3a ieHy oa0pany moxe HacrapuTH (IO3UTUBHA OIIEHA).

Jatym 02.07.2021.r.
[TOTIIMC MEHTOPA
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