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Pezume

Y 0BOj amcepranuju pa3MarTpaHO je yHalpehuBambe ONTUMHU3AITMOHUX
nepdopmancu (HeycMepeHnx) rpadOBCKUX MO Ydja je TPEIUKTUBHA
dbyHKIuja KBagapaTHa (GopMma odesexkja, yBOhemheM WHOBATUBHUX HATHHA
JIEKOMIIOHOBaHa MaTPHUIIA TIPUIPYKEHNX rpadoBUMa. YOUEHO je j1a ce CJIO-
JKEHOCT M3BPINIaBabha MOJIeJIa CMambyje HajJaKemeM e(PUKACHUX MeTO/Ia 32
CIleKTpaJiHy Jekomiio3uiujy Jlarmracose marpuiie rpada mojenra. Kako ce
CBaKa peajiHa MpexKa MoxKe Ha edeKTaH HadnH Mojeauparu Kponekep-
CKHUM TIpou3BojioM ojapehenor Opoja rpadoBa, y IPBOM eIy JUCEepPTaIln]je
ce aHAJIM3UPA]y AllPOKCUMaTUBHE METOJIe CIeKTpaJsiHe jgekomosuiije Kpo-
HEKEPCKOr mpou3Boja jBa rpada. Od3upom Ha TO J1a ce CIeKTpaJHa Jie-
komrio3unja JlammacoBe marpurie KpoHnekepckor npousBoja JiBa rpada
He MOxke u3Bectu ynorpedom Jlammacopux marpuna dhakrop-rpadosa (0BO
ce y JIUTepaTypu CMaTpa OTBOPEHHUM IIPOOJIEMOM), M3BeJleHe cy (hbopMyJie
y 3aTBOPEHO] (hOpMU 3a AITPOKCUMUPAIHE CIIEKTPA U COICTBEHUX BEKTOPA
HOMEHyTe MaTpuile KopuihemeM clieKTapa 1 COICTBEHUX BEKTOpa (HOpMa-
nu3oBannx) JlamracoBux marpuna merosux daxrop-rpadosa. Y ciydajy
rpada koju Huje Kponekepcku, MaTpuIia CyceJcTBa MOJIesIa je allPOKCUMHU-
pana Kponekepckum mpom3BOIOM JBe I'PapOBCKE MATPHUIE MAKCAMAJTHOT
panra, KopuiihemeM CHHTYJIapHE JIEKOMIIO3UINje IePMyTAIMOHE MaTPHUIE
Jo0ujeHe 3 MaTpuile cyceacrsa. Takobhe cy mpejscraB/beHa TEOPUjCKa 00-
jarmema 0 CTAOMTHOCTH AITPOKCUMAIINja aHAJIM3UPAheM MeTpHuKe Koedu-
IjeHaTa KopeJalije 3a alpOKCUMHUPAHE COICTBEHE BEKTOPE U METPUKE
peJIATUBHUX TI'pellaKka 3a allPOKCUMUpaHe colicTBeHe Bpeanoctu. Ha Kpa-
jy je AucKyTOBaHO KAaKO CBaKa OJI TOpe HABEJEHUX AITPOKCUMAIIAja yTHIe
Ha epUKACHOCT MOeja Y CMHUCJIY TAYHOCTH OIEHE MapaMerapa, CPeibe-
KBa/IpaTHE TPENIKe MoJiesia M Op3WHe KOHBEPTeHIMje MeToIe, y3nMajyhm y
003up rpadoBe MoJiesia JTIOOMjeHe CUMYJIATOPOM PEAJTHUX MPEXKA.

Y apyrom Jesty aucepTalidje KopuiiiheHe cy ujeje JTUPEKTHE JIEKOMIIO-
sunuje JlammacoBe Mmarpure rpada Mojeaa MUPKYIAPHOM JIeKOMITO3UIIH-
joM y 1usby mOOOJbINaa eduKacHocTu Mojesna. Jlame cy okapakTepucanu
rpacdoBu ca ojpeheHnM CIEeKTPaJHUM CBOjCTBUMA Y KJIACH ITUPKYJIAHTHIX
rpadoBa Jia ou JionpuHem epUKacHOj MUPKYIAPHO] JTEKOMIIO3UIIAjU rpada
Mozie1a. Y CIIydajy jeHOYIaHe JEeKOMIIO3UIlje KOpUIIheHe Cy IUKJIMIHE
MaTpHUIle Ha KOjUMa Ce CIIEKTPaJIHa JIEKOMIIO3UIja e(pUKACHO H3BPIIABA,
Kao IITO Cy MATPHUIE CYCeJICTBa rpadoBa MaJOr AWjaMeTpa: YHUTAPHUX
KejmjeBux rpadosa, Kponekepckn mpomsBo/i NUPKYJIAHTHUX T'padoBa,
rpadoBu ca MajauM OpojeM comlcTBeHuX BpegHocTu, uti. [loBehamem ju-
jaMeTpa, nmoBehaBa ce M TaYHOCT eCTHMAIlMje IMapaMeTapa Mojesa, J0K ce
Op3uHa KOHBEPTeHIje MeTO/Ia 10 MPABUIYy CMaibyje. 3aTO CYy OKapaKTepH-



CaHU CBU IMUPKYJIATHU rpacdOBH ca MAKCUMAJHUM JIjaAMETPOM JATOI peja,
Kao u rpadOoBU KOjHU MOCETYjy MUHUMAJIHY HajMarby COICTBEHY BPEIHOCT U
MHUHUMAJIHU CIIEKTPAJIHU [IOKPUBAY Y KJIACH IUPKYJIAHTHUX rpadoBa J1aTor
pena (MaJn CHEKTpaJiHA TOKPUBad 110 MPaBUIy UMILIAIUpa Behu auja-
merap). VzBenene cy ompehene aHam3e acCHMOTOTCKE CJIOKEHOCTH, Kao 1
HyMepHYKa H3padyHaBama KOjIMa je IMOKa3aHO Ja yIoTpeda TOPEHUX Teo-
PUjCKUX pe3yJTaTa Jaje JI00pe pe3yJiTare IO MUTaky TAYHOCTH MOJAEa y
cilydajy Kajia je MaTpuia cyceicrBa rpada ksasu-nepuogndna (Teruio-
Ba, OJiok-Termiosa, Uy, ).

Kipyune peun

I'pacdoBcku momenn, Jlamacosa marpuiia Kponekepckor mpous3Boia, CekK-
TpaJIHa JIEKOMITO3UI]ja, MUPKYJIapHa JTeKOMIIO3UINja, CUHTYIapHA JIEKOM-
MMO3UIHja, IMUPKYJIaHTHA rpadOoBU, jaKO peryiapHu rpadoBU, MUHUMAJIHA
HajMarba COICTBEHA BPEIHOCT, MUHUHMAJHU CHEKTPAJIHU ITOKPUBAY, JIHja-
MeTap



Abstract

This thesis considers advancing optimization performances of the (undirec-
ted) graphical models whose predictive function is quadratic form of features
by introducing innovative approaches to decomposition of the matrices associ-
ated to graphs. It has been noticed that the model complexity decreases when
efficient methods of spectral decomposition of Laplacian matrix of a graph
are being used. Considering that every real world network can be modeled as
a Kronecker product of arbitrary number of graphs, first part of the thesis
analyses approximate methods of spectral decomposition of Kronecker pro-
duct of two graphs. Considering that the spectral decomposition of Laplacian
matrix of Kronecker product of two graphs cannot be deduced using Laplacian
matrices of factor-graphs (this is considered an open problem in the literature),
closed form formulas for approximating spectre and eigenvectors of above-
mentioned matrix by using the spectrum and the (normalised) eigenvectors of
Laplacian matrices of its factor-graphs are provided in the chapter. In the case
of a graph other than Kronecker, adjacency matrices are approximated by the
Kronecker product of two maximum-ranking graph matrices, using singular
decomposition of the permutation matrix derived from the adjacency matrix.
Moreover, theoretical explanations of stability by analyzing the metric of the
correlation coefficient for approximated eigenvectors and metrics of relative
errors for approximation of their eigenvalues have also been presented. Finally,
we discuss how any of the above mentioned approximations influences the
model efficiency in terms of the accuracy of the parameter estimation, mean
square error of the model and speed of convergence, on real world simulated
graphs.

Second part of the thesis utilizes the idea of direct decomposition of
Laplacian matrix of a graph by using circular decomposition, aiming to
improve efficiency of the model. We provide a characterization of graphs with
specific spectral properties in class of circular graphs that help efficient circular
decomposition of a model graph. In the case of one-member decomposition,
circular matrices that run spectral decomposition efficiently (such as adjacency
matrices of the graphs with small diameter: unitary Cayley graphs, Kronecker
products of circular graphs, graphs with small number of eigenvalues etc.) have
been used. By increasing the diameter, accuracy of the parameter estimation
of the model increases, whilst the speed of convergence decreases. Thus, the
characterization of all circulant graphs with maximal diameter of a given
order has been provided, as well as the graphs that contain the minimal least
eigenvalue and minimal spread in the class of circulant graphs of a given order.
We perform analysis of the asymptotic complexity, and additionally provide
numerical computation that show that the usage of the above mentioned



theoretical results gives good results in term of model accuracy in the cases
of quasi-periodic matrices (such as Toeplitz and block-Toeplitz matrices etc.).

Key words

Graphical models, Laplacian matrix of Kronecker graph product, spec-
tral decomposition, circulant decomposition, singular value decomposition,
circulant graphs, strongly regular graphs, minimal least eigenvalue, minimal
spread, diameter



IIpearosop

On pana Leonharda Eulera o cemam Kenurcbeprkux mocrosa (1736),
KOjU CJIOBH 3a IIPBU IIUCAHU PaJl y 00JIaCTH TeopHje rpadoBa, Teopuja rpa-
doBa je mHanmuia QyHIaAMeHTaJIHEe NMPUMEHE U OJUIDaJIa 3HAYAJHY YJIOTY Yy
pa3Bojy Jpyrux Hayka. Eulerova dgopmysa je nmasia BeIUKU 3HAYAj y Ha-
cTajamy OmInTe u ajiredapcke romosoruje. ¥ 19. Beky, 110k je Listing yBoano
tonosiorujy, Cayley je ormoueo mpoydaBame cradaja, BOheH pe3ysiTaruMa
JIOOMjeHUM IOCMaTpameM OJipeheHnX AaHAJUTHIKUX (DOPMH HACTAJIUX U3
nudepennujasnor padayna. Cayley je moBe3ao cBoje pe3y/rare O CTadIIMA
ca TaJAIIBIM pPe3yJITaTuMa U3 00JIaCTH XeMUjCKe KoMmro3suipje. Texuuke y
odJractuMma rpadoBa U TOIOJIOTHje, yIoTpedsbeHe cy Takohe y pajy dbusu-
qapa Gustava Kirchhoffa u3 1845, y xome je ycnocrasuo ayBene Kupkoxose
3aKOHE Yy CTPYjHUM KOJMMa u3Mely HAllOHa U jauuHe CTPY]e.

Teopuja rpadoBa u JaHac UMa CBe 3HAYAJHU]Y HPUMEHY Y JPYTIHM Ha-
YIHUM O0OJIACTHMAa W TEXHOJIOTuju. ['0TOBO J1a HEMa HaydHOT I10J/ba Y KOjeM
HUje 3aCTyIbeHa, Te NeMo HaBecTH caMo Heke: dnoxemuja (T€HOMM), eJIeK-
TPOHMKa (KOMYHUKAIMOHE MpexKe M Teopuja KoJ0Ba), nHdopMaTuka (aJi-
TOPUTMU U T€OpHja U3padyHaBama), padyHapcKe HayKe (CTATUCTHYKE Da3e
rmoJaTaka, KOMILIEKCHE MperKe, KBAHTHO PadyHapPCTBO, MYJITHIIPOIECOPCKH
CHCTEMH ), BEIITavYKa WHTEJIUTEHIH]a (MCTPAKUBAIE [I0JaTaKa, KOMILjyTep-
CKU B/, TIPETIO3HABAE MMATEPHA ), KOMOMHATOPHA ONTHUMU3AIMja (€KCIaH-
Jlepn), orepanuoHa UCTpaXKnuBama (Tianupame), uti. [lomernmo nprvene
TeXHUKa TeopHje TpadoBa y JIOKa3WBarmy (YHIAMEHTAJHUX U jOII YBEK
aKTYEeJHUX pe3yJiTaTa y JPYTUM 0OJIACTUMAa TeopHjcKe MaremMaruke. Jloka-
3yjyhu ersmcrenmujy ynapubama y oapeheHnM DeCKOHATHUM OUIIAPTUTHUM
rpadosuma Miklos Laczkovich je mao mosuruBaH 0aroBOp Ha YyBEHO IIH-
tame Alfreda Tarskog (mocrasieno 1925) o moryhoj KBajgparypu Kpyra.
SannM/buBO je omenyTn u ja je Thomas KoHCTpyncao HEM3MepJ/bUB IMOJI-
CKyIl cKyIa peasnux opojeBa R y Jleberosom cmucity, camo Kopuiihemem
KOMOMHATOPHUX TEXHUKA Ha OurapruTHuM rpadosuma. [Tomenunmo u To 1a
je Babai mokazao Nielson-Schreierovu Teopemy o moarpymnama CaI000THUAX
rpymna, Kao u Jpyre pe3dyarare u3 Te odjactu, Kopumhemem Cayleyevih
rpadoBa 1 IEeroBe jeMe 0 KOHTPAKIUju. ¥ JUTepaTypu ce Moxke Hahu jorr
MHOT'O TIpUMepa IPUMEHa y JIDYTUM MarTeMaTudkuM odsactuma [17, 50].

Beoma cy 3nauajue npuMeHne Teopuje rpadoBa y HOBHjUM HCTPaKHBa-
IbUMa U3 00JIACTU KOMIIjyTepcKe omoxemuje. Kopumihemem anropurma 3a
HaJlaXKehe MUHUMAJIHOT TTOKPUBava CKyIa YBOPOBa BPIIH Ce eJIMMUHAI]a
HEKUX CEKBEHIN Koje J10BoJie /10 KoHdmkTa, npu myrarnuju JHK. Uctu an-



ropuTaM je KopucTtuia rpyna uadopmarudapa npeasohena Ericom Filiolom
3a CHMYJIAIM]Y [PEHOINeha BUpyca (WOrms) Ha BeJMKUM KOMILjyTePCKUM
MpexkaMa. Takobhe cy Jn3ajHIpaI ONTUMAJIHY CTPATETHjy 32 3alITUTY Mpe-
2Ka O] BUPyCa y peajlHOM BpeMeHy. 3aHUMJbUBO je uctahu mga mpexka GSM
MoOmJIHE TejieboHrje PaJu Ha CAMO YeTUPHU Pa3janydnTe (hPEeKBEHIIHje, MITO
je TUpeKTHa MOCJeIua dyBeHe Teopeme O derupu Ooje (dopmysucao je
Francis Guthrie 1852). /Tobpo cy mosHaTe IpuMeHe ajJropuraMa 3a 00jere
rpaHa y npobjeMuMa IUIaHUpamba (pPacrope]] YacoBa) u Kopuinheme Xa-
MUJITOHOBUX KOHTYPA y MIAXOBCKUM ITPOOJIEMUMA.

Jlanac je mpumena teopuje rpadoBa HajBU/bUBHUja U HAjAKTYEJHUjA Y
KOHTEKCTY OIMCHBaiba MHOI'UX WHTEPAKIHja y HPUPOIA U JPYIITBY, Kao
Ha [IPUMEDP, IPOTENH-TIPOTENH NHTEPAKIIUje V IMPOTEMHCKUM MpPeKaMa, Be3e
u3Mmely nmkcesa canke, Bese n3Mel)y KOPUCHUKA JAPYIITBEHE MPEXKe, MHTED-
akmuje n3mely KyOMTOBa TOKOM €BOJIYIIMja KBAHTHUX CHCTEM HUT/., 1A Ce
OHe MOTy MPHUPOJHO MOjieMpaTu BejukuM rpadosuma [56, 66, 3, 10, 16]. V
rpadOBCKOj perpe3eHTaIlnju TPodJeMa BeoMa je BaXKHO YHAIIPeJ CTeYeHO
3HaE O 00jeKTHMa KOjU Cce CTaBjbajy y rpad (uBopoBu rpada) u TUIIOBU-
Ma ojnHoca Mely muma (Tumosu rpana rpada). Ha mpumep, Bese usmely
nokyMenata (aBopoBu rpada) Mory ce KBaHTH(MDHUKOBATH Ha OCHOBY CJIU-
YHOCTHU IHbUXOBOT CaJIpP2Kaja, oJHOCH n3Mely mapoBa Hay4IHUX PaJIOBa MOTY
ce TPEJICTABATH Y TEPMUHUMA Opoja pedepeHiiy Koje uX MUTUPAjy, OTHOCH
MeDhy 3/IpaBCTBEHMM yCTaHOBaMa Ce MOTY 3aCHUBATH HA CJIUIHOCTU HUXO-
Be crerujanmsaryje [58, 67, 55]. Mebhyrum, momrro ckopo cBu rpadosu y
CTBAPHOM CBETY €BOJIyHPAajy TOKOM BpPEMeHa, OUJIO J0/IaBAIeM WU YKJIa-
IbabeM YBOPOBA UJIN I'paHa, I0jaBUIa ce TOTpeda IMPETUKIIIje OBAKBUX ITPO-
1eca y rpady, rje mpuMeHa caMoO TPaJIUINOHATHUX ITPEJIUKTUBHUX METOIA
(MyJITHBapUjaHTHA JIMHEAPHA PErpecuja WM HEYPOHCKA MperXKa) He 00e3-
oebyje Bucoky TauHoCT mpeaukiyje. T paJuioHaIHu TPEIUKTUBHA METO-
JIU Cy WITaK HEOIIXOJIHM 3a M3/Bajarbe mHpopMalija Koje HeJI0CTajy, UJIeH-
TUMUKAIN]Y JAXKHAX UHTEPAKIIAja, IPOIEHY MeXaHu3aMa pa3Boja MpexKe,
npeaBuhame HOBUX I'PaHa W aTPUOyTa YBOPOBA, UTJ., aJd HE U JIOBOJHHU.
Baro ce npudersio yBohemwy T3B. rpadoBCKUX (CTPYKTYPHUX) MPEIUKTHUB-
HUX MOJIeJa, JTU3ajHuPAHUX JIa MHKOPIIOPUPA]jy KopeJiarujy u3dmMely mziaza
TPAIUIMOHATHOT (HECTPYKTYPHOT) IIPEIUKTOPa, KAKO O ce mocruriia seha
TAYHOCT perpecuje.

DopmMaJTHO, IO/, TPEUKTUBHUM MOJIEJIOM Ce TOApa3yMeBa BPEMEHCKHN
3aBUCAH IIPOIEC KOJUM ce TpaHC(HOPMHUIIE 3HAKE O Y30PKY HOIIyJIaIlije Ha
TeJTy Tmomysanujy (Mau momysamnujy Koja je y HeKOj BPCTH Be3e ca JIATOM),
Iperu3Huje PeUeHo, To je PyHKITHja KOjOM ce aJIeKBATHO aIPOKCUMUPA CKYII
rmojiaTaka y oJHocy Ha ojpehenn marematndku KpurepujyMm. Koncrpykimja
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MoOJeJ1a (ﬂeTepMHHI/ICTH“IKH, HEeJEeTEPMUHCTUYIKHM, CTaTUCTUYIKH, CTOXaCTU-
YKM) BUCOKE TAYHOCTHU HPEUKIje Yy OJHOCY Ha 3aJaTHU PODJIeM, 3aBUCU
0J1 IOMeHa, IIpodJIeMa, CBOjcTaBa (PYHKIINje KOJOM ¢e BPIIU ITPEINKITN]a, aJIi
u BpcTe Kopesanuje m3Mely He3aBucHUX (yIa3HUX) MPOMEH/bUBUX MOJIEA
U 3aBUCHUX (M3JIa3HUX) IPOMEH/BUBUX Mojesa. Kaa nsiasse mpoMeH/brBe
HICY He3aBHUCHE WJIM HEMajy UCTY PACIIOENy, & TO ce JiellaBa y CJIydajeBu-
Ma KaJla TOJAI MMajy HEeKYy BPCTY CEKBEHIIHjaJHe, BPEMEHCKE, IIPOCTOP-
He WX BPEMEHCKO-IIPOCTOPHE KOopeJsalifje, Tajga ce Mopa npuodehn HeKom
MIOTOJIHUjeM HAaYUHy MOJeuparma KopeJaluje udMehy u3ja3sHux MTpPOMEH-
JbUBUX y CTPYKTYUPAHOM CKYITy IOJlaTaka. ¥y JIUCEPTAIHjU ce Pa3MaTpajy
TUIIOBH MOJIEJIa Y KOjUMa, Ce€ TOJAI MOTY OPTaHM30BATU TAKO Ja TOCTO-
j7 pejanmjcka 3aBUCHOCT Meh)y M3JIa3HIM MPOMEH/bUBAMa, OJTHOCHO M3JIa3W
[PEJICTaB/bajy YBOPOBE HEKOT (TeKMHCKOT) rpada.

Teopuja mpeIUMKTUBHUX MOJe/Ia 3aCHOBAHUX Ha T'PaOBCKUM Be3aMa
u3mel)y umssaza (npeaukTuBHU TPadOBCKH MOJEIH) HOCHEIHUX Hap Je-
IeHnja OesieyK WHTEH3WBAH Pa3B0Oj, TOTOBO y CBAaKO] HAYYHOj OOJIACTH Yy
KOjO] je HaIljIa NMPUMEHy U CIEKTpaJiHa Teopuja rpadoBa, ajd U y MHO-
UM IPAKTUIHUM IIPOOJIEMUMA U3 00JIACTH Kao IITO Cy OMOMH(MOPMATHUKA,
KOMIIjyTepCcKa BU3Wja, TeOpHja COIMjaJTHUX MpeXKa, Teopuja OJIyInBaba
y PealTHOM BPeMEHOM, TproBame Ha Oep3u, MHTerparyja mojaTaka, MeTe-
oposoruja, utia. neja o ysohemwy rpadosckux mogena (Random Fields)
ce TPBU YT jaB/ba y HPOCTOPHUM AyTOPETPECUBHUM MOJEIUMa y YUjOj
jé KOHCTPYKIUjU y3eTa y 003Up IMPOCTOPHA Kopesaruja u3dMmehy rmogaraka
mozena |2, 65|. Kacuuje je y Bapujanrama ['aycoBux mporeca mpuMermbeHa
ujieja 0 YKJ/bYy9IUBaIby Yy MOJIEJN JBa THUIla WHMOPMAaIlFja: 3aBUCHOCT U3Mehy
YJIa3HUX TPOMEHJbUBUX U KOpeJanuja n3Mel)y nsziasnux npoMersbuBux [18].
Mebhy rpadoBckuM MojieIMMa HAJIONYJIAPHUAJU TUII MOJIE/IA je HEyCMepeH!
rpadoscku Mozen [46] (y smreparypu ce kopuctu jorn tepmuH Conditio-
nal Random Fields). Heycmepernn rpadoBcku Moziesn ¢y mpBOOUTHO Owin
JIN3ajHUPAHN 33 KJIaCU(PUKAIN]Y CEKBEHIMjaJHUX I10JaTaKa, & 3aTHUM Cy
HaIIJTM TPUMEHY Y MHOTHM O00JIACTHMa Kao IITO Cy KOMIIjyTepCcKa BU3Mja U
Suonndopmaruka [45, 49]. OBu Moje/ U IPeJICTaBIbAjy aJTePHATUBY JINHE-
apuuM JuHamMuakuM cucremuMa (KanmvanoBum duirepumMa) Koju yKibyayjy
IIPETIIOCTAaBKY O HE3ABUCHOCTU M3JIA3HUX IIPOMEH/HbUBUX, 3a PA3JIUKY O] JIH-
HeapHUX JuHAMIIKUX cucreMa. Oyuknuja rpadoBckux Moena (byHKIHja
obejiexkja yJaa3HUX MoJaTaKa) je y MOMEHYTOj JUTepaTypu JUHeapHa, 0K
je y JmcepTanyju aHaJu3upaHa KBaJpaTHa (DyHKIT)a.

I'ytaBHM HemocTaTak JI0 cajia MpOyYaBaHUX MOJIEsIa je IIITO OHHM He Toce-
JIyjy 3a/10BoJbaBajyhy CKaJIaDMIHOCT ca MopacToM Opoja 4BOpoBa y rpady
(IpeIMKTUBHU MOJIeJIM Y KOHKPETHUM HpHMeHaMma Tpeda Jla MPOIecupajy
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BEJINKY KOJIMYHMHY mojiaTaka). Mycrpanuje paju, Bpeme U3BpIemha Mo/Ie-
Jla MOXKe OUTU IPOOJIEMATUIHO YKOJUKO je pend rpada 10 000, gak mako
je HmBO rpancke rycrune rpada mamu ox 50%, JOK je Bpeme U3BpIIeHha
Mozesia y 50 BpeMeHCKHX jeauHwuIia, 3a pemak rpad pema 100 000, oko
2 mecera. Pa3zjior HecKaJIlaOMIHOCTU MOJIesIa JIEXKU Y YUF-EHUIIN J1a OIITH-
MU3AIMOHU METOJI MOJIejIa TOKOM CBOT' MTEPATUBHOT M3BPIIaBarha KOPUCTH
padyHCKH HeedUKacHe olepalyje HaJl MaTpHUIlaMa MIPUJIPYKEHUM rpady
Mogesia. CpehoMm, Bestuku rpadoBu ce 4ecTo MOry (haKTOPHCATH Ha Marbe
neJinHe, Ha npuMep, Morude, 3ajemnuie wiu ciaojese [52, 38, 31]. YV Tom
cJiydajy, Kopuctehu cBOjCTBA OBHX MAalbUX CTPYKTYPa, MOXKEMO OJPEIUTH
CBOjCTBa BEJIMKUX rpadoBa JI00MjeHnX KOopHIhemeM ojipeheHux oreparim-
ja w3 Mamux. 300r TOra Cy y CKOPAIIHEM IIEPUOLY TpadOBCKE OIMEpAaIl-
je modese Ja ce KOpucTe y Teopuju rpadoBCKHX Mojesa Kao dhopMasiaH
Ha4YUH 3alnca ojpeheHnx THUIIOBa BUIIECJOJHUX I'PpadOBCKUX TOIOJIOTHja
[31, 70, 42]. 'padoBcko-MaTpudHe oneparnuje Cy IpOHAILIE 3HAYAJHY ITPU-
MeHY Yy WHTEPKOHEKIIMjCKUM MpezKaMa, MACOBHUM MapaJieTHUM padyHap-
CKUM apxXuTeKTypama u judy3HuM memama [32].

Konkperno, y Teopuju HeycMepeHnX rpadOBCKAX MOJEa Ca KBaJIpaT-
HOM (DYHKITIjOM 00eJIexKja, ujieja KOjoM OU ce IMPEBA3UIINA0 ITPOOJIEM BEJIUKE
CJIO’KEHOCTH M3padyHaBama MoJlesa IpeJiokeHa je y pauy [35], rae ce 3a
rpad momesna kKopuctmia Kponekepcka (TeH3opcka) crpykrypa. Morua-
uja 3a Kopwuihieme 0BOr rpadOBCKOr POU3BOJIa MPOU3uIasn u3 paja [47],
rJe ce Iokasyje Jia ce peajiHa TrpadoBcKa Mperxka MoOxke eDeKTHO Moje-
qupatn Kponekepckum rpadoBuma. ¥ HaBeJIeHOM pajy, JaT je HIpuMep
edukacuor mojesmmpama VHTepaer rpada ca HEKOJIUKO CTOTUHA MUJIMOHA
xocTOBa, momMohy mojrpadoBa Koju Cy CTEeHH MaJnX IpadoBa y OITHOCY
Ha Kponekepckn npoussoma. Mehyrum, oBa uieja u3 paga [35] Huje crpo-
BeJieHa, jep rpadoBcke hakTop-MaTpuie He Hacjieh)yjy yBeK cIieKTpaJsiHe
0COOMHE MAaTpPHUIla U3 KOJUX Cy HacTaJje y OJHOCY Ha THUIIOBE KOMITO3UIIH]a
u akropuszaiuja, aju U OOPHYTO, PA3JUIUTUA TUIIOBU OIEpAIUja IIPUMe-
IbeHN Ha (haKTOpP-MATpHUIE HE MPEHOCE HYXKHO CBOjCTBA (DaKTOP-MATPHUIIA
Ha MaTPUILy pe3y/ITara, Ia Cy MOCJIeTUIHO TPEINKTUBHU PE3YJITATH TAKBOT
MoJIesia OMJIN He3a/I0BO/baBajynu.

[nmaBHu 3ajaTak JIOKTOpPCKE Jucepraluje Ipe/cTaB/ba yHarpehubame
onTuMu3aIMoHnx nepdopmancu (HeycMepeHnx) rpadOBCKUX MoJIea duja,
je nmpenukTuBHA DYHKIMja KBaJpaTHa hopMa odesexkja, yBohemeM NHOBa-
TUBHUX HAYMHA JEKOMIIOHOBaIba MATPUIA TPUIPYKeHnx rpadosuma. Or-
TUMHU3AIMOHE METO/IE CY TECTHPAHE IIyTeM PA3JIMINTUX METPUKA MOJE/Ia Ha
TUIOBUMA TPaAOBCKUX CTPYKTYPa Koje e(eKTHO MOJIE/INPAjy peasiHy Mpe-
Ky, Kao 1mro cy: random, scale-free, small world rpadosu, anu u onux koju
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ce jaBspajy y npuMmenama: Kpomnekepcku, Termmiosu, KBa3u-1epuomIni,
WHTErPAJIHA, TEPMYTAIINOHU, UTIA. ¥ JAUcCepTanuju he OUTH U3BPIINEHA CH-
creMaTH3alldja oJipeheHnx MeTo/a JEeKOMIIO3UIMja MaTpPHUIla Koje ce MOTY
YIOTPEOUTH Y ONTUMUBAIU]U MOJIE/a, a 3aTUM U HbUXOBa KOMIIapaluja ca
HoBuUM MetojaMa. Ha ompehenum kimacama rpadoBa 3adesiekeHH Cy pe-
3yJITATH OJINCKHA OHUM KOJU Ce JI0OMjajy MUPEKTHUM M3BPIIaBameM MoJesa
y3 peJla BeJIMYMHE Mamby CJIOKEHOCT MeToja. Kako TOIOJIOoNmKe CTPYKTY-
pe rpadoBa MOry y TOTIYHOCTH OUTH ONUCAHE HUXOBUM IIPUJIPYKEHIM
rpadOBCKUM MaTpuilaMa, aHAJU3UPAMO I0je/INHA CIEKTPAaJHa CBOjCTBA U
WHBapujaHTe rpadoBa Koje he ce jaBUTH y ONTHUMU3AIMOHOM IIPOOJIEMY:
criektap Jlamracose u nopmauzosane Jlamnacose matpuiie Kponekepckor
rpada, KoeduIjeHT KopeJallfje COICTBEHNX BekTopa JlamnacoBe um HOP-
MaJsm3oBaHe JlanmacoBe marpuile, 3ad0paB/HEHN TOMOJIONIKN WHJIEKC, JIN]ja-
MeTap IUPKYyJIapHUX rpadoBa, CIeKTap MUKJINIHEe MATPUIE, UT/I.

Hucepramnuja cajip:ku pe3yJsiTare U3 Pa3IUIUTHX OOJIACTH MaTeMaTHU-
YKAX U PadyHApPCKUX HayKa: Teopuja rpadoBa, HyMepUUIKa JIMHEPHA aJir-
Oepa, Teopuja MaTPUIA, TEOPHja BePOBATHONE U CTATUCTUKE, TEOPHUja AJITO-
puTamMa UTH.

Hucepraruja je da3upaHa Ha 0Ja0PaHUM OPUTHHAJHUM PE3YJITATAMA
ayTopa KOju Cy IIyOJIUKOBAHU y BOjehuM MehyHapoIHUM 4YacONUCUMA, IIpP-
BEHCTBEHO U3 00JIACTU MaTeMAaTUKEe W PAIyHAPCKUX HAyKa, aju Takohe ca-
JIP2KU U 3HA4YajaH OpOj pe3y/iTaTa KOju ce OBOM IPUJIMKOM IIPBU IIyT IOja-
BIBY]Y.

Hucepraruja je moje/beHa y 4 morjapiba:

1. OcHOBHU TIOJMOBU U PE3Y/ITATH

2. I'pacdoBcku Mozenn dasupann Ha KpoHekepcKuM CTPYKTypama
3. ImpkynapHa JeKOMITO3UIIIja,

4. 3ak/byvaK,

a CBaKO IOIJIABJbE je TOJIeJbEeHO HA HEKOJUKO OJIe/haKa, a OJeJbIIN HA T0JI0-
nesbke. Jlucepranuja caJip:Ku U JIBa MPUJIOTa €& JIOJATHUM WJIyCTPAaIljaMa
pe3yJiTara U MOMONHUM KOJOBUMA.

Y 0BOj JIOKTOPCKOj JIMCEPTAIN]U YBeJIEHE Cy WHOBATUBHE METOJIEC 3a Jie-
komriozunjy JlamracoBux marpuna rpadOBCKAX MOJeaa Oa3upaHuxX Ha
KponekepckoM (T€H30pCKOM) MPOM3BOJY U IUPKYJIAPHO] JTEKOMITO3UIIA]U
y IUJbY ONTHUMU3AINje TAKBUX MOJIEJIA.

[IpBo moryiaB/be je yBOJIHOI KapaKTepa U OHO je KOHITUIIUPAHO TAKO Ja
odyxBaTu popMajHe MaTeMaTudke JAedUHUIN]e U Pe3yiTare U3 O0JaCTU
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CIIEKTpaJIHe Teopuje TrpadoBa, Teopuje MaTpuila U Teopuje rpadOBCKHX
MOJIesia, KOjU MPeJICTaB/bajy OCHOB 3a Jajba pasMaTparma IIojMOBa W3 Ma-
TPUYIHE Teopuje rpadOBCKUX MOJIEIA.

Y apyrowm morjiaB/by Cy W3BeJeHe anpokcumaTruHe dhopmysie 3a Jla-
IUTacOB criekTap u Jlamracose corcrBene BeKTope Kponekepckor mpousBo-
na gBa rpada kopucrehin crmekTpe m concTBeHe BeKTOpe (HOPMAJIN30Ba-
nux) JlamiacoBux marpuia mweropux dpaxrop-rpadosa (podbieM Hajazke-
e AHAJNTUYIKE TavHuX (GopMmysia je jour yBek orBopeH). Takobe cy pas-
MaTpaHa TeOPHjCKa ODjalllibeha O CTADUIHOCTH AITPOKCUMAIIAja CIIEKTPa U
concTBeHNX BekTopa JlammacoBe marpurne Kpomekepckor mpomsBoja JiBa
rpada kopumihemeM MeTpuKa KoeduIjeHaTa Kopesalyje 3a almpOKCUMHU-
paHe COIICTBEHE BEKTOpPE M PEJIATUBHUX T'PEIlaka 3a alpOKCUMHUPaHEe COTI-
crBene Bpeanoctu. Oanocu n3mely onpehennx Koedurmjenara Kopealyje
ce CBOJle Ha ojHOce u3Mehy omapeheHnx TOMOJIOMKUX WHEeKca rpada Moe-
Jla, Ia Cy y pajy mokasaHe ojapehene HejeanakocTn uzmely mux. Y Ipyrom
OJIEJbKY je JIMCKYTOBAHO KAaKO CBaKa Iope HaBeJIeHA AIIPOKCHUMAIINja YTUYIe
Ha e(PUKACHOCT MOJEJIa y CMUCJIY TA9HOCTU PErpecuje Mojiesia U Op3uHEe
KOHBEPI'eHIIje ONTUMHU3AIMOHOT MeTo 1a rpadoBcKor Mojiena. Edukacnoct
IPEJIOXKEHUX MeTo/1a he OUTH eBajynpaHa HyMEPUIKUM €KCIIEPUMEHTIMA
najupe 3a Kponekepcke rpacdose mojesna g1odujeHe n3 remeparopa pasiin-
YUTUX CHHTETHYKUX MpeXkKa, a 3aTuM he rpad Mojiesia OUTH alfpOKCUMUPAH
HajommkuM Kponekepckum mpousBojioM jBa rpada y oanocy na Opodenu-
YCOBY HOPMY.

JlammmacoBa Marpuna rpada Mojena ce MoxKe alpPOKCUMUPATH YIIOTPe-
OOM IUPKYyJIapHe JEKOMIIO3UIIUje y3 aHaau3y caMo ojpeheHor Opoja 1up-
KyjapHuX KomioHenTu (oapehenu Opoj cadbupaka jekomrmosuiuje) ja ou
ce ToJIa3Ha MATPHUIA allPOKCUMUPAJIa MATPUIIOM HUXKEr paHra, 0 demy he
outu peun y tpehoj rau. 13 tor pazsiora he dutn jarta Kapakrepusa-
nuja rpadosa ca ojapeheHuM CIleKTpaJHIM CBOjCTBUMA Y KJIACH IUPKYJIap-
Hux rpadosa (rpadoBu ca MaIIM OPOjeM Pa3JINIUTHX COINCTBEHUX BPEJIHO-
ctu, rpadoBU ca MaJIUM JIMjaMeTpOM, IpadOBU ca MUHUMATHOM HAjMAbOM
COTICTBEHOM BpeJiHOINY, rpadoBru ca HajMarbUM CIEKTPAJTHUM TOKPUBa-
9eM) IITO MOXKe JonpuHeTH ebUKaCHO] IIUPKYJIAPHO] JIEKOMIIO3UIUju rpada
u/unu Behoj TaunocT Mojiesa, a IpeJICTaB/bajy pe3yJITare KOju Cy CaMu I0
cedu HOBHHA y CIEKTpaJiHoj Teopuju rpadosa. Edukacnoct onrummusaiiy-
OHUX METO/a Y CMUCJIy TAYHOCTHU MOJIesia U OP3UHE KOHBEPrEHIINje MEeTOIa
eBaJIyupaHe Cy HyMEPUYKUM €KCIEPUMEHTUMA 3a rpadoBe MoJieia u3 pas3-
mmanTux Kiaaca rpadosa (Kponekepcku, kBasu-niepuoaunanu, Terumnosu,
UPKYJIAHTHU, I'PadOBU JOOUjEHN CUMYJIAIUJOM DEAJIHUX MPEXKA).

Ha xpajy, xesuMm j1a u3pas3uM 3axXBaJHOCT MeHTOpPY mpod. ap Uropy
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MunoBanoBuhy, Koju je PYKOBOJHO HU3PaJIOM OBE JIOKTOPCKE JUCEPTAITH-
je, Ha BeoMa KOPUCHUM CyrecTHjaMa U CTPYyYHUM caBeruMa. Takbhe kemnm
Jla ce 3axBaJiuM WwiaHoBuMa komwucuje: rnpod. ap I[Ipeapary Cranumupo-
Buhy, npod. nap Bojanu Boposuhanun u mom. ap Mapjany Marejuhy uuju
IIp€e/IJIO3U, KOHCTPYKTHUBHE IIPUMEJIOE U CyTeCThje Cy M000JbIIaje KBaJIuTeT
oBOT paJjia. lyryjeM 3axXBaJIHOCT CBOjO] TIOPOJIUITU, KOJIETaMa, KOAy TOPUMa U
CBHUM TIpUjaTe/bUMa KOJU Cy MU, IPUJINKOM U3paJie JUcepTaryje, Py KL
HEOIIXO/THO Pa3yMeBarbe U IOJIPIIKY.
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1 OcHOBHU ITIOjMOBH M PE3YJITATU

Y oBOM moryIaB/By Cy H3JIOKeHe (hopMajHe MaTeMaThudke JeDUHUITU-
je TojMoBa KOju ce KOPHUCTe y Te3W, & KOjU IPEeCTaB/bajy OCHOB 3a Jasba
pa3maTpama II0jMOBa U3 MaTPUYHEe Teopuje IPadOBCKUX Mo/jiesia. Y MIPBOM
0JIeJbKY JiaTe cy JedUHUINje OCHOBHUX IOjMOBa U3 Teopuje rpadosa, JT0K
Cy ¥ IDYTOM OJIe/bKY yBejieHe JTe(DUHUIINje U PE3YITATH CIIEKTPAJTHE TeOpHje
KOju ce ojiHoce Ha ejieMeHTe [lepor-PpodennjycoBe Teopuje, Kao U Teopuje
jako peryysapHux rpadoBa u OJIOK jm3ajHa. ¥y TpeheM ojie/bKy HaBejeHe
cy neduHHIM]e U OCOOMHE HEKHMX KJaca CIeIUjaJHIX MaTPHUIA Ca I10Ced-
HUM OCBPTOM Ha IUKJIMYHE MATPUIlE KOje Cy KopuilheHe y IHUPKYJIapHO]
JIEKOMITO3UITUjU T'PAMOBCKUX MATpuiia. deTBpTU 0OJIe/baK CAJIPIKU ITO3HATE
pe3yJiTare O JEKOMIIO3UIUju rpadoBa HA TpocTuje rpadOBCKe CTPYKTYPE,
Kao W pe3ysTare 0 KOMOMHOBamY IrpadoBa y ciaoxkenuje kKopucrehu rpad-
MaTpUYHE Ollepalifje, IIpe cBera oapeheHe TUIOBe TPaOBCKUX TPOU3BO/IA.
[Tocedno cy mcrakmyra Tpu dpyHIamMeHTaHa TpadoBcka mpoussoga: /le-
kapToB, KpoHnekepcku (T€H30pCKU, JIMPEKTHH) U jaKU, KAO W TUIIOBU KOM-
O3UINja: CIEKTPAJIHA, IUPKY/IapHa U CUHTyIapHa. KoHaduHo, y mocseamem
O7IeJbKY TOTJIABJ/ba OMUCAH je rpadOoBCKU (CTPYKTYDHE) MTPOOAOUTHCTHIKI
MOJIeJT urja (PyHIIKHja MOoJie/ia 3aBUCH KaKO O] 00ejiexKja YIa3HuX MPOMEH-
JbUBUX, TAKO W OJI peJIalliOHe CTPYKType U3Mely M3/Ia3HUX ITPOMEHJbUBUX
(rpada mozena). Kapakrepuctuke oBor mMozena (Ipe cBera y CMHUCITY CJIO-
JKEHOCTU U3padyHaBamba) Cy KOMEHTAPHCAHE Y CBETJLY CIIEKTPAJIHE JIEKOM-
nozunyje JlanmacoBe marpurie rpada Mojesia u dOpoja ureparuja y rpaJim-
JEHTHOM METOJIy 3a OIEIUBAE MapaMeTapa MOJIEA.

1.1 PopmasHe aedpuHHIKje Teopuje rpadoBa

Ha moderky mnajemo Heke ocHOBHe JeduHHIMje U3 Teopuje rpacdosa
(uparumo kmure [26, 27, 36, 75]).

Hedbununmja 1.1. I'pagp G (ent. graph) je ypehenu wap (V, E), 1ge je
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E C (‘2/) (ckyu ceuxr geoeasemeninur Togekyuosa ckyua V). Eaementuu
ckyta V' ce 308y usoposu (enr. vertex), a eaemeniu ckyua E tpane (en.
edge) paga G. I'pap G = (V, E) je yemepen uau guipad, axo cy ipare
yemepene wj. e = u — v. Myawuipad je cueyujarna epctaa ipaga, Kaga
je go3eoneno suule PA3AUNUTLUT TPAHG KOjJe CUAIAJY §6a 4680Pa, Kao U TpaHe
Koje ctajajy 48op ca CaMuM COOOM.

Y mucepranuju hemo nHajuemhe pasmarpaTu HeopujeHTHCaHE TpadoBe
0e3 MeT/bM U BUIIECTPYKUX I'paHa (IIpocTu rpadosn).

Hedbununuja 1.2. Jlea ueopa paga u u v cy cycegna axo cy cuojena
warnom e = uv. Ilog cxyuom cycega weopa v € V tpaga G = (V, E) (ent.
neighborhood) @ogpasymesa ce ckya N (v) = {u € V : vu € E} cycega w6opa
v. Cwmeten weopa v (eni. degree) je bpoj cycega weopa v, deg(v) = |N(v)|.
Hajmaru cweuen tpaga G je § = min,ey d(v), a najeehu cweuen paga G
je A = max,ey d(v).

Hedbunnnnmja 1.3. I'pagp G' = (V'  E') je wogipagd (ent. subgraph) ipaga
G = (V,E), axo eaorcu V' CV uw E' C EN (‘;l) I'pagp G' = (V' E') je
ungykosaru Gogipagd (ent. induced subgraph) paga G = (V, E), axo easrcu
VICVuE =En(Y).

WHTYynTHBHO jacHe TOjMOBE IyTa, IUKJIyca (KOHTYpPE) M PACTOjatba U3-
Mehy aBopoBa, jgedunucahemMo mpenusHo.

Hedbunnnnmja 1.4. [Hlewrwa (eni. walk) W gyorcune k y pagy G je nus
V0, €1, V1, €2, V2, . . ., €, Uk UB0OPOBA U IPAHG TWAKO §a je €; = V;_1V; 34 1 =
1,2,..., k. Yeoposu vy u v cy xpajru weoposu wettiroe W . Illetra je
sateopena yroauko je vg = v. Cwasa (eni. trail) je wetura y xojoj ce
nujegra pana ne aonaswa. Iy (ent. path) je wewra y xojoj ce nujegan
wgop me Tonaema. Lukayc (ewt. cycle) je sawmsopena ciiasza y Kkojoj ce
HUJegar 480p He UOHAB/HA, U3Y3EE UPBOT U TUOCAEJHET.

Ysoposu u u v rpada G cy nmoBesanu ako y (G MOCTOJU IyT UHjU Cy
Kpajibu 9BopoBu dam u u v. 3a rpad G KaxkeMo Jia je Gose3an (EHr. con-
nected) ako cy cBaka J[Ba E-eroBa IBOpa IOBE3aHa - ¥ CYIPOTHOM je rpad
HETIOBE3aH M MOKe Ce MOJIEJTUTH Ha KOMIIOHEHTE TIOBE3aHOCTH.

Hedbunaunuja 1.5. Axo cy uweoposu u u v paga G uosesanu, waga je
pacmwojarve d(u,v) 0g 460pa U go YEOPa V JeGHAKO gyscunu Hajkpaher Y-
wa usmehy weoposa u u v. Excuentipuyutiets w6opa v (ent. eccentricity )
je jegrar MaKCuMaAsHOM PActiojary 0g U o C8UT OCWAAUT “80PO6a, UWj.
e(v) = maxyey d(u,v). Jujamemap paga G (ent. diameter) je najsehe pa-
cwojaree usmehy wexa gea weopa ipaga, wj. D(G) = max, ,ev d(u,v), gox
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ce pagugyc tpaga G (ent. radius) gedunuwe Kao Hajmaru excueHpuyU-
wew mehy weoposuma, wj. (G) = min,ey €(v).

YBopoBrM MUHUMAJIHOL €KCIEeHTPpUIUTeTa (hopMupajy menrap rpada.

I'pad G je r-perymapan, r € N, ako je cTemeH CBAKOI YBOpPa jeIHAK T,
1j. 6 = A = r. Komtunsewan pag ca n aoposa (enr. complete graph) je
rpad K,, n € N, ca ckynom usopoBa {1,2,...,n}, u3a csako 1 <i,j <n
Baxku {i,j} € E. I'pad G = (V, E) je dutapmuiman (enr. bipartite graph)
ako nocroju napruija { A, B} ckyna usoposa V = AUB, AN B = (), Tako
Jla 3a CBaKy r'paHy e € F BaxXu ja OHa craja 4Bop u3 A ca aBopoMm u3 B.
I'pad G je wranapan (eHr. planar) ako ce MOXKe HAIPTATH Y DABHH, TAKO
Jla ce HUKOje JIBe TpaHe He CEKy.

Hedbununmja 1.6. Yuujy pagosa G = (Vi, Ey) u Gy = (Va, Es) geduru-
wemo kao pap G1 UGy = (V1 U Vy, By U Ey). Cuajaree (ent. join) ipagosa
G1V Gy ce gobuja og tpapa G1UG,, Wwaro witio chojumo IPaHOM CAKYU 4E0D
uz paga Gy ca cearum weopom us Gy. Komtaementd G ipaga G = (V, E)
(en7. complement ) je pagp G = (V, (‘2/) \E), JaKAe OH CagpoHcu WaAYHO OHe
pane xoje pad G Hema.

Hedbunaunuja 1.7. Hexa je G apocwi tpagp, v € V TUpoudsomar “eop u
e = uv upoussonna pana. I'pap G' = G — v je gobujen bpucarem wsopa v
u ceux pana Koje cy cyceghe ca rwum. I'pagh G — e godujamo kaga u3 tpagpa
G yxkaoHuMO TPaHY € = uv.

Hedunurmja 1.8. Iosesan pad Oes wurayca nasusa ce ctwadro (emt.
tree). I'pag xoju me cagpotcu yukayce, Wj. pad wuja je ceaka KOMUOHEHTILG
uosezanociu cwadro, nasusa ce wyma (ent. forest). Yeop cuenena 1 y
wapy G nasusa ce auc usu sucehiu ueop (ent. leaf, pendant vertex ).

Crabita nMajy BHIIECTPYKY NMPUMEHY Y PA3IUIUTHM OOJACTHMA HAayKe
(mpu mapcupamy, KOMIIPECH]H, 33 COPTHPAbE U IPETPAYKUBAIE MIOJATAKA).
CBako cTad/io MOXKEMO HaI[PTaTH, TAKO INTO (PUKCHPAMO KOpPeH cradiia,
a 3aTUM IPTAMO CBE IbETrOBe JUPEKTHE cyceqe y ciejgehem HUBOy, ma OH-
Jla cycesie Ha pacrojamy 2 y ciaeaehem HuBOy m Tako gasbe. OBo ce pasau
anaroputMoMm ntperpare y mupuny (enr. Breadth First Search). Kako mo
CBAaKOT' YBOPA IIOCTOjU jEJIMHCTBEH IIyT O] KOpeHa, JAyOuHy cradsa JeduHu-
IeMo Kao HajBehe pacTojarke 011 KOpeHa JI0 OCTaJInX YBOpoBa. Bpio BaxkHa
CTPYKTypa IMojlaTaka y MpOorpaMuparby je KOPEHCKO OMHAPHO CTadJIo, TJIe
CBaKH 9YBOp HMa HajBI/IHIe JABa IIOTOMKa.

Hedunnumja 1.9. Pasauuryhe cabao T = (V, E') (eni. spanning tree)
je aogipad papa G = (V, E), xoju je chiabao u cagpaitcu cee 460pose u Heke
werose pane, wj. B C E.
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3a nBa rpada ca mcTmMm OpojeM YBOPOBA, KOja Cy IIOBe3aHA ~HA WCTU
HauuH’ KaykeMo Jjia cy usoMopdHuu (enr. isomorphic).

Hedbunnunmja 1.10. I'pagosu G u H ca cxytom weoposa V= {1,2,... ,n}
cY u3oMOpPHU, aKo Tocwoju uepmymayuja wj. dujexyuja p 1V — V uso-
posa V, waxo ga je (u,v) € E(G) axo u camo axo je (p(u),p(v)) € E(H).
Taga tuwemo G = H.

Hedbunnunuja 1.11. I'pag je yruyukiuuar ako je G06e3aH U CagpiHcy Wa-
YHO Jegan yurayc, oghocho n+1 pany. I'pag je dbuyukrsuvar axo je tosezan
U cagporcy, WaAYHO 66 YUKAYCA, 0GHOCHO T+ 2 Tpare.

Casta hemo jmedunncaTn jorn HeKe cJI0XKeHUje rpadOBCKe WHBApPHUjaHTE.

Hedbunnunuja 1.12. I'pag G je k-tosesan, axo ne tGoctwioju ckyt og k — 1
YBOPOBA HWUJUM CE YKAGHAEM TPaP pactiaga Ha HEKOAUKO KOMUOHEHTU
(ogrocro ueopra uosesanoctis je > k). Yeop v € V ipaga G ce nasusa
apmukyaauuory weop (ent. articulation vertex) axo G — v uma uwe Kom-
aonenmiu uosesanoctiv og G. I'pana e € E ipaga G ce nasusa mocii (ent.
bridge ), axo G — e uma suwe Komuornenu Gosesanoctuiu og G.

Ha ocmoBy mnperxomue nedbununuje Baxku 1a je mnose3anu rpad je 1-
nosesaH, a 2-moe3anu rpad (enr. biconnected graph) He cagpxku apTuky-
JIAIIOHU TBOP.

1.2 EjaemeHTH crnekTpaJjiHe Teopmuje rpadoBa

I'padoBu ce 0dbuuHO MpejIcTaB/bajy rpaduIKn IPTAHEM TadKe 338 CBAKU
4Bop u jmHuje u3dMely nBa uBopa Koju cy cycemuu. [locroju muHOTO HavunHA
Ja ce rpad mpescTaBu y MeMopuju padynapa. CTpyKTypa Iojaraka Koja
ce KOPHUCTH 3aBHUCH O] OCOOMHA Trpada M aJropuTMa KOjU NPUMEHYjeMO.
TeopeTcku ce MOTY Pa3/MKOBATH JUHAMUYIKE M MaTPUIHE CTPYKTYPE, aJIl
ce y IPaKCU KOPHUCTe Yy KOMOWHAIMjU. YKOJHUKO € KOPUCTU AUCTIG CYCega
(enr. neighbor list), Taja 3a cBaKu YBOp v UyBaMO JILCTY YBOPOBA KOjU CY
CyCEJIHU Ca IUM. YKOJIUKO Ce PAJU O MAWpuyy cycegciea (enr. adjacency
matrix) - Taga ce Kopuctu Marpuna Ag JuMeHsnja n X n, rae je n opoj
gsopoBa y rpady G. Enement a;; je jemmax Opojy rpana Koje mojase U3
9BOpA %, & 3aBPINaBajy ce y 4Bopy j. Ko Texkunckux rpadoBa Ha IMO3UIHjH
(1,7) ce HaA3W TeKWHA I'paHe Koja IoBe3yje uBopose i u j. Ako je rpad
IIPOCT U HEyCMEPEH, MaTPHUIlA je CUMeTpUYHa cacTaB/beHa camo o1 0 u 1, a
Ha IJIABHOj [MjaroHaJM ce HaJjase Hyse (MaTPHIA je CHMETPHIHA YKOIHKO
cy eneMeHTH Ha nosurujama (i,j) u (j,4) jennakm).
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Hekosmmko Turnosa MaTpuiia ce MpupoIHO MPUJIPYKY]Y rpadoBUMa, Kao
HITO Cy MaTpuria nHiuAeHmje (enr. incidence matrix), Marpura pacrojama
(enr. distance matrix), marpuna myresa (enr. path matrix) [43] u Jlamia-
coBa marpuria (enr. Laplace matrix), mopej moMeHyTe MaTpHIle CyCceCTBa.
Jeman o riaBHUX IIpodJieMa MaTpPUYHE Teopuje rpadoBa je yCIoCTaB/ba-
e Be3a u3Mehy rpadoBCKUX OCOOMHA M aJredapCKUX OCOOMHA MATPUIA
NPHUJIPYKEHUX IpadoBuMa.

Marpurnia nHIAAEHIje, Y O3HaIM [, je MaTpHIla Yrje BPCTe U KOJIOHE
OJITOBapajy 4BOPOBUMA, OJTHOCHO IpaHaMa HIpHuIApyzKeHor rpada G, pemoM,
OpU 9eMy je eJleMeHT Ha mo3unuju (i,j) Marpuie jeaHak 1 ako je 9Bop i
WHIAIEHTAaH ca TPAHOM j, Y CYIIPOTHOM je ejieMeHT jesHak (.

Ba naru rpad G = G(V, E) u marpuny cycenacrsa rpada G, Ag, ca Dg
O3HAYMMO KBaJpaTHy Marpuiy gumensuje |V| x |V| nedunucany ca

p _{ deg(v;), 1=

W 0, y CyIpOTHOM.

Jlamracosa marpunia Lg rpada G ce nedununmre kao Lg = Do — Ag.

Texnuke uHeapue ajaredpe cy He3aMeH/bUBE y IPOyUYaBaIby CTPYKTYpe
" eHyMepaligje rpadoba.

Hedbununumja 1.13. Coucusena spegroctu (ent. eigenvalue) matwpuue A
je peaaar 6poj N, aKo MATWPUYHG JeGHANUHA

A x=)-x

UMG HETIPUBUJAAHO PEWLEIvE, KOJe HA3UBAMO COUCTUBENY, K0P (€HT. eigen-
vector ). Couctusene 6pegrocttiv tpagda cy coUCTBEHE BPEGHOCTIL MATUPUYE
cyceqgciiea.

Marpuia je mosutusho cemuedbunutHa (eHr. semidefinite) ako u camo
aKo Cy CBe COIICTBeHe BpeinocTu Henerarusne. [lokasyje ce na je Jlammacosa
marpunia Lg rpada G mo3uTuBHO ceMuie(DUHUTHA.

Croekrap rpada (enr. graph spectrum) je CKyIl COICTBEHUX BPEIHOCTU
MaTPHIIE CYCEICTBA, 3aj€HO Ca IHUXOBUM AJIredapCKUM BUIIECTPYKOCTHMA.
Ckyn CBUX COIICTBEHMX BEKTOpa omeparopa A 3a COICTBEHY BPEIHOCT A,
3ajeJIHO ca HyJIa BEKTOPOM, y O3HAIU V), HA3UBa& Ce COMCTBEHH MOTIIPOCTOD
3a A. Burrectpykoct 3a corctBeHy BpeHOCT A je jeanaka n—rang(Al — A).
Axko cy pazmumuure COICTBEHE BPEIHOCTH MaTpulle A Takpe Jla Bazku A; >
Ag > -+ > A, a muxoBe BuiectpykocTr m(Ai), m(Az),...,m(\;), Taga
cuekrap rpada 0O3HaYaBaAMO Ca

0666 = (suthy i o)
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CorrcTBeHe BPEIHOCTH Aq, Ag, ..., A, Cy HyJe KapaKTePUCTUIHOT TIOJIV-
HOoMa (eHr. characteristic polynomial) marpume A

P(z; A) =det(al — A) = (—1)"det(A —zl) = ﬁ(m —Ai)-

i=1

Kako je P(x; A) MOHMYAH TIOJIMHOM Ca TeJ00POjHIM KoedUIijeHTnMa,
CBe IHEroBe pallMoOHAJHE HyJle Cy Ie/JI00pOjHe, TIa Cy COIICTBEHe BPETHOCTHU
MAaTpHUIlEe CyCeJCTBa WJIN UPAITUOHAHE WU 1eJI00pojHe. ¥ pajy hemo o3na-
gasaru ca P(x;G) KapakTepUCTUYIHE TIOJIMHOM MaTPHIE CycelcTBa rpada
GG. Ako je jmaT MOHUYAH ITOJIMHOM, BPJIO j€ TEIIKO OJIPEINTH JIa JIK je OH Ka-
pakTepUCTUYIaH MOoJUHOM Hekor rpada. Isa rpada cy xocuexiwpasra (eHr.
cospectral) akKo FIXOBE MATPHUIIE CyCEICTBA MMajy WCTe COICTBEHE BPEJi-
noctu. Kocnekrpananu rpadoBu He Mopajy Ja Oyiay m3oMopdHH, aaud cy
n3oMopdHE rpadOB YBEK KOCIEKTPAJIHU.

Hedbunaunuja 1.14. Peaana malipuya je HeHelatlusHa aKO Je C8AKU 1beH
enementli 6ehu uau jegrax HYAu.

Y Teopuju HEHETATUBHUX MaTPHIlA OCEOHY YJIOTY UT'pa MojaM Hepas3Jio-
JKUBOCTH, IITO je eKBUBAJEHTHO IIOjMY jaKe ITOBE3aHOCTHU IHUXOBUX JIUT'Da-
dosa. Ksagparnoj marpunu A pea n Moxke ce npuapyxutu gurpad D(A)
pelia n Tako Ja je TexuHa rpame (i, j) aurpada jeqHaxa yrupaso a; ;.

Hedbunnnmja 1.15. Keagpawna matwipuya A pegan je nepasroocusa (en.
irreducibile ) ako je ren ogiosapajyhu guipad D(A) jaxo tosesan. V cyupoii-
HOM, MATOPUUQ je padrodxcusa. uipad je jaxo TGosedarn axo cy c8axa (6a
Y80Pa TUOBE3AHA YCMEPEHUM TYTLEM.

Hedbunnunmja 1.16. Cuexwpannu pagujyc p(A) matupuye A (ent. spectral
radius) je maxcumym Mogyaa COUCTBEHUT 8PEGHOCTIU.

CnekTpasjHu paJinjyc MaTpuile He MOpa OUTU COIICTBEHA BPEIHOCT YaK
U KaJIa Cy COIICTBEHE BpegHOCTU MaTpurle peasine. CIIeKTpaaHu Paaujyc je
paJijyc HajMamer Kpyra ca IIeHTPOM y KOOPJMHATHOM HOYETKY 4Hja Io-
BPIII 0OyXBaTa CBe COICTBeHEe BpemaHocTu Marpuie. OBaj Kpyr ce Ha3mBa
CIIEKTpaJIHU KpyT. Takohe, ciekTpaHu pajujyc je jeJIHaK HYJId aKo je Ma-
rpuna Huinorentua (Bugerun ledununujy 1.19), y cynporHom je cTporo
[MO3UTUBAH. YKOJHUKO je mMarpuiia A HeHeraTWBHA W HEPA3JIOKUBA, OHJIA
el oaroBapajyhn gurpad D(A) uMa 3aTBOpEHE HIETHHE, 118 He MOXKE OUTH
HUJIIOTEHTA Tj. BbeH CIEKTPAJHU PaJIAjycC je CTPOro MO3UTUBAH.

[Mepou-®pobdernycosa Teopema (enr. Perron—Frobenius theorem) je naj-
3HAYAJHUjU PE3YJITAT 3a COIICTBEHE BEKTOPE U COIICTBEHE BPEIHOCTH HEHe-
TaTUBHUX MaTpHUIia.
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Teopema 1.1. Ilpetutocmiasumo ga je A peasra HenelaliuéHa HePa3no-
orcusa matwpuya. Taga easice caegeha wepherva:

(i) p(A) je jegnoctipyka cotucisena epegroct og A. Axo je x cotuctuseru
6EKTOP KOJU 0gT06apa COUCTEEHO] GPEGHOCTIU P, OHGA CY CEE KOOPJU-
Hatlle 6eKWOPA T PASAUMUTIY 0 HYAE U UMATY UCTIU 3HAK.

(ii) Axo je Ay peasna HeneraueHa n X N mMalWpuye Wakea ga je Ay < A,
onga je p(Ay) < p(A). Jegnarocti sasicu akxo u camo axo je A; = A.

(iii) Axo je 0 coucmisena epegnocti matipuye A wuju je mogyo jegnar p(A),
onga 0 uma obaux 0 = p(A)eQ% 3a nexo 0 < r < m — 1. Hlwmasuwe,
ceu yukaycu y D(A) umajy gyostcuny xoja je gewusa ca m.

Y nameM ey oflesbKa hemo quckyToBaT 0 HEKMM IpuMeHama llepon-
®podennjycose Teopeme.

Teopema 1.2 ([36]). Hexa je A matupuya cycegctiea tosezanot paga X
u Heka je p cuexmpasnu pagujyc matupuue A. Taga cy caegeha wepheroa
EKBUBCANCHTIHA:

(i) X je buuapmuman.

(ii) Cuexwmap ma@puue A je cumepuuar y ogrocy wa 0, Wj. 3a céaky
cotictiseny epegnoctli 0, epegroct —0 je waxohe cotciicena 6pegroctl
matmpuye A uctlie suwectlpykocti.

(iii) —p je coucweena spegroct, matupuye A.

Teopema 1.3. Heka je A HenelaueHa HEPA3AOHCUBH MATTLPUUL DEJA M.
Taga je

min 7; < p(A) < max r;,

1<i<n 1<i<n
we je r; = > i aij u p(A) cuexwparnu pagujyc matipuye A. Jegnakocl
NG N€60] CUPAHU BAIAHCU GKO U CAMO GKO 6AHCU NG §ecHo] U U0 CAMO Kaga
Jjeri ="r9=--=7,.

Ako je rpad k—perymapaH, Taja je cymMa ejleMeHaTa BPCTa MaTPHILE
jenHaKa KOHCTAHTHU k, Tj. 11 = T9 = -+ = T, [1a je y IPETXO/IHO] TeopeMu
3a/10BosbeHa jeHakocT, ogHocHo p(A) = k. Ilpema Teopemu 1.1 (meo (i))
BaXKM JIa jeTHOCTPYKO] COIICTBEHO] BPETHOCTHU k OJI'OBapa COTICTBEHU BEKTOP
KOjH Ce cacToju oJ1 jeauHuIia (IITo ce JTaKO MOKa3yje), a CBU OCTAJIU BEKTOPU
cy memy oproronasau. Crernujasno, u3 IpeTxoaHe JUCKYChje 3aK/by IyjeMo
Ja je k—peryiapuu rpad OumapTuTaH ako M CaMO akKO je —k COIICTBEeHa
BPEJIHOCT MATPHIIE CyCe/ICTBA rpada.
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Y HacraBKy heMo pa3sMoTpuTH TEMy jaKo peryjapHux rpadosa mperJie-
JIOM OCHOBHHUX pe3yJITaTa U3 OBe Teopuje Koju he dOutu jasbe KopuiheHu y
Tpehem morytaBiby. r—perynapau rpad peja n Ha3uBa Ce jaKO PETYAAPHUM
(enr. strongly regular) ca mapamerpuma (n,r,a,c) aKo HUje KOMILIETAH, HU-
TH MPa3aH, a CBAKM Iap CYCeIHUX YBOPOBA MMa  3ajeIHUIKUX Cyceaa U
CBaKW MMap HECYCETHUX IBOPOBA MMa C 33j€THIIKAX CYCEeTHUX IBOPOBA.

[Tapamerpn jako perynapsor rpada HHCY HE3aBUCHU jeJIaH OJf JIPYTOL.
SampaBo, u3Mehy mux Baxke HejeqHaKOCTU N—1 > 1 >c>0ur—1 > a > 0.
[MIraBure, Moxke ce mpodutu ciejeha caokeHnja pesarmja

(1.1) rr—a—1)=(n—-r—1)ec.

3a Bure jerasba noraegaryu jennaduny (10.1) y [36, crp. 219].

Jako perymapuu rpad X HazuBa ce upumutiusar (€Hr. primitive) axo je
cBakn o1 rpadosa X n X 10Be3aH, a y CYIPOTHOM je HeUpUuMubueat (enr.
imprimitive). Cieneha sema saje Kapakrepusarujy KJjaca HENPUMUTHBHUX
jako perynapHux rpadosa.

Jlema 1.1. [36] Hexa je X jaxo peryaapnu tpag ca Gapametapuma (n,r,a,c).
Taga cy caegeha wepheroa ex6uUBANEHTTHA:

(a) X nuje woseszamn;

(6) ¢ =0;

(u) a=r—1;

(9) X je usomoppan ca mK,.1, 3a m > 2.

JemHocTaBHO ce MOXKe HOKaszaTu Ja ako je X jako peryjaapaH ca Iia-
pamerpumMa (1,7, a,c), Taja je W Heros KOMIIEMEeHT X jaKo peryjapan
ca mapamerpuma (n,7,a,¢), tne je T =n—r—1,a=n—2—-2r+cmu
c=n-—2r+a.

JIema 1.2. [26] [losesan petyaapru tpag je jako peEwYAapat ako u camo aKo
UM WAYHO WPU PA3AUNUTLE COUCTUBEHE 8PEGHOCTIL.

Ba jako perymapuu rpad X ca mapamerpuma (n,r,a,c), ca r,  u T
03HAYABAMO TPH PA3JIUYIUTE COIICTBEHE BPEIHOCTU FHEIOBE MATPHUIIE CYCE]l-
CTBa.
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JIema 1.3. [36] Mawpuua cycegctuisa jaxo peryraprol ipada ca Gapame-
wpuma (n,r,a,c) uma coucisere epeghoctiu v, 0 u T, Koje cy gawe Ppop-
MYAGMA,

a—c—i—\/z
2 )

e je A = (a —¢)* + 4(r — ¢).
I[IpumeTrnmo na u3 ropmux popmysia Caein 1a je
(1.2) Or =c—r.

Bynyhu na je ¢ < r, Baxku j1a ¢y 6 u T CynpOTHOT 3HaKa, aKO BaXKW Ja je
Ot # 0.

Kaxko je BumrecTpyKoCT COIICTBEHE BPEIHOCTH 7 jeJIHAKa 1 1 30Up COII-
CTBEHMX BPEJIHOCTH jeJIHAK TPary MaTpHIle CycelcTBa (IITO je jeHaKo Hy-
JIN), BUIIIECTPYKOCT Ce MOXKe M3padyHaTH Ha cjejehn HaunH

myg+m; =n—1,
(1.3) mel +m,7 = —r.

U3 ropmux u3pasa MoxkeMo gooutu pesarmjy (10.2) us [36], 1j.

(1.4) mp= P W—Qlﬁ
—T

0—r1

Kopucrehu ose jennaumne 3ajeqano ca (1.1), Moxkemo 100uTH BpJIO KO-
PUCHY peJaimjy

(1.5) mem, (0 — 7)* = nrr.
Penanumje (1.4) u (1.5) he durn xkopurnihene y Teopemu 3.6.

(sa) baox-gusagn (enr. block-design) je dpammiuja A ox b nogckymnosa
(bsrokoBa) ckyma S = {1, s, ..., %, }, TAKBa Jla 338 HEKe IPUPOJIHE OpojeBe
k m X\ Baxe cieneha cBojcrsa:

i) cBaKW IOJCKYI nMa k ejleMeHaTa;

i) cBaku map esemenara u3 S ce HaJIA3U Y TAYHO A MOJICKYIIOBA.
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Y tpehem nornasiby hemo KopuctuTu ciesehy Teopemy:

Teopema 1.4. [36] Ceaxu eaementi ckyaa S nexol baok-gudajna ce Goja-
smyje Yy WawHo 1 OA0K06a, TPU YeMy je

rk—1)=AXv—-1) u bk=or

AKko je b = v, oHsla OJIOK-/IM3ajH HA3UBAMO CUMEWPUYHUM. AKO je OJI0K-
JIN3ajH CUMEeTPHUYaH, U3 IIPETXO/IHe TeopeMe ciem k = r. Jlakite, cumerpu-
YHU OJIOK-JM3ajH Cce O3HAYaBa TPOJKOM mapamerapa (v, k, ).

I'pag urnyugenyuje X dmmok-pu3ajua je rpad amju je ckym uBopoa SUA,
y KojeM cy sBa 4Bopa x € S u B € A cycenna ako je x € B. I'pad unmm-
JICHITHj€e OJIOK-/IM3ajHa je OUIMapTUTHU I'pad U HEroBa MATPUIIA CyCe/ICTBA
UMa 9eTUPH Pa3/IMIUTe COICTBEHE BPEIHOCTH.

1.3 CrnenujajHe marpuile Teopuje rpadpona

Y 0BOM 0/1eJbKY J1ajeMO IIPeTJIe] pe3yJITaTa O TUIIOBUMA MaTPHIIA KOje ce
Kopucre y jipyroMm u tpehem norsasspy. Behuna pesynrara y oBoM 0/1e/bKy
npey3sera je u3 [54].

Marpura JiuMens3uje m X n 9Uju Cy CBU €JIEMEHTHU jeJIHAKU HYJIU HA3UBa
ce Hyaa-matipuya 1 o3HagaBa ce O,y

Marpurnia auMmensuje m X n 9uju Cy CBU €JIEMEHTHU jeTHAKU jeTUHUII
Ha3UBa Ce jegar-MaWpuua 1 03HA9IaBa ce Jp,xp, .

Ksaparna maTpuiia pefga n 9uju Cy CBU €JIeMEHTH jeJHaK!d HYJIU OCHM
ejeMeHaTa Ha TJIABHOj JUjaroHaJM KOJU Cy jeJTHAKW jeJUHUI, Ha3WBa Ce
ugentuvka mampuyae (eHr. identity matrix) u o3magasa ce I,.

Ksasipatna maTpuiia pejia n Koja y CBaKOj] BPCTH M KOJIOHU MMa, CAMO
je/laH eJIeMeHT jeJTHaK Je ITMHUIH JIOK CY CBU OCTAJIN €JIEMEHTH jeJTHaK! HYJIH,
HA3WBA Ce UEPMYWAUUOHA Matupuye (eHr. permutation matrix) u o3nauasa
ce P, (mmu camo P ako ce 3Ha O KOM PeJly MATPUIIE je ped).

Hedbunaunuja 1.17. Axo je A matwipuya gumensuje m X n, wWaga ce Ma-
wpuyae B gumensuje n X m nasuea WparculoHO8AHOM MATLPULOM MATLPUUE
A u obenesicasa AT, axo je ceawu enement na tosuvugu (i,7) mampuue B
jegnax enementy (j,1) mawpuye A, wj. bj; = a;;.

Hedbunnunuja 1.18. Axo je A matipuya gumeHsuje mxXn ca KOMUNAEKCHUM
eaementiuma, matwipuya C gumensuje m X n, ige je ¢;; = a;;, 1 <1 < m,
1 < j < n, Ha3usa ce KoWwYI08aHOM MATLPUUOM MaTTpuLe A u obeaestcasa
ce ca A.
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Mawpuya AT ce nazusa Koryi068aHO-TWUPAHCTOHOBAHOM MATLPUYOM M-
wpuye A u osnavasa ce ca A,

Ha ocnoBy ropie secdunuiiuje moxkemo pehu ja je MaTpuria CMMeTpuYIHa
ako je AT = A.

Y octaTKy ojiesbKa JiajeMo JiepUHUINje HEKUX CIEINjaJTHUX TUIIOBA, Ma-
Tpuna Koje he dutu KopuiheHe y /1ajbeM TEKCTY.

Hedbunnunuja 1.19. Kaoscemo ga je xsagpaiina matwiunya A:

i) xoco-cumetipununa axo je AT = —A;

ii) opwmotonaana axo je ATA = 1I;

iii) Huatowentma axo je AF = O 3a nexu Gpupogar o6poj k;

iv) ugemtomentna axo je A* = A;

v) nopmaana axo je AAT = AT A;

vi) xepmuticka axo je AT = A.
Hedbununuja 1.20. Ksagpawina matipuya C = [c;;] pega n je yurauuna
matpuya (ent. cyclic matrix), axo cy dpojesu g, cy,. .., Cn1 WaksU ga je
Cij = Cj_i, 36 1 < i, 5 < n, ige cMo ca —, 03HANUAU 0GY3UMAILE TWO MOGYAY
n.

[Ipema mperxomuoj medwaunmju marpura C nma ciaegehn 00UK: IpyTra
Bpcta Mmarpurie C' ce jgo0Wja W3 IpBe HA Taj HAYUH INTO Ce OPOj C,_1 ca
MocJIe/ el MecTa Ipedald Ha MPBO, & CBU OCTAJU €JIEMEHTH IIOMepe 3a
jemro Mmecto yaecno. Ha cimyan HauwH ce u3 apyre goouja tpeha, utm. 13
[IOCJIeIbe BPCTE Ce MCTUM IOCTYIIKOM Ji0oduja mpBa Bpcta. Jlakse, Bpcre
OBe MATPHUIE Cy MUKIUIHE TIEPMYTaIFje IPBe BPCTE I1a ¢€ OBUM OQjaIllhaBa
IbeHA IUKJIMTHA TPUPOJIA U OIPABIAHOCT yBOhema HA3UBA.

Hedbununuja 1.21. Keagpatwina matwuya A pegan ce nazusa Tetrurno6om
(enz. Toeplitz matrix) axo uma jeghake épegrociiu Ha C8GKO] GUIATOHANU,
wj. axo je caegeher obauka

Qo ap - Qp-1
a_1 a
A= 0
ai
a_(pn-1) - G-1 Qo

Y @wom cayuajy xaoscemo ga je Tetaunosa matlpuua TeHEPUCAHE eAeMeH-
WUMA A (—1)y -+ 501,00, -5 0p_1, OGHOCHO HEHOM UPEOM KOAOHOM U 6P~
CTOM.
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Oznaunmo ca P ciiesiehy mepMyTaIimony MaTpHUILy Koja je IMUKIMIHA:

010 ... 00
0 1 ... 00

po |00 0| o ]
S L O1xn-1
0 00 ... 01
1 00 ... 00

Tephewe 1.1. Csakra yuksuwha Malpuya je GosuHoM matlpuye P, wj.
8AHCU

n—1
(1.6) C=coly+cP+cPP+. . 4 PP =) P
1=0

Caenehom jtemom u TeopeMoM ce oapelyjy corcTBeHe BPeIHOCTH U COTI-
CTBEHM BEKTOPU NEPMYTAIIMOHE W [MAKJINYHE MAaTPUIE, PEIOM.

JIema 1.4. Cotctueene epegroctiu Gepmymayuore maipuye P pega n cy
Lwn, w2, .., Wl (w, = e2™"), dpu wemy colictisena epegroctl Wi, 3a
1 <1< n—1 ogiosapa cotucliBEHOM BEKTLOPY

(17) Ty = Zw%ieju
7=1

19e cy e1,€s,...,e, n X 1 gextliopu ctwangapgre dase upociiopa R™.

Kopucrehu penpesenranujy (1.6) u Jlemy 1.4 moxkemo j1okazaru Teope-
MY KOja oapehyje crekrap NUKINIHE MaTPHUILE.

Teopema 1.5. Coucttisene spegroCtiy YuKAUYHE MATLPUYE gatie petpe-
senmayujom (1.6) jegnaxe cy f(w)) (1 < i < n—1), e je f(A) =
co + A+ A% + ...+ ¢ A" Coucmieenoj epegrociu f(w!) ogrosapa
coucteeHy 6extwop gatt pesayujom (1.7).

Marpuria je unitieipasia YKOJIUKO Cy joj CBE COIICTBEHE BPEJIHOCTH Iie-
nobpojue. I'pad ce nasusa unwmerpasrum (eHr. integral graph) ako my je
oxrosapajyha marpuria cyceiacrsa unrerpasna (40, 4].

Y HapeJIHOM TBphemy IpeIcTaB/baMO KapaKTePU3AIN]y TUKJIUIHIX UH-
TerpajHuX MaTPUIIA.

Heka je D, ckyn cBUX MO3UTUBHUX JIEJIUOIA OpoOja M, MambUX OJ N.
OsHaummo ca

Gn(d) ={k : nzd(k,n)=d, 1 <k <n-—1}.
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Teopema 1.6. [[ukiuuna nenetatusna matpuyae C gatia peupeseniiai-
jom (1.6), 1ge cy bpojesu ¢y, C1, . .., Cp1 PAUUOHANHU, j€ UHTLETPANHA KO U
camo je ¢; = ¢; 3a ceaxo i,j € G,(d) u upouseonru geauray d € D,,.

Ha ocnoBy Teopema 1.5 u 1.6 MoxKe ce mOKa3aTH Jia ce j-Ta COICTBEHA
Bpemuoct marpure C' MoxKe 3amucaTi Ha ciaelehn Hadna

n—1
(1.8) Aj = ;Ciwi = Z CdC(LE),

deDn,

rJie CMO Ca ¢; O3HAYUIIN BPEIHOCT ¢; 3a cBako i € G,(d) u ca c(j,n) =
> icany Wi - YI3pas c(j,n) nosHaT je mox HasMBOM Pamanyuanosa cyma
(enr. Ramanujan’s sum) (|41, ctp. 55|). Pamanyypanosa cyma ce mMoxe 3a-
mmcaT (POPMYJIOM Y 3aTBOPEHOM OOJIMKY

pln) —, __n
o(tn;) ™ nzd(n,j)’

rje ca i o3uadaamo Medujycoy dyukuujy (enr. Mobius function) medu-
HHUCAHy Kao

(1.9) c(g,n) = pltn,;)

1, akon=1
p(n) = 0, ako je n Jie/bUB KBaJIPaTOM IIPOCTOT Opoja
(—1)*, axo je n mpomsBox k Pa3AMYINTHX TPOCTHX OPOjeBa.

Moxkemo yountu cieneha ocaHoBHa cBojcTBa PamanynanoBux yHKIHT]ja
Koja he dutn Kopuihena y HacTaBKY.

Tephemwe 1.2. 3a upoussomne tpupoghe dpojese n,j u geausay, d opoja
n, 6y

(1.10) c(0,n/d) = ¢(n/d),
(1.11) e(1,n/d) = p(n/d),
p(n/d), n/de2N+1
(1.12) c(2,n/d) = u(n/2d), n/de AN+ 2
2u(n/2d), n/d € 4N
n/d d
(1.13) c(n/p,n/d) = { fw gld'
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I'pad ce nmazuBa yupkysantrum (enr. circulant) ako je on Kejnujen
rpad (enr. Cayley graph) nupkynaHTHe rpyle, OJHOCHO aKO je HheroBa
MaTpuIla cyceJcTBa mukandna. [upkyaanwny pagd G(n; S) je nedunucan
ckynoM uBopoBa Z, = {0,1,...,n—1} TakBuX Ja Cy YBOPOBHU i U j CyCEJHU
aKo 1 caMo ako je i —j = s (mod n) 3a Heko s € S. Ckym S 30BeMO CKyIIOM
cumbosa rpada G(n;S). Kako Texuinre Halmer pasMaTpama 33/ IpKaBaMo
Ha HeyCMepeHUM rpadoBuMa 0e3 MeT/bH, IpernocTaBuheMo 1a je S =n —
S={n—s|se St u0¢gS. Moxe ce younru ja je crenen rpada G(n;S)
jennak |S|. Texxuucku mupkynantau gurpad G(n; C) je Texxuncku gurpad
pesa n, 9uja je MaTpuia CyceJCcTBa MUKJINYHA, C4 IPBOM BPCTOM jeIHAKOM
BekTOpy C = (¢o,...,Cp1) € R™

VY cayuajy Herexkunckux rpadosa (¢; € {0,1}), uz Teopeme 1.6 moxke
ce Buzietu jia je G(n; C') nHTErpajial ako 1 caMo aKO BaxKu Jia Cy JIBa YBOPA
a u b cycenna yrosmko a — b € G,(d) 3a weku d € D C D,,. OnaBze cieau
J1a je MUPKYJIaHTHU T'pad ca meo0pojHUM CIIEKTPOM jeIHO3HAYHO ojpeheH
peroM n u ckynom germmnana D C D, ma ux osHauaBamo ca G, (D). Ako
je D = {1}, ouna ce rpad G, (D) nasupa yruwmaprum Kejaiujesum (eHr.
unitary Cayley) u o3nauasa ce ca X, [44, 62, 11, 6].

Cnuka 1: Ynuwapru Kejaujes ipag ca 10 wsoposa

1.4 TI'padoBcke omnepaluje 1 JeKOMITO3UIINje

Y 0BOM 0OJ1eJbKY HajIpe JajeMo IIperje] pe3yJiTaTa BaXKHUjuX rpados-
ckux onepanuja (Ipe cBera IMpoU3BOJa) U PA3MATPAMO Y KAKBOM Cy OJIHO-
Cy CIEKTpaJiHa CBOjCTBa I'PadOBCKUX MATPHUILA Ca IPpadOBCKOM MATPHUIIOM
npoussojia. Belinna pesysrara oBor nojo/ie/bka npeysera je us [54, 64].

Kponexepcru (ent. Kronecker), /Jexaptmos (eni. Cartesian), aexcurko-
agcku (ent. lexicographic product) u jaxu aposusog (ent. strong product)
rpacpoBa G u H, oznadenn ca G ® H, G x H, Ge H u GH H, pemowm,
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nedbunnity ce kao rpadosu uuju cy ckynosu usoposa V(G) x V(H), a
JneduHUNMje CKyIIoBa rpaHa cy Jjiare y ciegaehoj Taden.

TUI TPOM3BOJA | CHMOOJI ((g,h),(¢', 1)) € E(GOH)
Kpouekepckn G®H (9,9") € E(G) A (h,h) € E(H))
Jekapros GxH |(g=¢,(hh)e E(H))V((g49)e€ EG),h="H)
Jlekcukorpadcekn | G e H (9,9) € E(G)V(g=¢,(h,}) € E(H))
Jakn npomssoy | GX H ((g,h),(¢d',h)) e E(Gx HYUE(G® H)

I'padoBe G u H masuBamo daxTop-rpacdoBuma ojpehenor Tura mpou-
3BojIa. ¥ JuTeparTypu ce KpoHekepcku NmpousBoJl HAJA3U U T0JT HA3UBUMA
TeH30pCKU (eHr. tensor) u qupekTHu (eHr. direct) mpousBo.

Hedbunaunuja 1.22. Kponexepcku upousdsog matupuye A pega n u Matlpu-
ue B pega m je matipuya pega nm, y o3nauu A @ B, wuju je esemenit Ha
aosuyugu (I,J) gedunucan (A ® B)r; = A; By, 1ge ce ungexcu i, j, k u
gobujajy Kao ocWauy U KOAUMHUUY TPU gesmery ungekca I w J ca m, .
I=m@—-1)+k, J=m(G—-1)+1,0<l,k<m-—1.

Kponexepcra cyma matwwpuya A pega n u mawpuue B pega m je ma-
wpuya pega nm, y oznavu A & B, ce gepunuwe ka0 mam@puuHy 36up
Kponkepcrxux upoussoga matupuya A Q I, u B ® I, wy.

APB=A®I,+B®I,.

Y oBOM Jesly oes/bKa JajeMo pesarije usdMely rpadOoBCKHX MaTpHIia
pPa3IUIUTUX THUIIOBA MPOU3BOJA M T'PA(POBCKUX MaTpHUIA OJroBapajyhmx
dakTop-rpadosa.

Matrpuma cyceacrBa [lexkaprosor npoussoga G X H je Kpomekepcka
cyMa MaTpuiia cyceJcTBa dakTop-rpadoBa, Tj. BaxKu

Acxn = Aq @ Ap.

Hexka cy A\ )\f COIICTBEHE BPEJHOCTH Marpuna Ag u Ay 4dnje cy oarosa-
pajyliu colCTBeHN BEKTOPU VY 1 'UJH ,perom, 1 <i<nul<j<m. Tam
ce COTICTBEHe BPEJTHOCTHU U COICTBEHU BEKTOPU MATPHUIE CYCeICTBa rpada
G x H wmory uspazutu y QOYHKINUjU CONCTBEHUX BPEIHOCTHA W COTICTBEHUX

BEKTOpa MaTpuiia cycejacTBa akTop-rpadoBa Ha cieaehyn HadnH
AGXH(U,L-G ® U]H) = ()\ZG + )\jH>(UZG ® UJH)

Marpuma cycemcrsa Kporekepckor npoussoga G ® H je Kponekepcku
IIPOU3BOJI, MATPHIIA CYCE/ICTBA (PaKTOP-TpadoBa, Tj. BaXKu

Agegn = Ag ® Ap.

30



I'padoBu koju ce modmujajy kao Kponekepcku mpousso ojipehenor 6po-
ja npyrux rpadoBa y JMTEpaTypu Cy HMO3HATH Kao Kpowekepcku tpagosu.
[Ipumep Kponekepckux rpadosa cy yautapuu KejimujeBu rpadosu 3a Koje
BaxKn

(1.14) X, gpr‘l ®Xp§2 ®"'®ngk,
rae je pi'ps? - pp* kamoncka dakropmusanuja opoja n. OBa ocobuna je
kopuitherna y pajy [6] 3a Hamaykemwe XaMUJITOHOBUX KOHTYDA YHUTAPHUX

KejmjeBux rpadosa, a y jaucepranuju he dutn kopurihena 3a HaJlayKembe
CIeKTpa oBe Kjace rpadosa Ha epUKacaH HAIIH.

CorcTBene BpeIHOCTH M COIICTBEHU BEKTOPU MaTPHIIE CyceacTBa rpada
G ® H ce mory uspa3nTtu y (pyHKIIIJU COIICTBEHUX BPEIHOCTU U COIICTBEHUX
BEKTOpa MaTpPHIla cyceIcTBa (hakTop-rpadoBa

(1.15) Acon(vf @ vfl) = AN (vff @ vf').

Marpuria cycejicrsa jakor npoussoga GXH ce moxke j100uTn KoputithemeM
MaTpuIia cycencrsa (gpakTop rpadoBa, Tj. BaxKu

Acgn = Ac ® Ay + A ® Ap.

CorcTBene BpeIHOCTH W COIICTBEHU BEKTOPH MaTPHUIlE CyceacTBa rpada
GX H ce mory uspa3uTt y (pyHKIIIJU COIICTBEHNX BPEIHOCTU U COIICTBEHUX
BEKTOpa MaTpPHIla Cyce/ICTBa (hakTop-rpadoBa

3a rpadose G u H pena n u m, peioM, MOKe ce yCIIocTaBuTH cjejeha
penanuja usmelhy Jlammacose marpure JlekaproBor nmpousBoga G X H nu
JlamracoBux matpuiia dpaxTop-rpadona

LGXH:LG®Im+In®LH

Heka cy p¢ u ,uf corcTBeHe BpemHocTH MaTtpuna Lg m Ly dwmje cy
oJiroBapajyhu CONCTBEHW BEKTOPHU wiG i w]H ,perom, 1 <1 < nml <
7 < m. Tama ce comcTBeHe BPEJIHOCTH U COICTBEHU BekTOopu Jlamaacose
Marturie rpada G X H mMory u3pas3utu y GpyHKINUjU COINCTBEHUX BPETHOCTH
1 comcTBeHnX BeKTopa Jlammacose marpuie dakTtop-rpadosa Ha ciaeaehn

Ha4UH, T]. BaXKu
Lexr(wi @ wi') = (i + ) (wf” ® w]).
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Ba maru rpad G, meros suHujcku rpad (enr. line graph) L(G) je rpad
TakaB Jia cBaku 4Bop rpada L(G) upeicrappa rpany y G u jBa 4Bopa
y L(G) cy cyceana ako u camo ako muma ojarosapajyhie rpane y G umajy
3ajeJHUYKU KPajibu IBOP (Tj. UHIMIEHTHE CY ).

8a gary marpuiy cyceiacrBa A rpada G momesbeHy Ha OJIOK-MAaTPHUIIe
jeTHaKOT peja
A A
A — L Aiz)
Azy Agp
3a rpacd H uuja je MmaTpuIia cyceJcTBa jaTa ca

Aig J— A
J — Az, Az
Kaxe ce Ja je jnobujen omepanujom 3ajgenosol upebayusarsa (enr. Seidel
switching) npumemenom Ha rpad G, y osnamu SS(G).

o kpaja ojesbKa hemo maTu mpersies; MATPUIHUX JIEKOMIIO3UIIja KOje
KOPUCTUMO y PaJLy.

Teopema 1.7. (Cuexwmipaara gexomuoszuyuja, ent. Spectral decompositi-
on) Ceakxa HOPMaAHG MATLPUUA A pega n Mmodice ce Ha JeqUHCTUBEH HAYUH
Upegciiasuiliy y 00AUKY

A:)\1P1+)\2P2++>\kpk,

g€ Y A1y Aoy oy A PABAUNUTIY CKANAAGPY (Y OTULTLEM CAYHUATY KOMTUNAEKCHU
opojesu) u Py, Py, . .., P, repmuilicke ugemuoheHine Matlpuye Padausuiie
0g HYAQ MATLPUUE, 30 KOJE BAHCE PEAGULJE

PiP; = On, i # j,

P+P+---+P. =1
Teopema 1.8. (Cuniyaapna gexomtoszuyugja, ent. Singular value decompo-
sition) Ceaxa peaana mawpuya A moorce ce Ha jequnctlieer Hawur Tpeg-

ciliasuiiu xao upoussog matipuya A = UDVT, ige je mattipuya U pega m,
matmpuya D gumensuje m X n u matwpuya V' pega n 3a Koje 8axHCU

Ut =1,
Vv =1,.
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Teopema 1.9. (Lupxyaaphna gexomzosuyuja, ent. Circulant decompositi-
on) Ilpoussonna keagpatwina matipuya A pega n ce mooce Upegcliasuiniy
K@QO CYMa N UYUKAUNHUT MATPUYA €A PEAGKCAGUUJOM (KoePuuujentiu cyme
Y3UMajy 6pegroctiu n—wmol Kopenwa u3 jequnuue). Mampuya A ce moorce
3aTucatiy Ha caegehu HavuH

A= zn: Cij,
Jj=1

1ge je Cj UUKAUYHA MAWPUUQ pega . U Dj ngaZ_OHa./LH(I, MaWPUUQ 30 ’lCij
i2Jp

saotcu Dj(p,p) = e n

1.5 I'padoBcku momesn

Tpagunmona/THu HECTPYKTYUPAHU IIPEIUKTUBHA MOJIEJIA Ce HE MOT'Y Ba-
JbAHO MMPUMEHUTH HA MHOTEe MPODJIEMe U3 CBAKOIHEBHOT YKMBOTA KaJl M3J1a-
3HE TPOMEHJbUBE MOJIeJIa ITPUPOJHO IOCEYjy CTPYKTYPUPAHY 3aBUCHOCT.
Hecrpykryupanu mojenn moHekasl MMajy CTPUKTHO JedUHUICAHE TPETIIO-
CTaBKe, Ka0 IITO Cy HE3ABUCHE U WJICHTUIHO PACIIOJE/bEeHE CJIydajHe IPo-
MEHJbUBE, IITO JIOBOJN YE€CTO JIO HUCKE TAYHOCTU Y ONTUMU3AIMOHUM 33,12~
IMa MOJIeJIa. 3a PA3J/INKy OJl HECTPYKTYUPAHUX MPETUKTOPA, KOJI CTPYK-
TYUPaHUX MOJesa ONTHMHU3AIMOHN 3a/aTaK Ce CACTOJU Y UCTOBPEMEHOM
npeiBuhamy CBUX M3J1a3a HA OCHOBY CBHUX YJIA3HUX IOJATaKa, KOPUIITNemeM
OJIHOCA KOjU IIOCTOje m3MeDy BuiecTpykux ussaza. Hajuaemthe, Tu oxnocu
Cy 3aBHCHU OJ] KOHKPETHUX IPUMEHA, TJie Cy 3aBUCHOCTHU YyHAIpes jedu-
HHUCAHE W Ka0 TaKBE MOT'Y OWTH Ipe/CTaB/heHe I'PAPOBCKUM MoOjemnMa. Y
3aKJby4HBamby U3 IIPOCTOPHO-BPEMEHCKUX IIOJaTaKa, HeycMepeH!n IpadoB-
cku mozesn (Markov Random Fields) [69] u jeana muxosa HemaBHO mpe-
nyioxkena BapujanTa (Continuous Conditional Random Fields) [57] cy meby
HAjIIONy/IapHUjUM TPpadOBCKUM MOJeIMMa. ¥ OBOj JUCEpTAIUju daBuheMO
ce caMO HeyCMepeHNM T'PaOBCKUM MOJEINMA.

Y HeycmepenuM rpadOBCKIM MOJIE/IMMA, KAO TUIIOBIUMA, CTPYKTYHUPAHUX
Moziena, ceaku ofi N BekTopa odesexkja x € X C R (d je quMensuja BeKTO-
pa) uHTeparyje ca CBAaKUM OJ1 U3j1a3a y; € R, 1ITO je 33J1aT0 IPeCc/InKaBambeM
f: XN — RVN. Takobe, nznaszu uMajy apyradnjy Mel)ycodHy BpCTy yTHIIAja.
OBu oxuocu w3mely uziasa AeUHUIILY YCJIOBHY PACIONENTy Kao (DyHKIN]y
BEKTOpa odesieXkja M M3j1a3a U3 KOjUX ce MPUPOJIHO J00Uja perpe3eHTaTH-
BaH rpadoBcKku Mojies. YeioBHa pachogena P(y|x) 3a rpadoBcku Mojes
MOXKe OUTH IpeJCTaB/beHa Ha cJjejienn HadmH
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N
1
P X:—ex( Ala, y,x) + 1(8, v, ~,X>,
Oh) = Zra gy ; (@, i, ) ; (B> s %)
rjie A mpejicraBiba (DyHKIH]Y MOTEHIIAjaIa TPUIPYKuBamba K - TMMEeH3UOHATHOT
mnmapamerpa «, I tmpejacraBba PYHKIN]y WHTEPAKIUjCKOI HOTeHIHjaa L-
JIMMEH3UOHAHOT mapamerpa 3, u Z (X, «, 3) je HopMaiam3oBana (ByHKIHja
neduHUCAHA, Ca

N

Z(X,Oé,ﬁ) = /exp<ZA(aayi7X) + ZI(Baywme))dy
i=1 i

y

AconpjaruBau moreHrmjag A mMa CBpXy MOJEIHpPamba OJHOCa u3Mehy
yJla3a U U3j1a3a y MOJAIMMa, JOK WHTEPAKIINjCKHU ToTeHIujal [ penpe3eH-
Tyje mHTepaknujy u3mehy nsmaza. Y npumenama A u I ce odbuano JeduHM-
Iy Kao JIMHeapHa KOMOWHaIMja CKyma (ukcHux yHKuja fp u g;, r1e je
1<k<Kul<Il<M unpencraspajy dyuknuje ox o u 3 [46], Tj.

K
A(Oé, Yi, X) = Z akfk(yiv X)7
k=1

M
1(67'!/1" ijx) = Zﬁl.gl(yivyb}()'
=1

Jlomunammja jeTHOT OJ1 IIOTEHIIHjaJIa ce OrJIeIa KPO3 TeXKUHE PeJIeBaHT-
HuX (byHKIMja odesexja, o 1 3, Koje he dutu yrBpheHe y TOKY IpoIeca
ontumuzanyje. Texxune oy n [§; Takohe nmajy yrunaj na ¢yHkimje odesre-
XKja fr m g yHyTap cBake o (PYHKIMja TOTEHITNAjaIa, PEIOM.

Ako cy dyukmmje odesexja jedruHncane Kao KBaapaTHe (pYHKIAje O Y
[59], nmbHa dyuKImja P(y|x) nocraje rycruHa BepoBaTHONE BUIIIEMMEH3H-
onaJiae ['aycoBe pacto/iesie, rjie ce ONTUMHU3AIMOHN 33/ Y 3aKJbY INBAIbY
Mory odaBs/baTu Ha edukacuuju Hauna. OBaj Mozen je mo3HaT kao [aycos
HeycMepern rpadoscku mogesn (y gabem tekcry I'T'M). Osaj momen ce
y JmTeparypu Takohe moxke cpectn u 1oy HasmBoM Gaussian Conditional
Random Field. ¥V oBom momeny, dpyHKIMja acorujaTuBHOT MTOTEHIIHjAIA je
nedurHICAHA Ko

A(O‘7yiax) == ak(yi - Rk(X))27

1



riae je Ri(x) k-Tu HecTpyKTyWpaHU UpeAUKTOp (y MpPUMEHAMa OH MOXKe
OuTn: JMHeAapHa perpecuja, HEYPOHCKa MpexKa, UTJ.) KOju Ollemyje jean
nzJa3 y; y3uMajyhu y ods3up x, 0K je (pyHKIHja NHTEPAKINjCKOT TTOTEHITU-
jasa jgarta ca

M
(]‘16) I(ﬁvy%yjax) = - Z/Blsf,](yz - yj)27
=1

rie vaj IpeJicTaB/ba TeXKUHY u3Mely nsinaza y; U y; 3a [-Ty TeXKUHCKY Ma-
TpUILy cycesicTBa. Moxke ce KOPUCTUTH OHOJIMKO MATPHUIA KOJUKO CMaTpa-
MO JIa je HEOITXO/THO 33 MOJIEJIOBAIHE PA3IUIUTHX TUIIOBA CJIUIYHOCTHU U3Mehy
n3naza. Cajia MOKEeMO 3aKJbYIUTH JIa je yCcJIoBHA BepoBaTHONA rpadOBCKOT
MOJIeJIa JlaTa ca

P(ylx) = ﬁel‘p< Zzak(yi—Rk(X))2—ZZ@Sfj(yi—yj)2)~

’ i=1 k=1 =1 j~i

OBako nmeduHUCAHN ACOIUjATUBHA U WHTEPAKIMjCKU TTOTEHIIN]AJ OMO-
ryhaBa mMozeny jsa je ¢popma ycjaoBHe BepoBaTHOhe y cTBapu (QyHKIIHja
rycTUHEe BepoBaTHOhe MyaTuBapujaHTHe ['aycoBe pacmojierne, Tj.

1 1 Tyv—1
P(Y|X):W€l‘p(—§(y—/~b) Xy — ),

rae je ¥~ ! unBeps KoBapujamcHe MaTpHUIE, Tj.

QZQ’“+2ZZB’ h, QKO 1 =]

(1.17) =
—22@ i aKo i 7 j

n 4 O9EKHBaIbE€ paclioaesie

K
(1.18) p=3b=25) oRi(x).
k=1

Ba dyukiujy onrumuzarnuje P(y|x) u maru ckyn ynasa u usnasza D =
(X,y) = {(zi,¥:) hi<i<n, ONTUMH3AIMOHY 3a/1aTaK CACTOJU CE y MPOIEHN
napamMerapa « 1 3 Tako IITO ce yCJOBHA BepPOBATHONA MAaKCUMU3UPA, Tj.
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argmaz, g Z logP(y|x).
y

Jla Ou OonTUMHU3AIMOHN ITPOOJIEM OMO PEIIUB 3a CTBAPHE BPEIHOCTH U3J1a3a,
HOpMaJIn3aImoHa PyHKIHja 4 Mopa ouTn nHTerpadmana. OnruMu3annoHn
IpOOJIEMH U KO MOJIeJIa Ca, JIMCKPETHUM BPEIHOCTUMA, Cy YBEK PEIUBH, jep
je Z nedununcana Kao 30Mp KOHAYHO MHOT'O MOT'YNUX BPEIHOCTH Y. JeauHO
IIpeocTaao orpaHuyere je Ja Y ' dyle NO3UTUBHO ceMuiedpUHUTHA, IITO
je T0BOJbAH YCJIOB 38 KOHBEKCHOCT (DYHKIIHje TyCTUHE. JelaH o1 HaduHa, 12
ce ocurypa Jia je IpodJieM peIlnB jecTe HaMeTame OrpPaHuYdeha Y KOjeM Cy
mapamerpu o« u  Behm ox 0. Y oBOM ciiyvajy mMamMo mpodJIEM ONTHMEI3a-
nuje ca orpanndemuMa. JlaTn onTUMU3aInoOHN TPOOJIeM ca OrpaHUYehIMa
ce MOXKe KOHBEPTOBATH Y ONTHUMUBAIMOHN IPOOJIEM Oe3 OrpaHuverha, Ipu-
MEHOM TeXHUWKa u3 [57|, OJIHOCHO eKCIIOHEHIMjaIHIM TpaHcdOopMalujama
IPUMEHLEHNM Ha TIapaMeTpe o u 3.

Onrumaliny mapaMeTpu ce J100ujajy KOPUITNEheM PaJiijeHTHOT OITU-
MU3AIMOHOT MeTo/Ia (aJIropuTaM rpaujenTHor cirycra). la &u ce mpumenno
Mopajy ce Hahu rpaaujenTn (yHKIMje yCJIOBHE BepoBaTHONE, Tj. HUXOBU
napIjand U3BOJU MIPBOT PeJia

dlogP 1 1,
I = STy + 2RI (= y) + 1) + STr(Q7Y)
(1.19) da 2 2
. alo_gp__l( Trv+u”L )—l—lT (Q'L)
o5~ O Lyt L)+ Tr :

rae je Q = 2771 Kao mrro je mokazano y [59], makcumasna Bpegaoct P(y|z)

je/lHaKa je OYeKUBAY L.

ITopen HaBejeHUX TEOPUjCKUX OrpaHMYErHa, TJIABHA IIPEIpeKa y O/l-
pebhuBamy onTHUMHU3AIMOHUX NapaMeTapa MOoOJe/a y pPeaJHUM [IpUMEeHaMa,
je BeJImKa padyHCKa CJIOXKEHOCT MoJesia KaJa je OH dasupaH Ha rpadoBu-
Ma BeJIMKOT pejia. AJiropuram IpajujeHTHOr CIIyCTa 3aXTeBa U3PadyHABAbe
uHBep3He Marpuie () 3a Kojy je morpedHa Bpemencka ciaoxkenoct O(N3) y
cBakoj mreparnuju. Ako je Opoj mreparuja o3HadeH ca I, OHIA je YKYITHO
BpeMe onrtuMusaiuonor mporeca O(IN3).

Onpeheno nobosbriame caoxkenocTn je 1aro 'y [34], y kojem je pasmarpan
moziest 3a [ = 1y (1.16). OBue ykparko odjarimaBaMo Kako ce u3derasajy
PavYyHCKHU CKyIIe olepalyje HajlaXKera MHBeP3He MaTPUIE YHYTap aJropuT-
Ma TPaJNjeHTHOr CITyCTa MPUMEHOM CIIeKTPaJIHe JEKOMIIO3UIINje MATPUIIE
Q. U3z (1.17) nako je BujeTn ja ce Marpuria () MoxKe HammcaTu Ha cyejehu
HAYMH
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Q= ZakI+ZBsz7
% I

rae je L; Jlammacosa marpuma unmja je marpuma cyceactsa S'. 3a | = 1,
neka je Ly = L = UDU? cnexkTpanma nekommosuyja Jlamiacose MaTpuiie.
Kaxko je U oproHOpMasiHa MaTpHUIla OHJIA je

(120) Q=Y oxI+BL =Y aqUU" +BUDU" =U (> apl+BD)U".
k k k

Jlakie, concrBeHe BpeaHocTH Marpuie () cy
)\i:Zak+5di, zacee 1 <i<N,
k

rje cy d; AujaroHaHu eJeMeHTu oji [, 0JIHOCHO COIICTBEHE BPEIHOCTH Ma-
Tpurie L. AjnropuraM 3axTeBa oIl jeJaH KOPaK MPETIPOIECHPamba Y KOjeM
HaJIa3uMO coTcTBeHe BekTope U, Tj. M3BpIIaBa ce CIIEKTPAJIHA JIEKOMIIO3H-
Ija mpe MOKpeTama aJropuTMa ONTUMUA3AIN]E, JIOK ce TapIiijaTHI U3BOIN
npeor pefa (1.19) mspadyHasajy y JUHEAPHOM BPEMEHY IOIITO MOIY OU-
U u3pazkenu y GyHKIUjU 0] cKajgapa (ColcTBeHnX BpeaHocTu J;). Ha Taj
HaYWH ce m3deraBa MHBep3uja MaTpuile (). Bpemencka cjoKeHOCT OBOTI' MO-
nena je O(N?3 + IN). OBaj MoJeJI je 3HATHO OPKM 0J] KJIACUTIHOT MOJIEJIa,
aJTl UIaK MOJIEJT He MOYXKe JIa PaJii ca BEJIMKUM TI'padoBuMa, HAPOIUTO aKO
je IbUXOB peJl Behu 01 HEKOJIMKO XUJbaJla YBOpoBa. Takohe, TJIaBHUA HET0CTa~
TaK MOJIeJIa je CIIOCODHOCT J1a Pajii CaMo Ca jeJITHOM MATPHUIIOM CJIMIHOCTHU
necduancanom usmehy mziaza, 1j 3a [ = 1 y (1.16). Takobe, kopucrehn
penanuje (1.19) y cayuajy [ =1 u K = 1, moxkemo uzBect popMyJry

052

= =0
Oé—|-6dl ’

T T T n .
a(2y"R — y"y) — By Ly+§—;ci

IJle Cy ca ¢; O3HadeHe KOOpJWHaTe BeKTopa IpeaumkTopa R. 3 ose jen-
HAKOCTH C€ MOTIY JI00pO IPOIEHTH II0YeTHEe BPEeIHOCTU IapamMerapa « Hu
[ TPUJIMKOM IIPOIeca ONTHUMU3aInje y rpadOBCKOM MOJIEIy KOpHUIThemeM
pa3ININTUX HEjeTHAKOCTH.

37



2 TI'padoBckm momesmn dazumpanu Ha Kpone-
KEePCKUM CTPYKTypama

Y 0BOM IIOIVIABJ/bY W3JIOXKEHU CY HOBHU DPE3YJITATH Y BE3W HAJIAXKEIHA
AIMPOKCUMATUBHAX MATPUIA HUXKEr PaHTa, yIOTPedOM TIpadOBCKHUX IPO-
MU3BOJIa, KOje Om ampokcumupaJge JlamnacoBy marpuily rpada mojena u
3aJIpKaJje JOMUHAHTHA CIIEKTPAJIHA CBOjCTBA IIOMEHYTE MaTPHUIE Y IHJbY
Jnodoujama 00/bUX IHepdopMaHCcH Mojesa. ¥ MPBOM OJIeJ/bKY aHAJM3UpPaAHA
je cuekrpasina gekommosunuja Jlammacose marpuiie Kponekepckor mpou-
3Bo/la rpadoBa, ¢ 003MPOM Ha TO Ja Ce OHA HE MOYKEe OKApPaKTepPUCATH
yrnoTpedoM CIeKTpasHe JeKOMIO3uIje mheroux dakrtop-rpadosa (0oBaj
npodJIeM ce y JMTepaTypu cMaTpa OTBOPEHHM HpodsieMoM). 35or rora cy
y HACTaBKY OJle/bKa IPe3eHTOBaHe JIBa MeTOoJe 3a alpokcuMupame Jlamia-
coBor criekTpa u JlamracoBux corncrBeHux BekTopa Kpomekepckor rpada
KopucTehn crieKTpe U concTBeHe BeKTOpe (HOpMasm3oBaHux) Jlammacosux
MaTpHUIla HeroBux akrop-rpadosa. EMHEKTUBHOCT TIPEIOKEHIX METOIA
je eBajympaHa Kpo3 ojpehuBaime HBUXOBE aCUMIITOTCKE CJIOXKEHOCTH, Kao
1 KPO3 00jalllberbe IbUXOBOI MTOHAIIAka Y HYMEPUIKUM €KCIIEPUMEHTIMA
y KOJUMa Ce M3padyHaBajy JBe BPCTa MeTpPUKa: KOeUINjeHTU KOPEJaIje
3a alPOKCUMHUPAHE COICTBEHE BEKTOPE M PEJIATHUBHE T'DEIKE 33 AITPOKCHU-
MHUpaHe corcTBeHe BpeiHocTu. Takohe cy msiiokena TeopujcKa 00jalmbemha
O CTAOMJIHOCTHU AITPOKCHMAaIlja CIIEKTPa U COIICTBEHUX BeKTopa Jlarraco-
Be MmaTpurie Kponekepckux rpadosa, Ia je ¢ TUM Y Be3U JOKA3aHO Jia Ce
pejlaTUBHA TPEIIKa CMaibyje y ciydajeBuMa KaJja pejn rpada pacre, Kao
1 KaJla ce HUBO I'paHCKe ryctuHe nosehasa, 3a duxkcupanu pesn rpada. Y
JIPYTOM OJIeJbKY JUCKYTOBAHO je KaKO CBaKa rope HaBeJeHa AITPOKCHUMAIIN-
ja ytumue Ha e(dUKACHOCT MOJEa Yy CMHUCJIY TadyHOCTH OICHE ITapaMeTapa
1 Op3uHe KOHBepreHiyje rpajimjenTHe Merojie. EdukacHOCT mpeioKeHnx
MeToa he OuTH eBaJiynpaHa HyMEPpUIKNAM eKcliepuMeHTuMa Hajipe 3a Kpo-
HeKepcKe IpadoBe Mojiesia JoO0ujeHe U3 reHepaTopa Pa3/IMuUuTHX CUHTETH-
YKUX MpexKa, a 3aTuM he rpad Mojena OUTH alpOKCUMUPAH HajOTMKUM
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Kporekepcknm mponsBogoMm aBa rpada y ogaocy Ha PpodeHnycoBy HOPMY.
[Tpukaszanu pe3ysraTu Cy OpUTMHAIHE U da3upaHu cy Ha pajosuma |14, 15].

2.1 IIpomniena JlammacoBor cnekTpa mnpousBojga Kpo-
Hekepckux rpadoBa

VY mociieilbuxX JIBaJIeCeTaK TOMHA BAXKHOCT MIPOYyYaBarha CIEKTPa I'pa-
doBa, Kao U HUXOBE IpPUMeHe, 3adejleXKeHe Cy Y Pa3HUM HaydIHUM 00J1a-
cTUMa, TI0CEDHO y 00JIacCTHMa Kao IITO Cy padyHapcKe Hayke, HTepHeT
TEXHOJIOTHj€e, PAYYHAPCKU BUJI, HICTPAXKUBAIbE [10/IATaKa, BEIITAYKa NHTEIU-
TEHIINja, MYJITUIIPOIECOPCKUA CUCTEMU, CTATUCTUYKE Da3e ImojaTaka U MHO-
re jpyre. JegHo o/ BaXKHUX MUTAIba KOJUM Cy CE€ UCTPAYKUBATHU OIIITAPHO
ODaBMJIM jecTe KapakKTepu3allja CIEKTPAJHUX CBOjCTaBa I'PA(POBCKUX ITPO-
n3BoJIa KopuihemeM mBUX0oBUX (axTop-rpadosa. Ca jnpyre crpane, jeaHa
O/ HajIIpOyvYaBaHUjUX TeMa y OOJIACTH CIIeKTpa rpadoBa JeleHnjaMa je
criektap Jlarmacose marpuiie 300r eHe BuillecTpyke nmpuMene. Pesynraru
13 00JIaCTH creKTpaJjHe Teopuje JlammacoBux Marpuiia Cy HaILIA IPUMEHY
y IMHIPOKOM CIIEKTPY JAPYTUX IMPOOJIeMa, 07 CTPYKTYPAJTHUX MPOdIeMa, Kao
IITO Cy ojipehuBame Opoja pazanumbynnx cradasia, n3padyHaBamke OTIIOPHIX
pacrojama (eHr. resistance distance), HajaKeme CTPYKTYPHUX 3ajeTHUIIA,
JI0 pasanuuTUX JuHaMudkux npobiema [1, 11, 53]. Heke omnoce usmebhy
CIIEKTPAJIHIX CBOjCcTaBa I'PadOBCKUX IIPOU3BOJ/A U CIEKTPAJTHUX CBOjCTABA
BUXOBUX dakTop-rpadosa namu cMo y onesbky 1.4. Y pany [35], ayropu cy
MTOKYIIaJIu Jia uckopucte Moryhunoct Kponekepcke pernpesenTaruje rpada,
Koja je KopuiheHa Kao 3aMeHa 3a BHINECTOjHe Mpexke. Mehyrum, ayropu
Cy ce y paJly CyOumJIA ca JI0 CaJa OTBOPEHUM IIPOOJIEMOM KapaKTePHU3alliyje
Jlamtacosor criekrpa Kponekepckor mpoussosa jiBa rpada xopurihemem
JlammacoBor crekrpa dbaxrop-rpadosa. Y [5], ayTopu Cy 1aJu eKCILUTUINAT-
Hy TOTIyHY Kapakrtepusarmujy JlamracoBor crmekrpa Kponekepckor mpon-
3BOJIa JiBa I'pada y HEKUM CIeIujaJHuM ciaydajeBuma. llomro ce ynnm ja
ce ekcrymmiuTHa GOpPMysa He MOXKe JIOOUTH y OINIITeM Ciydajy, y [64] cy
ayTOpU Pa3BUJIN eMIINPUjCKe MeTo/ie 3a mporieHy Jlammacosor ciiektpa Kpo-
HEKepCKUX rpadoBa U3 CIEKTPAJTHUX CBOjCTaBa IbUXOBUX (PaKTOP-TpadoBa.

Y OBOM 0/1e/bKY pa3BHjaMO aJTepPHATUBHE MPAKTUIHE METOIE 3a MPOIle-
Hy JlamracoBor criekTpa u concTBeHHX BeKTopa KpoHekepckor mpousBojia
nBa rpada. Moxke ce IpUMETHTH Ja IPOIEHeHe COICTBEHE BPETHOCTH U
COTICTBEHHU BEKTOPHU OBUX AITPOKCHUMAIINja MOKA3Yjy Pa3IUUUTO HOHAIIAHE
y 3aBHUCHOCTHU OJ BpcTe rpadoBa Ha KOojuMa cy npumermene. EdukacHoct
[IPEJJIOKEHNX METOJIa Ce OIErY]y KpPO3 HyMepudKe eKCIIEPpUMEHTE, TJie Ce
eKCIIepUMeHTH u3Bosie Ha Tpu Bpcre rpadosa: Epmgom-Penn (enr. Erdos-
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Rényi), Bapadamu-Anbepr (enr. Barabasi-Albert) u Baru-Crporar (enr.
Watts-Strogatz), mok cy auson rpanckux rycruna 10%, 30%, u 65% (6poj
rpata rpada y oJHOCy Ha OpOj rpaHa KOMILIETHOT Tpada Jaror peia). Ta-
kobhe he dutu yrnopeheno nonarame pa3InInTUX ATPOKCUMAITHOHIX METO/Ia
u3 qurepatrype. Hajmpe, najemo emnupujcke u Teopujcke jgokase ja ce Kpo-
HEKepPCKU TPOM3BO/I COIICTBEHNX BEKTOpa (HOpMasm3oBaHuX) Jlammacosux
MaTpuia akTop-rpadoBa MOXKe KOPUCTUTH Kao AIPOKCUMAIIUja 38 COTI-
crBeHe BekTope JlammacoBe marpuite Kponekepckor mpounsBojia rpadoBa.
To ce moxke ypaauTn yrnopehuBameM KoeduiirjeHaTa Kopesalije KOju OJl-
roBapajy alrpoKCUMUPAHUM BEKTOPUMA 3a CBE AIIPOKCUMAIINje V OHOCY Ha
pa3uduTe TUIIOBE U HUBOE I'PAHCKUX T'ycTuHA rpadosa. [lame, j1a du ce Te-
cTUpaJa OJIMCKOCT TIPOIEHe Yy OJHOCY HAa OPUTHMHAJIHE COIICTBEHE BPEIHOCTH
Jlammacose matpuiie Kponekepckor mpounsBoja rpadoBa 3a 00e arpoKCH-
Mallgje, IMPe3eHTOBaHe Cy pa3juke nm3mely mUX y TePMUHHUMA PacIofesia
penatuBHux rpemmaka. [lokasyje ce /a je pacrojiesia pelaTUBHUX T'DEIaKa
n3Melhy mpoIemheHnX 1 OPUTHHAJHAX CIIEKTapa CTAOUIHA M PABHOMEPHO Pa-
criopehena oko 0 3a cBe Tunose rpadosa. Takohe hemo npesenToBaTn 10Ka3
Jla 00e alpoKCcHMaIlije J1ajy padyMHe mporieHe JlariacoBor crekTpa, jep ce
peJIaTUBHE T'pEIIKE MPOIEHHEHUX COICTBEHUX BPEIHOCTH HAJA3€ Yy OICery
+10% 3a 3nauajuy BelimHy COICTBEHUX BPEIHOCTH M TO CA MAJIMM BapH-
janmumjama y 3aBHCHOCTH OJI THUIa W HUBOA TI'paHcKuX TyctuHa. lllTasurme,
JIOKa3yjeMo Jia ce MPOIEHTH Tpelraka CMambyjy Kaja pesn rpada pacre wim
ce HUBO TpaHcke rycrune nosehasa 3a Epjom-Penn pangom rpadose (ucto
TBpheme ce MOXKe MOKA3aTh U 3a OCTajie TUIIOBE CJydajHuX rpadosa).

2.1.1 IIpouena cnekrpa kopuiithemeMm KpoHekepckor mpousBoga
concTBeHUX BeKropa JlanmacoBux marpuna dakrop-rpadosa

Y nabem TekcTy hemo odjacHUTH MOTHBAIM]y U TIpeTnocTaBke u3 [64] 3a
yBobheme mpejiioxkene arpokcnmaiiuje. Jlammacosa marpuria Kporekepckor
pon3Boia rpadoBa je gaTta ca

Leon = Degn — Acen
= (Dg ® D) — (Ag ® Ap)
=Dec® Dy — (Dg — Lg) ® (Dg — Ly)
=Lc®Dyg+Dg® Ly — Lg® Ly,

(2.1)

rjie cy Ag n Ay TeXKUHCKe MaTpHIle cycesicTsa, a Dg u Dy cy aujaroHaiHe

Marpuile creneta rpadosa G u H, peioM, 9uju Cy PeIOBH 1y U Mg, PEIOM.

Uneja 3a mpejjioykeHe anpoKCUMAaIlfje CACTOjU Ce Y TPETIIOCTaBIU Jia Ce
a H

BEKTOpHU UJG®UJH w;, U W, CYy IPOU3BO/HLHHN COIICTBCHMN BCKTOPH MaATpPHUILA
? J ? J
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L w Ly, peoM) MOTYy MCKOPDHCTHTH KaO 3aMEHa 3a CTBapHE COICTBEHE
BekTOpe LGgy. Heka cy We m Wy kBamparHe marpulile pejioBa ni U Ng,
peJioM, Koje cajprKe cBe BEKTOpe wS u wf y KOJIOHOMa, MaTPHUIIA, PEIOM.
Kopucrehnu (2.1) u anpokcumanujy DoWa ~ WeDg n DgWy ~ Wy Dy,
HaKOH Kpaher padyHa MOXKe ce JOOUTH peJialuja

(2.2)
Laer(We @ Wy) = (We @ Wg) (AG Dy + Do @Ay —Ag® AH)7

e cy Ag u Ay nujaronasne mMaTpuile KOje Ha JIMjArOHAJIU CaJIPIKe COII-
cTBere BpepHocTH 1S MaTpure Lg n ;LJH matpuiie Ly, pegom. U3 mocesme
jenHakocTH, arnpokcumupanu Jlamracos criektap rpacda G ® H Moxe dutn
U3padyHaT Kao

(2.3) piy = {pdf + d7 gt — ',

rJjie cy diG u de JujaroHaJiHu ejgemenTu marpuna Do u Dy, penom. Ka-
Jla ce COICTBEHE BPEJIHOCTU COPTHUPAjy y pacTyhem pejociely, Jodouja ce
XEyPUCTUYIKA METO/Ia Koja je HajepuKacHuja.

U3 (2.3) ce jako MOXKe BUJIETH Jia MPOIEHEHN CIIEKTap YBEK UMa COII-
cteery BpexmocT 0, jep ako je puS = 0 m ,uf = 0, onza je m p;; = 0.
MebyTum, y [64]| HEje KOMEHTapHCAHO Jla JIU Cy CBE OCTaJe MPOIEHH-EHE COTI-
cTBeHe BpeIHOCTH [i;; Behe min jennake 0. IIpumernmo ga ce (2.3) moxke
npedopmysmcaT Kao

o
2
Axo je rpad perynapaH, OHIA Cy alCOJyTHE BPEIHOCTH FHETOBUX COII-

CTBEHUX BPEJHOCTH MAaTPHUIIE CyCeICTBa Makbe WU jeTHAKE PeryJapHOCTH

rpacda (mpema [lepon-®podennjycoBoj Teopemn), ma je Ha OCHOBY TOTa ja-

cuo u3 nedbunuryja Jlamracose marpure ma cy cse Jlamiaacose comctse-

He BPEJIHOCTHU Maihe WIH jeJIHaKe JTBOCTPYKO] BPEIHOCTHU peryaapHocT. To
il
o 2
G~ .
ud; > =, a camum TIM 1 fi;; > 0. Y cienehem genmy Jokasyjemo jga cy
OBe COIICTBEHE BPEJ/IHOCTU HEHETaTHBHE Y OIIITEM CJIy4ajy.

[Mpumenom Teprropunose Teopeme o Kpyrosuma (enr. Gershgorin circle

theorem) ma JlamiacoBy marpuiry, MOXKeMO JOOUTU CAMO HEjeTHAKOCT dfl —

G
)+MH(d.G_’%) sal<i<ng,1<j<n,

s (! (ds

mojipa3yMeBa Jia y cay4ajy kaga cy G u H perymaphu, BaxKu Jia je df >

G

“w

> 0 (wmm exsuBasientao 1S < 2d¢). Bamcra, Kako CBaKa COICTBAHA
2 ni ni ’

BpeHOCT Ny X ny Jlammacose marpurie L = (I; j)1<i j<n, JI€KHU yHyTap yHUje
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Kpyrosa ca menrpuma y l; = d¥ u nomynpeununuma R; = df (R; je
30Up alCOJyTHUX BPEIHOCTU HEINjarOHAHUX €JIEMEHATA y 1-TOj BPCTU 3a
1 <i < ny), He MOYXKEMO 3aKJbY9UTH J]a CBaKa COICTBEHA BPEIHOCT [ JTexKn
y Kpyry ca mentpom y d¥ u nosmynpeanukom d<, tj. uf < 2d%, 1 <i <mny—1
(cmka 2) .

Hejemnaxoct puf < 2d¢ ce moxe noxasarn kopucrehn Courant-Fischer
TeopeMy 3a CBaKH WHJIeKC ¢. Hamme, Jtako je BujeTn fa ce kBajparHa gpopma
2T Lz Jlanmacose Marpuiie L 3a IPOM3BO/bAH BEKTOP T = (T1, T, ..., Tp,)
MOYKe 3alucaTu Ha cjejiehn HavImH

xTLm—ZdGQ—Q Z xj.

(4,7)€E(G)

Cana, xopucrehn HejemnakocTn usMmel)y apuTMeTH4IKe U reOMETpPUjCKe Cpe-
mmEe 3a T; U xj, 2z < x? + :1:2 BaXKu 1a je —QZ(ijeE rix; <

2711 dJsz u crora z! Lz < QZnil dJG x2. rasume, ysumajyhu y odzup
r € R x{0}"" C R", umamo y oBoM ciiy4ajy ja je z! Lz < 2 ijl dSas <

2d%||x||?. Konauno, mpema Courant-Fischer Teopemu mmamo na je uf

max e o 200 g (Beh cMmo momeHnynn Ja je HU3 cTEleHA
kerx (0 S T = 24, A

pacryhu, na je saro dff < --- < df).

M2 M3

Cruka 2: I'epmropunoBu jguckoBu 3a JlammacoBy maTpuity

Anpokcumaryje u3 [64] cy ussesene y3 oapehene anpokcuMaTHBHE IIpeT-
IIOCTaBKe, aJIi U3 eMIINPHUjCKUX JI0Ka3a J00PO MOHAIIaIhe IIPOIEHEHNX COTI-
CTBEHHUX BPEIHOCTH M COIICTBEHUX BEKTOPa je mpuMeheno 3a oxpehene Kiace
rpacdoBa KOju JJ0OPO allpOKCUMUPAjy peaiHe MPeKe.

42



2.1.2 IIpounena cnekTpa KopunihewmeMm KpoHeKepcKoOr IIpou3BO-
Jla COIICTBEHUX BEKTOpa HopMaJim3oBaHux JlamiacoBux ma-

Tpuna dakrop-rpadoBa

Y 0BOM O/IeJbKY Ce Tpejijiayke aJITePHATUBHU IIPUCTYII 3a TporeHy Jla-
mracoBor crnekTpa Kponekepckor mpousBojsa rpadosa. neja monaszu us
YUeHUIlEe Jla ce HopMaJjm3oBaHa JlarmmacoBa marpuiia Kporekepckor mpo-
M3BOJIa IpadoBa MOXKe IPEJICTABATH Y (DYHKIMjU HOpMaan3oBaHux Jlaria-
coBux mMarpuia gpakrop-rpacdosa. [lltasumie, y Hekum ciydajesuma Kpone-
KEPCKH IIPOU3BOJ COIICTBEHUX BeKTOpa L u Ly /aje 00/be allpOKCUMAIIA]e
3a comcTBeHe BeKTope Lagy 01 KpoHekepcKor mpon3Bojia COIICTBEHUX BEK-
topa marpunia Lg u Ly. Caga hemo jeraspHuje 0d0jacHUTH MOTHUBAIU]Y U
IIPETIIOCTABKE 3a OBaj HOBU IPUCTYII.

Ha ocuoBy nedununuje Hopmaanzopane JlamaacoBe MaTpuile 1 pejiamy-
je (A®B)™' = A7'®@ B!, Baxu 5a ce HopMammzoBana Jlamiacosa MaTpuIa
LGon MOXKe 3aucaTi Ha caeenn HadImH

_1 _1 _1
Loon = In, @ In, — (D> @ Dy?)(G @ H)(Dg? @ Dy2).

Kopucrehnu csojerBo Kponekepckor npoussona marpunia, (A® B)(C®D) =
AC ® BD, name nodujamo

N

Loon = I, @I, — (Dg*GD.?) @ (D> HDy?)
I, ®I,, — (In1 — £G) &® (In2 — EH).

Heka cy {A7} u {\} concrsene spenmocrn marpuna Lo u Ly, ca
oxrosapajyhum concrsennm sexropuma {vf'} u {v'}, te je 1 < i < my
nl < j < ng. Oznaunmo ca Ag m Ay aujaronajHe MaTpuile Yuju Cy
nujaronasHu eeMenT spegnoctu 1 — AF u 1 — )\f , perom. Taxobe, ca Vg
u Vg O3HaYMMO KBaJpaTHe MaTPHUIE KOje CapKe viG u v]H Kao BEKTOpEe
kosiore. [Tomohy crekrpasne nekommosunumja marpute (I, — Lg) @ (I, —

L), 13 TOPIE jeTHATNHE CJIEIH Ja je

Loon = In, @ L, — (VaAaVE) @ (VyAg Vi)
(2.4) =1, @1, — (Vae®Vy)(Ag @ Ap) (Ve @ Vi)
= (Ve ® Vi) (In, ® I, — A @ Ay ) (Ve @ Viy)T,
nomro je (Vo @ Vi)(Ve @ Vi)' = I,,n,- OBo nasse ummmmupa ja HOp-
MaJim3oBaHa JlarmracoBa marpuria KpoHnekepckor mpousBoja rpadosa nma

{1-(1-XF)(1— M)} xao concrsene speauocru u {v @'} kao coucrsene
BEKTODe.
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Cama osnasmmo ca A = [, ® I,,, —A¢ ® Ay u D = D ® Dpy. 1odpo
je IMo3HaTO Ja HOpMaJIM30BaHa JlammacoBa MaTpuila MOKEe OUTH H3PaskeHa,
y dyukiuju Jlamracose marpuie kao L = D :LD 2. [IraBurre, kKako je
Lq®H(VG ® Vli[) = L?%£G®HD%(1VG ® Vi), xopucrehn mpermnocraky Ja je

DiVe = VgDE u D3 Vy ~ Vy D}, u3 (2.4) nape n3Bogumo

N

Loon(Ve ® Vir) & D? Laon (Ve @ Vi) D7 = DiA(Ve @ Vi) D5
Konauno, npumersyjyhu ucty nmpermnocraBky 100ujamo
(2.5) LG®H(VG ® VH) ~ (DA)(VG & VH)

YHyTap mpBor mapa 3arpajia Ha JIeCHO] cTpaHu penanuje (2.5) je mumjaro-
HaJiHa Marpuia DA Koja Hac Boau A0 moTeHnujaaHe popMyie 3a IPOIEeHY
Jlamracosor criektpa Kporekepckor mpoussosia rpadosa, J0K 3a 0J1roBapa-
jyhe corcTBeHe BEKTOpE MOYKEMO KOPUCTUTHU COIICTBEHE BEKTOPE HOPMAaJIU-
zoBanux Jlamnacosux marpuiia Kporekepckor npounssoa rpadosa. Crora,
norennujaHa dopmysia 3a nporeny JlamracoBor crekrpa Kponekepckor
IIpou3Bo/Ia rpadoBa u3rjeia

Mij = {1-01- )‘?)(1 - Af))d?df}

2.6
(26) = {(\Y + X = AN afdl'y.

OBe ampokcuMupaHe BPeIHOCTH Cy oduryieaHo HeHeratupHe. [llTaBurre,
HajMama colcTBeHa BpemHocT JlammacoBe marpuriie jeanaka je 0, Kao u
y CJIydajy alpOoKCUMHUPAHOr crekTpa u3 (2.6).

Camano Kao y [64] oBa anpokcumarja uMa CBOJjCTBO J1a je PeJ0CIes 3a
v¥ m v]H y Vg u Vi (u crora A\ u )\f ) He3aBUCAH O] PEJIOC/Ie/Ia TBOPOBA
y Dg u Dy, pegom, Te Ou OMJIO HETPAKTUYIHO MOKYIABATH Jla ce ImpoHahe
IIpaBu ONTHMAaJHHU Topejak. TecTtupaHo je ciegehux IeT XeypUCTUUKHX
MeTOo/[a KOje KOPHUCTE CaMO CTelleHe U COICTBEHE BPEIHOCTU (PaKTOp I'pa-
doBa: Hexopesucanu pPeqgocaeg, KOPeaucaHy Pegocae], KOPEAUCAHY PEJOCAE]
Ca PAHGOMUIAUUJOM, GHITTLUKOPEAUCAHU PEJOCAEY T AHTULUKOPEAUCAIHYU PEGO-
CAEg €O PAHGOMUIAUUJOM. Y CBAKOM OJI METO/a Ce€ IPETIOCTaB/ba Ja CYy
mmzoBn creniena (dS m d]H ) Beh coprupanu y pacryheMm moperky, JTOK ce
peocytes; conertsernx BpeanocTn (A u )\JH ) Mema Ha rope OIHCaHe HAYU-
ne. McnocraBuiio ce jma cy HajepbukacHmje MeTO/ie OHEe Y KOJUMa Cy CTEIIeHU
W COICTBEHEe BPEJIHOCTU JUPEKTHO Kopesucanu (A u )\f Cy COpTHpaHe y
pacryheM MOperKy ), MITO je CAUTHO AMTPOKCUMAIIMOHOM CIIEKTPY JTO0OHjeHOM

y [64].
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2.1.3 I/Ispa‘{yHaBaﬁ.e IIponemeHnX COIICTBEHUX BPEeJHOCTHU 1 COII-
CTBEHHX BEKTOpa

Y 0OBOM OleJbKYy IIPE3EHTYjeMO pe3y/ITare KOju IIOKa3yjy IIOHAIlaibe
HpO]_LeH)eHI/IX COIICTBEHUX Bpe,ZLHOCTI/I n COIICTBEHHUX BeKTOpa, KOpI/IHIheH)eM
HpeTXOﬂHO HpI/IKaBaHI/IX aHpOKCI/IMaHI/Ija n HOpeﬂI/IMO nux Cca OpI/IFI/IHaJ'[HI/IM
BPEIHOCTUMA, ¢ OO3UPOM Ha, Pa3JINYNATEe TUIOBEe I'padoBa U pa3auduTe HU-
Boe rpaHcKux ryctuHa. OBUM eKCIIepUMEHTHMa /b HAaM je J1a ITOKasKeMO
caenehe:

® KOJINKO CYy OPUTMHAJIHU COTICTBeHU BeKTOopH Jlarmnacose marpure Kpo-
HEKEPCKOr' IMpou3Bojia TrpadoBa OJyimcku mporemennM. /la ducmo To
YPaJUIN PadyHaMO PAacIoJIesly BEKTOPCKUX KoeduimjeHaTa Kopea-
muje msmehy vF @ v u Lagn (v ® vf') kao mro je o ypaheno 3a
coTICTBEHe BeKTOope wS ® wf y [64]. ¥ ocrarky omepKa jajeMo em-
NUPUjCKe U HEKe TEeOpHjCKe JI0Ka3e Jia COIICTBEHU BEKTOPU viG & U]H
Takohe Mory OuTu KopuiiheHn Kao alpoKCUMallije 3a COICTBEHE BEK-

Tope Laou;

® KOJINKO Cy IIPOIEIh€HE COIICTBEHE BPEIHOCTU OJIMCKE OPUTHHATHUM
colcTBeHNM BpegHocTuMa JlarmnacoBux marpuia Kporekepckor mpo-
n3BoJia rpadoBa 3a 0de ampokcuMmanuje. Ha ocHoBy ojroBapajyhux
nporiera crekrapa (2.3) u (2.6), pasiuka usmel)y polemeHnx U Opu-
FUHAJHUX CIIEKTPa je NpUKa3aHa Yy TEPMUHUMA PACIIOese PesaThB-
HUX Trpermaka m3mehy mux. Od0e ampokcuMmalyje Cy ajie pasyMHe
nporere JlammacoBor crekTpa ca peaTUBHUM TPelrKaMa, y OICery
+10% 3a Behuny comncreennx Bpeanoctu. OBa BPEIHOCT I'PEIIKE Ba-
KW U 3a peTke rpadose. Moxe ce MpuMeTUTH Jia je 0Ba I'PEINIKa, jOII
Mama 3a rymhe rpadose, Tj. ma je y oncery £5% m +2% xama cy
uuBon rpanckux rycruna 30% um 65%, pemom. Takohe cmo mpume-
TUIN JIa je MeJIdjaHa peJIaTUBHUX I'pelraka mporemeHor JlamacoBor
CIIEKTpa CTAOW/IHMja HEro y CJIy4ajy CIEKTPa KOju je MPEJJIOKEH Yy
[64]. ITITasumie, najeMo TEOPHUjCKO ODjallllbere 3aIITO IIPOIEHTYAJI-
He T'peIIKe alPOKCUMUPAHUX COIICTBEHUX BPEIHOCTH KOje OJATroBapajy
v¢ ®vjH 3a paHjioM rpadoBe 0CTajy OJINCKUje CTBAPHUM OYeKUBAHUM
BPEIHOCTUMA ¥ CJIyYajy Kajia peJ rpada pacte Wiu ce HUBO IPAHCKE
ryctuHe noBehasa.

Excnepumentu cy u3Benenn na tpu tuna rpada: Epmgomr-Penn, Bapabda-
m-Adept u Barn-Crporatii, 70K HUBOM I'DAHCKHX T'YCTHHA BapUpajy y
orcery 10%, 30%, u 65%. Penosu rpadosa G u H o3Hadenu cy ca ni u
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N9, PEJIOM, U EKCIIEPUMEHTHU C€ CIIPOBOJIE TPU IIyTa 3a BPETHOCTU PEIOBa

(n1,mn2) € {(30,50), (50,100), (100, 200)}.
Epnomm-Penn u Bari-Crporari rpacdoBu

OBze ommcyjeMo TOHAINAE MPOIEHEHNX COMCTBEHNX BEKTOPA M COII-
CTBEHUX BPeHOCTH 3a 00e Kiace rpacdosa, Epmom-Pern u Bari-Crporarr,
IIOIITO ce KoeUINjeHTH KOpeJiallije IMPOIEHEeHNX CONCTBEHUX BEKTOpa U
pacro/iesie peJIATUBHUX I'PEIIaKa IIPOIEHEHUX COIICTBEHE BPEIHOCTU IOHA-
ajy CJAUYHO 3& UCTY €KCIIePUMEHTAJIHY MOCTaBKY. Takohe cMo mpuMmeTuin
HEIIITO Mabe rpernke y ciay4ajy Barm-Crporarir rpadoBa y oHOCY Ha CIIy-
qaj Eppom-Penn caywajuux rpadosa. 3a gary JlammacoBy marpuiy L,
JlaJbe Y paJIy IMOJI TEPMUHOM KoeUIjeHT KopeJsialiije KOju oJiroBapa mpo-
M3BOJHHOM COIICTBEHOM BEKTODPY ¥, O3Ha4UnheMo KoedUIjeHTe KOpesalyje
u3melhy BekTopa x u Lz. Takobhe ce MoxKe TpUMETUTH J1a je ODJIMK pacIo/ie-
Jle peJIaAaTUBHE T'PeIKe 3a OBe JiBe I'padOBCKE TOMOJIOTHje KOH3UCTEHTHUjH
(6e3 HAIMX CKOKOBA) 3a MPOIEH-EHN CIIEKTap KOjU OJroBapa COMCTBEHUM
BeKTOpuMa v ® vf , Y OJTHOCY 3a IPOIEH-EHN CIEKTAp KOjH OJroBapa COI-
CTBEHIM BeKTOpuMa WS ® wf . Hajpe nipesicraB/bamMo ekcriepuMeHTaJine, a
3aTUM U TEOPHjCKE Pe3yJITaTe 3a MPOIEHEHE COICTBEHE BEKTOPE U COIICTBE-
e Bpeanoctu Eppom-Penn cioy4dajunx rpadosa.

ExcnepuMmeHTasTHU pe3yJ/iTaTu 3a IIPOIEEHE COIICTBEHE BEKTOPE

Mozke ce Buzernu aa je wl @ wi comncrsenu BexTop o Lasn, rie cy wl

u wil concreenn BexTopu 3a Lg u Ly, pesioM, KOji oJroBapajy COTCTBEHO]

Bpeauoctu (. 3amcra, MOIMITO je J00PO MO3HATO Ja je le =1g, wi = 1y,
DglG = AglG n DHlH = AHlH OHIa ,HO6HjaMO a je

Loon(wf @wi’) = (Dg® Dy — Ag ® Ap)(le ® 1y)
= Delg®Dylyg — Aglg ® Aglyg = 0.

1 1
Camaro moxkemo nokazatu J1a L - Déle =0u Ly - D71y = 0. Sancra,
IMaMO Ja BazKN

1 1 EER
Lo -Dile = (Ig— D AcDg?)(Dle)
1 1
— D2le - D, Acle
1 1
— D21 — Dg*Delg = 0.
1 1
[pema Tome, 3a v¥ = D3l u vl = D31y ue Baxu na je v¥ @ vff

COIICTBEHH BEKTODP 0l Lggp. Mmak, y ucnuTuBamuMa H30CTaB/baMO Koe-
dbunujent kopenammje Koju oxrosapa sexTopmMa wl @ wil m v @ v y

46



HapeIHUM €KCIIEPUMEHTAHUM ITOCTABKAMAa, jep ce MOXKe eKCILJIUITUTHO W3-
padyHATH IPBU COICTBEHU BEKTOD 011 L. IllTaBurme, He MokeMO TBP/IU-
TH y ommrreM ciaydajy (Ha npumep, kaja rpadosu G u H Hucy perynaphun)
Ja ce DUJIO KOjH JPYTH alpOKCHMAIMOHH BeKTop wi & wi mmm v¥ @ vlf
ITOKJIAIla, C& CTBAPHUM COIICTBEHUM BEKTOPOM O Lag -

IIpBu ckymn ekcriepuMeHaTa je n3BeJIeH 3a nmopeheme COCTBEHNX BEKTOPa
JIBE TIPEJIJIO’KEHE allpOKCUMAIlje Ha PETKUM rpadoBUMa, Tj. IOHAB/HAHEM
CJIMYHOT eKcriepuMeHTa Kao y [64] y kojem cy yzera jasa ciayuajua Epor-
Penn rpada koju umajy 50 usoposa (100 rpana) u 30 usoposa (90 rpana),
penom. Jlako ce Moxke BHUJIETH Jia Cy HUBOM I'DAHCKUX T'YCTUHA OBUX T'Da-
dosa oko 10%. Ha caunum 3 (seBu 7e0), MOry ce BuJeTH TiaTke (DyHKIIje
rycTUHa BepoBaTHOha KoedullmjeHaTa Kopesaluje n3Mel)y HaBeJIeHUX COTI-
CTBEHUX BEKTOPA HA OCHOBY II€T HE3aBUCHUX HYMEPUUYKHX €KCIePUMeHATa.
Kopucrehu nomenyre napamerpe 3a mporiemene JlamacoBe corncrBene Bek-
Tope v ®vf , KoepuIjeHTH Kopealyje cy y Behunu ciaydajeBa usna. 0,8,
JIOK Cy MaKCUMyMU (bYHKIIHja IOCTUTHYTH 3a BpeaHocTu u3na 0,9 (3esene
nyHe JuHuje). 3a ucre rpadose onpehenn cy koedwunmjenTn Kopesarmje
COTICTBEHUX BEKTOPa v ® UJH n y Behunu ciy4ajeBa cy usnan 0,7, mok cy
MaKCUMyMU TIOCTUTHYTH y oncery usmehy 0,8 u 0,9 (miase nyue jimHuje).
IraBurre, Ha cauiuy 3 ce MOXKe BUIETH Ja ¢€ KOePUINjeHTH Kopealje 3a
COTICTBEHE BEKTOPE viG ® vf ropehaBajy u Ja ce BUXOBU I'padUIM TPAHC-
aMpajy yaecHo (mpeMa BpeTHOCTH 1) Kaja ce HUBOM I'DAHCKHUX TI'YCTHHA
nosehiaBajy (cpefmu u jecHr Jeo nMpuKasyjy rpaduke 3a HUBOE IPAHCKUX
rycruna o1 30% u 65%, pemom).

Mozke ce TpUMeTHUTH Jia Cy BPeIHOCTU KoedUIllnjeHaTa KOpesalyje Koju
ozrosapajy concrsenum BekTopuma vf @ v n wf @ wl cumerpumano yu-
CTpUOyMpaHe OKO MAKCUMyMa U J1a FbUXOBE IJIaTKe (DYHKIMje TYCTUHE BEPO-
BaTHOhA KoedwuIimjeHaTa Kopesaluje u3rieaajy Kao rycTuHa BepoBaTHoOhe
dyHKInje HOpMAaJHE pacnojiesie. 3aucra, npema [IupconoBoM Xu-KBapaT
TecTy Jsodujamo Ja Behmua koedwuiujeHata Kopesaluje KOju O/roBapajy
COIICTBEHUM BEKTOPUMA ’UZ-G ® vf u wiG & wf npunajga (puToBaHO] HOPMAJI-
HOj pactojienu 3a p-Bpeaaoct o 0,05. Kajga cy HUBOM IpaHCKHX T'yCTHHA
10% 3a oba rpada, 1380 ox 1499 koedunmjenara Kopeaanmje KOju OAro-
Bapajy CONCTBEHNM BEKTOpHMa v\ ® vf[ NpUIaIajy GUTOBAHO] HOPMAJIHO]
pacnogenn. 3a HuBoe rpanckux rycruna ox 30% u 65%, 1471 u 1496 oxn
1499 koedunmjenara Kopealuje Mpuiaaajy GuUToOBaHO] HOPMAaJIHO] PaCIIO-
nmemu, penom. Ca jgpyre crpane, Kaja cy HuBoM rpaHckmx rycruua 10%
3a 00a rpada, 1488 ox 1499 koedurmjenata Kopesamuje KOju OJroBapajy
COIICTBEHUM BEKTOPHMA, wiG ® w]H IPUIAJIajy (pUTOBAHO] HOPMAJIHO] PACIIO-
nmemu. 3a HuBoe IpaHckux ryctuHa on 30% u 65%, 1476 u 1486 omx 1499
KoeduInjeHaTa Kopesalije MIpuIaaajy (puroBaHO] HOPMAJIHO] PACIIONE/IH,
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Cauka 3: Oyukimje rycTuae BepoBaTHohe koeduiinjeHaTa KopeJialmje u3-
mehy wf @ wi' u Legn(w ® wi') cy npencrasibene seneHoM myHOM Jju-
mjom, 10K msMehy v¥ ® vf[ 1 Logn(v8 @ vf ) Cy UPEeJCTABJbEHH ILIABOM
nyHoM jimHujoM. PyHKIMje I'yCTUHe BepoBaTHONE Cy HAI[PTAHe 3a CBAKYy OJ]
HuBoa rpanckux rycruna 10%, 30% u 65%, pecniekrusno, 3a Epmom-Penn
ciyudajae rpadose ca 50 u 30 yBoposa.

pesom. IllraBure, 3a 0da BEKTOPCKa IIPOM3BOJIA Ce MOXKE JIONU JI0 CIUIHOT
3akJbydKa y ciy4dajy Epmom-Penn ciydajunx rpacdosa koju nmajy 50 u 100
uBopoBa, kao u 100 u 200 uBoposa.

Teopujcku pe3yjTaTu 3a MPOIEHY COIMCTBEHUX BEKTOPA

YBUIIOM y nU3BejieHe eKCIEPUMEHTE MOXKe ce MPUMETHUTH Ja Cy HeKe Of
BPEIHOCTHU KoedUIlrjeHaTa KopeJsalije Koje 0JAroBapajy arnpoKCUMAITMOHUM
BekTOpuMa WS ® ij MehycobHno jemnake. 3amcra, MOXKEMO EKCILIUIIUTHO
OJIPETUTU BPEIHOCTU KoeduInjeHaTa Kopesalyje KOju O/lroBapajy BeKTO-
puma w?@wﬁ nw® @wil 3a2<j<ny,u?2<i<ng, nnokasaru ja He
3aBHCE O] BEKTOPA wf un wS. Y nameM TeKCTy J0Ka3yjeMo Ja cy Koedum-
jeRTH Kopesalyje Koju oiroBapajy BekTopuMa wi ® wf 1w @ wil zasuce
camo og, crerieHa uBoposa G u H, penowm.

Teopema 2.1. Koepuyujeniu xopeaayuje 71 (2 < j < ny) xoju ogiosa-
pajy sexopuma Logy(lg ® wf) ule® wf CY JegHaKU 8PeEGHOCTIU
d?+...+d§1
n1

2 2
dF 4 4dS)

ni

Hokas. Ha ocroBy wmmennne na je Dglg = Agle = [df, ..., dS )", mo-
Kazyjemo ja cy Bekropu Logn (wf@wf') u [df, ..., dS |" @w]" kommneapuu,
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Tj. BaXKH

Leen(le®@w]’) = (Do ® Dy — Ag ® Ap)(le ® wj')
[dfa s 7d51]T ® (DH - AH)w;I
(2.7) = plldy,....d5 1" @ wl

[Ipema (2.7) Baxku cienehn Hu3 jennakocTn

(Laopn(le @ w)),1¢ ® wi')

T1,j

(a5, dF )T @ w]] - |16 @ wi||
C(ulfdg, . dG ) @ wl) - (e ® wi)
pids, - dZ - el - g2
(uHdS,. .. dS16) @ [lwi|?
pity/mall[ds, - dG N w12
d?+~~~+d§1

1

2 2
dF 4 +dS)
ni

Bugumo na je r; = 1 aKo 1 caMO aKO je apUTMETHYKa CPEJUHA CTe-
mmeHa 9BopoBa (G jeqHaKa HBUXOBOj M€OMETPHjCKOj CPEeIuHM, a J00pOo je IIo-
3HATO JIa je TO Ta4yHO ako um camo ako je G perymapan rpad. Ca apyre
CTpaHe, BPEJHOCTH T ; MOTY OHTH BeoMa MaJje y Ciydajy KaJa II0CTO-
ju Benmku paziuka u3Mely HajMmamer u HajBeher cremena y rpaduykoMm
msy o G, 1 < df < ... < d,cfl < n; — 1. Ha npuwmep, pasmarpajyhu
KoMmIuteTan omnaprtutHu rpad G = Kj,,_1, H3padyHaBameM apUTMeTH-
YKe U TeOMETPHjCKe CPeJIMHe CTEIIeHa YBOPOBA MMAaMO Ja Cy OHe 242 y

2/ni—1
Vvni — 1, pesioM, oflaKiIe MOXKEMO 3aK/byduTH Ja 71,; = = 1= — 0, Ka-

Jma n; — oo. MehyTum, ako BeJmdnHe HAPTHIUjE Y OUITAPTUTHOM rpady
Oyny msbasancupare (Texke Ka n;/2) onna Koedunujent ry; — 1 (3a my-
crparyjy MoxeMo ysetu G = Ky, o u godutn ryj = 2v2n”11_4 > ZF)
Ilopem Tora, Mmoxke ce MPUMETUTH J1a ce KOeUIMjeHTH KopeJialiije He cMa-
byjy ca moBehameM Opoja pa3anduTuX creneHa uBoposa y (. 3amcra, ako
y3meMo y 003up rpad G ca mapHUM pegoMm N, = 2k + 2 u rpaduyukuM
ousom 1,2,....k,k+ 1, k+ 1,k +2,...,2k 4+ 1, MmoxKe ce yTBPIAUTHU JIa Cy

]
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apuUTMETUYKa U TeOMETPHUjCKa cpeauna jeanake k+1 u \/ (2“1)(4]“23”3(“1),

pesom. Crora, y 0BOM CJiy4ajy JI00MjamMo BUCOKe KoedUInjeHTe KOPesalije
Ty = ————— — L3k — oo,
\/3 2<k+1)+6(k+1)2
MebyruMm, momTo cMo Jodunn KoeduiujeHTe Kopesamyje 7i; Y eK-
CIIEPUMEHTATHUM IIOCTABKAMA TJI€ CMO KOPHUCTUJIM CHHTETHYKEe T'pacdoBe
Epnom-Penn mozena, y gabeM TeKcTy heMo TeOpujcKu TOBOPUTU O OYEKH-
BaHUM BpPEJHOCTHMa Koeduiujenara Kopesjaiuje 1y j, Kopucrehn ciegehn

ITIOMONHU Pe3YJITAT.

Tepbhemwe 2.1 ([19] crp. 211). IIpemuocmasumo ga je X, Hu3 caywajrur
ApomMenpUSUT WaK6uT ga uUpuuagajy pactogeau AN (u,c2X) ige je ¥ je
CUMETLPUMHA, HEHETAUEHA TO3UTUESHO JehUHUTIUHG MATLPUUL U C, —
0 xaga n — oo. Axo je g(X) = (1(X),...,9m (X)) upecaurasare us
RF y R™ @Waxo ga je ceara dynryuja g; nelpexugno-gudepenyujadbuina iy
okorunu p, u axo DXD' uma cee gujatonasne esemeniiie passunuilie 0g
nyae, 1ge je D m X k wmatupuya [(%)(u)], onga

g(X,,) ima raspodelu AN (g(p),c2DX.D’).
Teopema 2.2. Axo je G Epgow-Peru mogea tpaga, onga ouexusana epeg-

HOCTL Koeduyujeniiia Kopeaayuje ri ; Koju ogiosapa sextiiopuma Legn(la @
o) ule ® v weorcu

(nl - 1)29
(28) \/ T—p+(m —1)p

Kaga ny — 0.

/loxas. 1lomTo je pacrojesa creneHna OUI0 KOr creneHa uBopa Epmori-
Penn rpada G = G(ny, p) bunomna, tj. P(d¥ = k) = (", ")p*(1—p)™ "+ 'u
KaKO je OUE€KMBaIbe OUJIO KOT' CTEIIEHA YBOPA J€HAKO OUEKUBAILY apUTMETH-
d$+..+dS : .
YKe cpe/liHe CTeleHa Y] = %f”l, zaksbydyjemo ga je E(Y;) = (ny—1)p.

[[TTaBume, Kako n; — 00, HA OCHOBY IEHTPaJHE TPAHUIHE TeopeMme Y]

0'2 .
MMa aCHMITOTCKY HopMasuy pacrogery AN (u, 1t), rae je pn = E(Y1) n
02 = D(df) = (n; — 1)p(1 —p) (F u D cy crangap/ne o3HaKe 3a OUeKH-

. 2 . .
Bame U Jaucnepsujy, pejaom). CamdaHo, momro d? , 1 <17 < ng, umajy ucry
2 2
A dl

pacrojiesty, 3aKJ/bydyjeMo ja Yo = ——5— HUMa acuUMOTOTCKY HOpMaJ-

Hy pacnogeny AN (ps, J—g), e je ps = E(Y2) = E(dS?) u 62 = D(dS).

ni

Ca npyre crpane, kopucrehin E(dS°) = D(dS) + E(dS)?, umamo na je
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po = (ny —1)p(1—p) + (ny —1)*p*. Pasmarpajylin 1BoMMeH3UOHAHY CJTy-
vyajHy npomensbuBy Xo = [Y7,Y5] MOXKe ce 3aK/bYyUNTH JIa je HeHA aCUMII-
ToTcka HopMmaJiHa pactogena AN (i1, po’, ¢2Y), rue 3 npejcras/ba HeHera-
TUBHO Je(PUHUTHY CUMETPUYIHY MaTpuily. Jedunummmo cajga HeIpeKuIHo-
mudepentujabuiny byHRUnjy ¢(yi1,y2) = j—;? Konauno, kopucrehu IIpo-
nozunujy 2.1 3akibydayjemo ga g(Xs) mMa acHMITOTCKY HOPMAJIHY PacIIo-

nery AN (uz,2DXD'), tae je pus = g(ui, u2) = “A=. 3aro je ouekubame

N
koedunujenta Kopeamuje 1 ; jennaxo E(g(Xz)) (ma ocaoBy Teopeme 2.1),
(m—1)p

IITO TEXKU (I3 = , TIOIIITO 11 — OO.

1—p+(n1—1)p

O

Axo 3anumemo u3pa3 (2.8) y obiauky /ﬁ, 3aKJbydyjeMO Ja Ode-
(y—Dp

KIBaHa BPEJIHOCT 7 ; TeXKn Ka 1 Kajia peJi rpada pacTe, 3a (PUKCHE I'PAHCKI
HIBO T'yCTHHE P. 3aTO MOKA3yjeMo Ja allpoKcuMaImja, w ®wf , 2 <7 < ng,
mocraje craduaHuja 3a Behe peose rpadoBa ca KOHCTAHTHUM HIBOOM I'DaH-
cke rycrune. [IItaBurire, Moxke ce yCTAaHOBUATH J1a KOSPUIIMjEHTH KOpPeJIaliije
i j PacTy Kazxa cy penosu rpadosa 50 u 100, pemom (morsenatu cauky 4).
Uctu 3akpydak Moxke ce jodbutn ako cy pesosu rpadosa 100 u 200, perom.

Comuno, 3a jgaru pen ng rpada G, 3anucom mspasa (2.8) y dopmu
n1—1
%—1—{-(711—1)’

texku Ka 0. [Ipumernmo s1a cmo Beh 10d6mam onmTHju 3aK/bydak u3Bohemem
TPHU BPCTE €KCIIEPUMEHATa Y KOjuMa KOeUINjeHTH KOpeJallije pacTy CBe
oK ce moBehaBa HMBO TrpaHCcKe rycTuHa (3a (UKCHO np). Y JATOj eKcrie-
PUMEHTAJTHO] TIOCTABI! p He MOyKe TexkuTu () momTo pazMaTpaMo MoBe3aHe
rpadose. Hamme, mpar 3a mosesanoct rpada G je BN

p > (Hiz%, ouza he rpad G ckopo curypuo duru nosesan). Ilomro na-

paMeTpH y eKCIIePUMEHTAJIHO] IIOCTaBIU 3a/I0BOJbaBajy IOMEHYTH YCJIOB,
FOTOBO CHUTYPHO PaJUMO Ca IIOBe3aHUM TpadOBUMa, 11a HAKOH IPUMEHE
1

3aKJbydyjemMo Ja 11 ; — 1, ako p rexxu Ka 1 u ry ; — 0, ako p

(raunuje, ako je

_E

ycaoBa Jodoujamo rij > —. Hakne, m; — 1, kKaga n; — 00,

1
(1+e)Inng +(1- ny )
OJJaKJI€ TEOPUJCKU HOTpryJeMO pe3yJjaTaT eKCIIEpuMEHTa Jda Koe(bI/IHI/IJeHTI/I

KopeJiallgje 71 j PacTy cBe JOK pacTe pel nose3anor Epgom-Penn rpada.

Jlema 2.1. Ckanrapru Gpoussog 6exmopa LG®H(U1G®UJH) u vf@v]H je eehu
UM JEGHAK 0F
2 2 T
(d¥ -l-----i-df1 ) U]H LHUJH,

s3a 1 < j < ngy. Jegnarocii sastcu axo u camo axo je G PETYAAPaAH.
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Smoothed density function

Product of Laplacian eigenvectors
Product of Normalized Laplacian eigenvectors

Frequency

@

‘ _,,,,/_\&

0
05 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
Correlation coeff. between the predicted vectors vand L * v

Crnuka 4: ®yuknuje ryctune BeposaTHohe KoedurujenaTa Kopeaarmje u3-
mehy wi @ul’ u Lagp(wf @wl') cy npepcrasibene 3e1eHOM IIyHOM JIMHIOM,
nok ¢y usmehy vf @ v u Lagp(vf ® vf') upejcrasbene miasom 1yHOM
muanjom. PyHKIUje rycrure BeposaTHohe cy HampTame 3a HHBO I'DaHCKe
rycrune ox 10%, 3a Epmom-Penn ciayuajue rpadose ca 50 u 100 uBoposa.

Joxas. Kako je v = Délg, BayKM
(Lown(DEle @ vl), Dile @ iy = (D2l ® ! V' Lown(D3le @ i) =
= (D216 ®v")"(Dg ® Dy — Ag ® Ag)(Dgla @ ')
— (1503 @ v/ ) (D ® Di)(D3la ® o) — (15D © o) (Ae ® An)(Déle @ ol
= (15D2DeD1e) ® (vl Dyv!) — (15D2A¢DE16) ® (v Agv!)

T 1 1 1 1 T
- (151)2’16’) @ (U]H DHU]H) - ([d1G27 teey drcjl Q]AG[d?27 ey drcjl Q]T) ® (U]H AHU]H)
(2.9)
1 1 1 1
[lrasuie, kpagparaa hopma 15 DE1g nuspas [dY 2, ..., dS 2] Aqldf?, ..., d5 *|"

11
cy jeamakm » .t dl-G2 e 2d2-G2de2, penom. Ha ocroBy Hejemnaxo-
11
ctu u3Meljy apuTMeTnvKe u reoMeTpHjCcKe CpeJinHe BayXKu » (i J}EE(G) 2d5> de 2 <
D (i) eB(G) d +d;¢ =31, d%*. Jeamaxoct Baxu ako u camo ako d¥ =
... = df . Konauno, mmamo ja je uspas (2.9) sehn mmm jexnax y 1, diGQ(v]HTDHUf)—
G2, HT HY _ G2, HT H

Z:L d; (Uj Aij ) = 2?211 d; (Uj LHUj ).

O

Jlema 2.2. Hopma sexitiopa Logn(vf @ vf) Jje mMara uau jegrara og

Vg + - dg T Lo,

52



3a 1 < 7 < ny. Jegnakxocti easicu axo u camo axo je G peryaapan.

Zloxas. IlocmaTpajmo caenehn HU3 jeTHAKOCTH

Lesn(DElg ®vi') = (Dg ® Dy — Ag @ Ap)(Déle @ vih)
= (DgDgle) ® (Dyvl') — (AGD51G) ® (AHUH)
3 1
= [dg?z,...,dgg] (Duvf) = > dz,... > d" e (Agv]).

{1,i}€E(G) {m,i}eE(G)

[Irapumie, momTo je u ® (Av) = (u ® A)v, tae je ul € R, vT € R u
A € R™ " paxku ja je

1
ILesn(Déle @ vi)| =
3
= H([dG2 dGQ] ® Dy

Y g

(2.10) LY dE, S @ e An.

{14}€E(G) {nm}eE(G)
Cajta, aKO 03HAYIUMO Ca
3 1 1
B:[d?a...,dff] @Dy —[ Y d7% ..., > d7" @Ay
{145}€E(G) {n1,i}eE(G)

u Ay =la;;], 1 <i,j < ny, OHIa MOXKEMO JIAKO 3aK/bYyIUTH [1a je

B 3
B; di>d”, aKo 1 = j
B = | By=4 _ Z leﬁam, ako i # j’ 1<k=m.
B, {kI}EE(G)
HHasbe modbujamo m1a je
3
|Buf|| = ||[d?2,---,d§12] @ (D)
1
FILY e T ae A
{1z}eE G) {m,i}eE(G)
3
< ||[d?2,~--,d§f] I ® | Dyvj’|
(2.11) LY d L, Y dET s (Al
{1z}eE Q) {m,z‘}eE(G)
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Ha ocnoBy ommoca m3amely apuTMeTuvdKe U reOMETPUjCKEe CPEIUHE, Tj.

1
O ikiyene 472 < d7 Y neme 45 3a 1 < k < ny, Baxe nejemakoctn

SodetL, Y P2 Y dfdl

{1,i}€E(G) {nl,i}eE( ) {i,J}€E(G)
2 2 3
< Y dG +d§" = ZdG 1dS 2 ...,df;‘l?] 2.
{i,j}€E(G
(2.12)
JeHaKoCT BaxKM ako M caMmo ako je d¥ = ... = dfl. Caja, HA OCHOBY

Hejeqrakoctu (2.11), (2.11) u (2.12) 3ak/byuyjemo ja je

1 ™
5 3
ILoen(DEle @vf)|| = [Bof|| <D A/d¥ (|1 Davl || + [ Anvi']).

i=1

U3 aumenune ga je |Lyvf'|| = [[(Dug — Ag)v' || = |[Duvf’|| + [|Auv] |
KOHAYHO UMAaMO

|Lown(D3 le@vj')| <

]

Teopema 2.3. Koeuuyujeniiu xopenraruje r’l,j (2 < j < ng) Kxoju ogiosa-

1 1
pajy eextopuma Logr(Déle ® vf) u Délg ® v]H cy eehu uau jegraru
0g

2

le2+...+d§1
\/(le3+~-+d§13)(d?+~-+d§1)

H
Tj,

19€e je rf KoeuuujeHl Kopeaauuje Koju 0gio8apa 8EKWOPUMA LH’UJH U vf .
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/oxas. Ha ocuoBy Jleme 2.1 u Jleme 2.2 modujamo ma je

1 1
;o <LG®H(D21G®UH),D51G®1J}7)
||LG®H(D210®U ) - [[Déle @ vff|]

> (dF° +-+d5%) o Ly
- 3
A+ dg? |Laoltlyd§ + -+ dg o |
dG2 dG2 HT Lyvl
—_— * j *
\/d??’ dG3 \/dG . G’1 HLHUJHHHUJHH

O

[Tomenumo ma je 30up KyOOBa crermena uBopoBa rpada (G MO3HAT Kao
3a00paBJLEHN TOIOJIONIKI HHJEKC KOju ce o3Ha4daBa ca F(G) [33], ok 30up
KBaJIpaTa cTereHa IBopoBa rpada GG mpeactas/ba JJ00PO MO3HATH IPBHU 3a-
rpedauxku uHjekc, osHaden ca M{(G) [39]. V ciaenehem mckasy sampaso

. . MG .
JIOKa3yjeMo Jia je OYeKHBaHa BPEIHOCT %()G) Beha wim jenHaka OYeKkH-
m
BaHO] BpeJHOCTH KoedHIMjeHTa Kopesamyje 7 ; 3a cIydajHe rpadose y

MG
i(G) >y,
2mF(G) ’
He BaKM YBEK 3a IIPOU3BOJbaH rpad, ma ce Mopa Hahu MUHUMYM (DYHKIH]je

1
—M©  Hanaxermem MUHIMYyMa (PYHKIIHje J100Hja ce n3pas3 3a TOpmY
\ 2mF(G)ry 4

aCUMITOTCKOM ciy4ajy. MehyTum, moxke ce mokasatu Jia

rpanuiy of F'(G) y dyukuuju ox 3arpebadkor mHjekca u Opoja rpaHa y
rpady. Burie o 3a50paB/beHOM TOIMOJIOIIKOM MHJEKCY MOxkKe ce Hahu y [22].

3a mpousBo/baH rpad MOXKE ce YCIIOCTaBUTH ciejieha Be3a m3mehy 3a-
rpedadKor nHeKca u 3adD0PaB/HEHOT TOIOJIOIIKOT WHIEKCA

_mPFG) _ (1+ a1y
- MNGP T 8/n—-1
3amcra, ako ca xy,Xs,..., L, O3HAYMMO IIO3UTHUBHE peajHe OpojeBe U

ca My =>"", z¥ mwuxose oarosapajyhe cyme k-tux cremena, npodjem ce
CBOJI Ha HAJIAXKEIbe TOPIbe U JI0he rpanutie HyHKII]e

M3 M;
M3

F(xy,z9,...,2,) =
[Ipumerumo na cy creneHu MPOMEHJBUBUX y OPOjUOILy M MMEHUOILY jel-

Hakn 1ect. Takohe MoxKeMo TpeTrocTaBuUTH Ja je x; > 0 U J1a He MocToje
TOCeOHN T'PaHUIHHU CIydajeBd Koje Tpeda mcruratu. Jla ducmo oxpemuin
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eKcTpeMHe BpegHocTH (byHKIMje Bulile npoMensbuBux F'(x), mspadyHaBamo
HajIpe HapIiiyjajHe U3BoJie U perraBaMo cieiehn cucTeM jeTHavdnHa:

(3M2Ms + M3 - 322) M3 — M3M5(3M2 - 2a;)

F, =

=0.

Hakon jemHocTaBHUX MaHUIyJIaIyja jeHAIMHAMA, TOPEU CUCTEM jel-
Haynna, 3a 1 <1 < n, je ekBuBaJieHTaH cjejehem:

L 2 .1
MSCL' MQxZ a0

OBe kBajIpaTHE jeHAYNHE MOTY UMATHU HAJBUIIE JIBA PA3JIMIUTA, Pellre-
wa. Axo cy cBu x;, 1 < i < n, mehycodHo jemnaku, umamo ja je F(z) = n.
Jlasbe, Kako IMOCTOje TAavHO JIBa peIlerma 3a &;, MOKEMO UX (PUKCUPATU U
O3HAYUTH Jla Cy je/IHaKa a ca BUIIecTpykomhy k m b ca BuImecTpyKomihy
n—k k<n-—k.

U3 BujeroBux dpopmyna modujamo
2M;  _ka® + (n — k)b
My, — “ka?+ (n— k)b’

My kd®+ (n— k)b*
M, ka+(n—k)b

U3 npBe n Apyre jeHAYUNHE BayKH

(@ —b)(ka* — (n — k)b?) =

a+b=

a.b:

[Torrro je a # b, 3ak/bydyjemo ja je k;a = (n — k)b?. Bes ryd/bermba ommTo-
CTH, MOXKEMO CTaBHTH Ja je a = v/n — k u b = v/k. 3aro je

(kvn =k + (n = k)VE) (k(n — k)*? + (n — k)k??)
(k(n — k) + (n — k)k)?

(Vk ++vn — k)

8v/k(n—k)

F(z) =

Jlasbe, MOpaMoO MaKCUMU3UPaTU QYyHKITH]Y

(Vk+vn —k)*
8v/k(n—k)

JIako ce MoxKe BUJIETH Jla C€ MaKCHMAaJIHA BPEIHOCT JoCcThKe 3a k = 1.
Konauno, 3ak/pydyjemo 1a je

G(k) =

MI:)’M3<(]_+\/TL—1)4
ME ST RYno1
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JemHAKOCT Ha JIEBOj CTPAHM BayKM aKO M CaMO aKO Cy CBU x; MelycodHo
jeTHaK®, JIOK Ha JEeCHO] CTPAHW BaKM aKO W CaMO aKo je r1 = xy/n—1u
To =...= T, =T, [Je je T TPOU3BOJHbHU ITO3UTUBHU PEAJHU OPOj.

Teopema 2.4. AcumUinoticka 8pegroCli 04eKUBaAILa Koedhuyujenttia Kope-
AGUUIE T1j Je MAra UM JEGHAKA ACUMUTLOTICKO] 6PEGHOCTIU OUEKUBATHA
09
G2 G 2
d T 4+ dm

V@ g @ )

Y

Kaga ny — 00.

/loxas. Ha ocroBy Teopeme 2.2 nmaMo J1a je aCHMIITOTCKA BPEJTHOCT Ove-
. . B (nl—l)p
KHBamba KoepuilgjenTa KopeJalygje i ; jeJHaKa T —np K&t n —

nyi—1

00. Ca npyre crpane, Kako je P(dS = k) = ( . )pk(l —p)"F1 mmamo na
je EY1) =ni(ni —1)psaY; =df +...4+dS . Crmaao MOXKeMO 3aK/byIuTH
E(Y;) = mi((mi — Dp(l = p) + (m = 1)%p?) 3a Yo = df” + -+ d5” u
E(Y3) = ni((n1 — 1)(n1 — 2)(n1 = 3)p° + 3p°(n1 — 1)(n1 — 2) + (1 — 1)p) 3a
Yy =d® 4+ dS°.

Kopucrehu [Iponosuriujy 2.1 M0oKeMO CIIPOBECTH CJIMYAH JO0Ka3 KAO IITO

je To ypabeno y Teopemu 2.2 u 3aK/by4YuTH JIa je aCUMITOTCKA BPEIHOCT
2 2
di -+ E(Y2)

N —y VEM)E(S)

Ocraje ma ce mokaxke ma je

ni((n — Dp(1 —p) + (n1 — 1)%p?)
Vni(ng — D)p ny((ng — 1) (ng — 2)(ng — 3)p3 + A)

(ni —1)p
= \/1 —p+(ng—1)p’

rae je A = 3p*(n1—1)(n1—2)+(n,—1)p. Hakon kpaher pauyHa, HejeHAKOCT
ce MOXKe CBECTH Ha

\/ (1—=p+(m —1)p)? 1

OYEeKHNBaIbHa, , KaJla n; — 00, jeJTHaKa

(= 1)(m1 — 2)(m1 = 3)p° 4 3(m — D) (s —2)p+ (i — 1)p =

IITO je eKBUBAJIEHTHO Hejeanakoct (ny —2)p® —3(ny —2)p*+(2n, —5)p+1 >
0. IITaBwurme, mocjaeamn U3pa3 ce MOXKe 3alllCcaTh Ha cjejiehn HadumH

2p° —6p* +5p—1
e
p—1 p—1 1

NI S ——, 9~
p* —3p*+2p pip—1)(p—2) (2 —p)

nyg> 2+
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U3 oxHoca n3mehy apuTMeTHUKe U TeOMeTPUjCKe CpejinHe cieau na je p(2 —

p) < (BE2=2)2 = 1, re 3aro mobujamo ga je ng > 1 > 2 — zﬁ’ mTo je

OYHUIVIETHO TATHO.
]

Ha ocnoBy Teopeme 2.3 u Teopeme 2.4 nodujamo cienehu Hu3 HejerHa-
KOCTHU

d?2+...+d§12
Va8 o+ )

E(ry ;) = E( ri) = E(r ) E(ry),

Kajga n; — oo. llrapuime, BUANMO Jia JIOWA TPAHUIA 34 T ; 3aBHCH O]
. . H 7
crenena 1BopoBa rpada G u koedurmjenra Kopeanuje 7", I0K 1 ; 3aBUCH
caMo oJ crerreHa uBopoBa rpada G. [lakie, 3a Behe BpeanocTn rf BHIIIE je
BEPOBATHO Jla Cy OYeKUBaHe BPEJHOCTH T ; Behe o/ oueKnBaHuX BpeHOCTH
o r1j. ¥ cTBapu, ako uzadepemo H na dyje rpad Takas Ja je rf onuzy 1
. . H . . /

(ako je H perymapan omfa je i’ = 1) mMoxkemo 3akspyunTH 12 je E(ry ;) >
E(r1;), 3a cBaku 1 < j < ny, Kama ny — 0.

ExcriepuMeHTA/IHM U TEOPUjCKU Pe3yJITaTH 3a MPOIIEHY COIICTBe-
HUX BPEIHOCTU

Y 0BOM T0JI0/1EJbKY ITPUKA3YjEMO PACIIOJIENY PEJIATUBHUX I'PeIaKa, mpo-
nemeHor cuekrpa Jlamracose marpure Kponekepckor npousBojia rpadona
y nopebemy ca cTBapHUM creKTpoM. ['pelike ce padyHajy TOHAB/bAHEM
100 nezaBucHUX TectoBa 3a Kponekepcku npomssos Eppom-Penn coiayuaj-
Hux rpadosa ca 50 u 30 uBopoBa. PenaruBHe rperike mporemeHor ClieKTpa
KOje OJ[rOBOPajy IIPOLEHEHNM COLCTBEHNM BeKTopuMa wl’ @ wi' cy upuka-
3aHe ca JieBe CTPaHe, JJOK Cy T'PEIKe IMPOIEIEHOTr CIIEKTPa KOje OJIroBapajy
COTICTBEHUM BEKTOPUMa, v ®ij puKas3aHe ca JiecHe crpame cimke 5. CBaku
peJl CIMKe O/IroBapa jeTHOM oJ1 rpadoBa ca HUBOMMA I'PDAHCKUX I'yCTHUHA OJf
10%, 30%, n 65%, penom. Ilyna npna Kpusa moKa3yje MeIujaHy, & OCeHYIe-
Ha MOJIpyYja MoKa3yjy orcere o b 10 95 neprentmwia. [Ipumernmo na Kajga
ce TpaHCKa T'yCTHHA MoBehaBa, pejlaTHBHA TPEIIKa IIOCTaje Marba 3a 00e
arpokcuMaruje. KapakrepucTuanu od/IHIy pacio/ielie peJJaTUBHUX I'Pellla-
Ka, 32 IPOIIEIHEHN CIIEKTap KOjUMa, OJr0BaPajy COICTBEHH BEKTOPH WY’ ®ij ,
PE3EHTOBAHU Ha Cauiy b (JieBa CTpaHa) UMajy U3HEHaJIHe CKOKOBE Ha I10-
qeTKy 1 npahenu cy mocremeHuM mnajom. Takohe ce MoxKe TPUMETUTH 1A
Cy OHU INPUJIMNYIHO KOH3UCTEHTHU Ha Fpa(bOBI/IMa Ca Pa3/IndYuTUM HHBOUMA
rpanckux rycruna. Ca jpyre cTpane, 3a IPOIECHEHH CIIEKTAP KOjU OJroBapa
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Criuka 5: Pacmosiena pesraTuBHEX Tpelraka y ImporemeHnM JlamracoBum
cekrpuma Kponekepckor npoussoja Epponr-Penn ciayuajuux rpadosa (ca
50 u 30 uBopoBa) y mopebhemy ca opuraHaJIHUM. Jle6a cWpPana je pe3epBu-
caHa 3a CIIeKTap KOjU OJIr0Bapa BEKTOPUMA w! & wf U gecna cWpana 3a
CIIEKTap KOjU OJroBapa BEKTOPUMa UZ.S '® ij . Ciike y pasjmauTuM pejio-
BUMa, OJIrOBapajy HHBOUMa rpaHckux rycrusa of 10%, 30% u 65%.

COTICTBEHNM BEKTOPHMa V< ®ij , V (b€TOBOj pPacIo/Ie/ peJaTUBHUX I'PeIra-
Ka HeMa HarJIor CKOKa Ha IIOYeTKY, ajii IIOCTOjH ojapeheHn orcer pejaTuBHE
rperike 3a HajBehe comcTBeHe BpeHOCTH. Y CJIy4ajy IPOIEHEHOI CIIEKTPa
KOjH OJIrOBapa COTICTBEHMM BEKTOpUMa w! ®@ wf , MeJimjaHa y3uMa, MO3U-
TUBHE BPEIHOCTH 34 IMPUOJIMKHO IPBY MOJOBUHY COICTBEHUX BPETHOCTU U
HeTaTUBHE BPEHOCTH 33 JAPYTY MOJIOBUHY. ¥ CJIy4dajy MPOIEHEHOT CIIEKTPa
KOju OjirOBapa COICTBEHNM BEKTOpUMa v ® vf , pacrojiesyia pelaTuBHUX
rpelnraka IocTaje CTaOWIHUja, OJHOCHO MeInjaHa je CKOpO IpaBa JINHUja
KOja ce MOKJala ca £—ocoM (JecHa crpana cauke 5). Moxke ce Takobhe Bu-
JIETU Jia Cy OTICE3U PEJATUBHUX T'PEIIaKa CKOPO paBHOMEPHO pacriopehenu
oko 0.

ame, Teopujckn 00jalrmaBaMoO 3aIITO IPOIEHEHE COIICTBEHE BPETHO-
CTH KOje OJiroBapajy BeKTopuMa v @ ij 3a ciydajue rpadoBe MmocTajy
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NpUO/IMKHIjEe CTBAPHUM OYEKMBAHUM BPEIHOCTUMA KaJia peJi rpada pacrte
WM KaJla ce HUBO I'paHCKe ryctuHe rnoehasa. CripoBesieHN eKCIIEPUMEHTH
IIOKa3yjy /1a OBa allpOKCUMallfja Jiaje pa3yMHy Iporeny JlammacoBor criek-
Tpa ca penaTuBHUM rpemkama y omncery +10%, £5% u +2% za pehuny
COIICTBEHUX BPEJIHOCTH KaJia Cy HUBOM I'paHckux rycruna rpadosa 10%,
30% u 65%, penom. Kopucrumo ciaenehn nckas ma ducMo 1mokasam T€Opuj-
CKO OIIpaBJiaibe 3a rope HaBeJIeHO TBphembe.

Teopema 2.5. [24] Hexa je G cayuajuu ipad, waxo ga je eeposaturoha
seze uamehy weoposa v; u v; jegrara pr(v; ~ v;) = p;; U ceake gee Ipane
wpaga cy mehycodbrno nezasucrne. Hexa je A matipuya cycegetea ipaga G u
A = E(A) ouexusana matlipuya cycegetea, ognocHo 6axcu ga je Ay = py;.
Hexa je D gujaionanna matipuye Waxea ga je Dy = deg(v;) u D = E(D).
Hexa je waxobe § = 6(G) munumaru ouexusanu ctieten mpaga G u L
Hopmaauzosana Jlatnracosa matupuya ipapa G. 3a € > 0, axo Gocwoju
konctianiia k = k(e) @Waxsa ga je & > klnn, Waga ca eeposaiirohiom
najmarve 1 — €, j-we cotictlicene epegroctiu matipuua L u L 3agosomasajy

(D)~ 2y(2)] < 20 22D

3a ceaxo 1 < j <mn, zgejQE:I_D—%AD_%_

Hexka je G,,, caydajau rpad pefia m u BepoBaTHONOM Kpeuparba I'DaHa
p. IomTo cy y ekcuepumentuma KopuiitheHu axTop-rpadoBu ca UCTHM
HUBOUMa I'DaHCKuX ryctuna (o3nadumo ose rpadose ca G, 1 Gy py)s
0e3 ryduTKa OMINTOCTH, MOXKEMO CTABUTH Ja je p; = Py = p (WIEHTUIHA
aHAJM3a Ce MOXKe CIPOBECTH KaJia je P; # P2). 3a OYEKUBAHY MaTPHILY
cycenctBa pagnoM rpadosa Gy, , 1 Gy, , BaxXn A, =p(Jy, — 1) w1 A, =
P(Jn, — In,). Ca A, 1 A, o3uauaBamo Marpune cyceactsa G, » 1 Gpy po-
Ca L(Gy, p @ G, ) 03H2unMO HOpMasm3oBay JlamiacoBy Marpuiyy rpada
Gnip ® Gy p- _ _

Hajupe nokasyjemo ma je § = §(Gp,p @ Gryp) ~ ning. Youumo na je
36up cBake Bpere Matpuie A,, ® A, jemnak p*(n; —1)(ny — 1), ma je jacHo
12 je 6(Gnyp @ Gryp) = p?(n1 — 1)(ng — 1). Hexa je Z = min{d}d? | 1 <
i <ny 1<k<mny}, rmecy d; nd; crenern usoposa Gy, p, 1 Gy, p, PETOM.
3aro uMamo Ja je 8 = E(Z). Ha ocuoBy JeHncenose HejeJJHAKOCTH, BasKu
na je e < E(e7'4), 3a nosutusnu peasnn 6poj t. [llTaBuiie, Ha OCHOBY
neduHUNAje /, UMaMO cjeaenn HU3 pesalja
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e~ 10 < E<e—tZ) _ E(e_tmini»j{dzldi}) _ E(maxe d}di)
i.j
(2.13) < ZE(e’tdlldi) = nyny B(e 14 %),
]
acBako 1 <1 <njpul<k<n,.

Kako nj,ny — 00, Ha OCHOBY IIEHTpaJiHe rpanudHe Teopeme d; u di
MMajy acHMIITOTCKY HopMmaJsHy pactogeny AN (ui,ol) u AN (,u2,02) pe-
JOM, TZ€ je fii = mp, fla = Ngp, 01 = /mipq u o3 = ,/napq. Pas-
marpajyhin n1BosuMensnonany ciaydajoy npomensbusy X = [d}, di| moxe
ce 3aKJ/bYyUUTH JIa OHa MMa, ACUMITOTCKY HOPMAJIHY pacmozeny. Ilomro je
g(z,y) = e ¥ menpexkumno-audepennujadbuana GyHKIUja 3aKIbyIyjeMO

na g(X) mMa acuMITOTCKY HOPMAJIHY Pacrofiesy. 3aTo, Kaja ni, Ny — 00,
: ftdldQ 1 00 oo —tay,3(5H) 3 (5
IMaMO JIa Je E( ) = o [ o e2 o

dacdy Haxon

cMmene r — L Sy — y ”2 u ojnpehenor dpoja anredapckux TancdopMmarmja
MOZKE Ce )1061/11“1/1

—tp1p2 o) 2 2 2 2 o] 2

41 42 e _ oyt t o1 (po+o2y) (z+toq (no+o2y))

E(e ') = —/ e YT T e 2 e : dxdy
2m —o0

—00

—tpp2 0 2
e Y
— e tho2y—5+

V2m J_so v

ITocneamu uHTErpAJ Ce MOXKe 3aIucaT y (hopMu \/%76_“““26

t20%(/£2+02y)2
2

2 2 2
tToTpy o 7y2A72yB
2 f e p)

—0o
rie je A =1—t?0%02 u B = —tp,09 + t202 p1p05. Konauno, umamo s1a je
2 2 2 [ee] B\\2
44192 1 _ tTo1py 372 —(\/Z(y—jq))
E(e tdidk) = et 57 e 2 dy

V2T o0
1 tza%uz_i_B 2
V2T \/A
tzofu%_,'_(*tulafrt o3 ug02)?
2 2(1— 252 2)

V1 —t20%02

2

*Qtﬂlﬂ2+(l¢102+ll«201)t
2(1— t2z71z7 )

Ha ocnoBy Hejeanakoctu (2.13) nobujamo

e

In(nins) _ T2ppe (H1‘72 + pzot)t i In(1 — t*o}0?)

6> —
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3a cBako t > 0. Cazma, ako craBuMO t = mlal,

Bozehu cabupak zecHe crpaHe ropre HejeIHAKOCTH [i [y, 1A J1aJbe 3aKJby-
qyjemo Ja je § = Q(nins), Kajga ny,ng — 00.

JIAKO C€ MOKe JIOOUTHU Ja je

Hexa cy Spectrum(A,,), Spectrum(A,,), Spectrum(A,, ® A,,) u
Spectrum(L(A,, ® A,,)) MyJITHCKYIIOBU COIICTBEHUX BPEJIHOCTH MATPH-
na An,, Any, Ap, @ Ay, u L(A,, ® A,,), pesom. Jla ducMO U3padyHAIH
Spectrum(L(A,, ® A,,)), Tpeda oapeuTn mujaronanny marputy D(A,, ®
A,,), Spectrum(A,,), Spectrum(A,,) n Spectrum(A,, ® A,,), am 360r
JIaKIlle YUTJ/bUBOCTU, OBU jeJIHOCTaBHU Kopalu he doutu mnpeckodenu. /la-
KJIe, ClIeKTap OvYeKuBaHe HopMasm3oBaHe Jlammacose marpurie Kponekepo-

BOI' ITPOM3BOJIA JBa CJIydajHa rpada ce MoxKe 3aIlicaTh Ha cjejehn HauYuH

1ne—1 ny—1 (ng—1)(ny—1
o1 (Fpem bbb )
no—1 ni—1 (n1—=1)(n2—1)

rje Apyra BpcTa y Tabesu IpeJiCTaB/ba COICTBEHE BPEIHOCTH, JOK IIPBA
BpCTa MpeJicTBa/ba oJiroBapajyhe anaredapcke Burmectpykoctu. Paju Hosbe
YUTIBUBOCTH, JI0 KPaja OBOI' Ofle/bKa, ca V; heMo 03HaYUTH COIICTBEeHe Bpe/I-
HoCTH HOopMayim3oBane Jlamracose £ marpune rpada G, p @ Gy, p.

Kako je § = Q(ning) > In(niny), Mmoxe ce npumenntu Teopema 2.5

craB/pajyhu € = \/ﬁ u 100uTH
B B 3[7’1,4—|— 9ln(ning)
(2.15) v = X (L(An, © Any))| < 2\/ =— =o(1),
n1Mn9
ca BeposaTHONoOM BehoMm i jemnakom 1 — \/ﬁ =1-o0(1).

Y namem Texcry hemo msspmmrn nponesy pasiuxe usmehy didy u 6
kopucrelin YebumessbeBy nejennakoct, tj. Pr(|dld: — 6| < eo(d}d})) >
1 — 5, 3a npomssosbHn peasnnn 6poj € > 0. Kako cy d} u di mesasuche
poMensbuBe, nMaMo 1a je o2 (dl dz) = pios+puso?+oios. Crora, 3a ny > ng
U € = /Ny MOXKe ce 3aK/byUuTH Ja je

did} — 3| < \/V/ma(3o? + 1307 + 003
ca Beposaraohom Behom mmm jemmakom 1 — o(1). Hltasumre, momrro je 0 <
vi <2 Aj(L(An, @ Apy)) = 0X;(L(An, ® Ap,)) = 60(1) = Q(n1n2)O(1)
(pocnemPe BazKM Ha OCHOBY dopmyse L = D:LD? u cBOjCTBa Ja je rpad
G, p @ Gy, p PETyIIApaH) BaXKU Ja je

i~ 3y, _ /AT T B )
Aj(L(An, © Ap,)) Q(n1n,)O(1)

(2.16) = o(1).
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Ca sipyre cTpame, MHOXKemeM obe cTpamne Hejeqakoctn (2.15) ca o u
nememeM ca \j(L(A4,, ® A,,)), nodujamo
|8l/j — )\](_L(ATLI ig) ATLQ))’ < ?0(1)
)‘j(L(Anl ® AnQ)) B 50(1)

(2.17) = o(1).

Cabupamem ofrosapajyhinx crpana uejexnakocru (2.16) u (2.17), kona-
YHO 3aKJby1yjeMO

@ v, — M (E(Ay, © 4,,))]
Aj (L(An, ® Ap,))
|didiv; — dvj + dvj — Nj(L(Ay, @ Ayy))|
M(L(A,, ® A,,))
|didiv; — ovi] + [0v; = A (L(An, @ An,))|
- N(L(An, ®Ay,))

Y nperxoiH0j hOpMyJIH CMO IMOKA3WIIN JIa je PejlaTUBHA rpelnka u3mMehy
IIPOTIEHEHOI CIIEKTPa U O4YeKMBaHOT ciieKTpa JlammacoBe marpurie Kpone-
KPCKOT' ITPOU3BOJIa CJIyYajHUX rpadoBa TeKU HYJIU, KaJla 11 U Ny TeXe dec-
KOHAYHOCTH, JOK y M3BEJIEHNM €KCIePUMEHTIMAa U3PadyHABAMO PETaTUBHE
rpeiike u3Mely IPOLEHEHOr W CTBAPHOI CHEKTpa (IPOIEHEHN CIIEKTap je
nar dopmysom (2.6)). Crora, y ocTaTky 0/le/bKa JajeMO aCUMIITOTCKY IPO-
IIEHy peJIaTUBHE rperike n3Mel)y mpoIemheHor CleKTpa U CPe/ihe BPeTHOCTU
COTICTBEHUX BpeHOCTH JlarracoBe marpurie.

3ancra, HEKU eMIUPUjCKA JIOKA3W yKa3yjy Ja je CpeauHa eMIINPHjCKe
pacrojieJia corcTBeHux BpeaHoctu Jlamnacose marpure rpada G(n, p) nes-
Tpupan oko np (norsegaru [48]). CaudaHo, aKO CpeluHy eMIUPHjCKe PACIIo-
JleJta corcTBeHnx Bpegauoctu Jlamracose marpurie rpada G(ny, p) @ G(ny, p)
O3HAYUMO €A \, 3aK/bydyjeMO 11 je A ~ nqng, IIa je 3aTo

|dzldiyj — S‘(L(Aru & Anz))|

(2.18) ML(A,, ® Ap,))

=o(1).

Baro, y Tom ciayuajy godbujamo ga dopmysa (2.18) mpeicraBba pesia-
TUBHY TPENIKY ITPOIEHEHOT CIIEKTPA dz-ldkyj u3 (2.6), koja Texxu 0 Kaja pej
rpada Texn OeCKOHAYTHOCTHU WM OB HUBO I'DAHCKE I'yCTUHE TeXu 1.

Barii-Crporair rpadoBu

IIpumemyjemo ncre ekcepuMeHTe Kaja Ccy JBa y KpoHeKepcKoM IIpo-
u3Bosy Bari-Crporar; rpadosu. VcnuruBameM CHEKTpaJHUX CBOjCTABA
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Cruka 6: @yuknuje ryctune BepoBaTHohe KoedUIMjeHATa KOPEIAIHje 13-
mehy wf ®ij 1 Loon(wf ®wf ) Cy IIpeJICTaB/bEHE 3eJIEHOM ITYHOM JIMHUjOM,
1ok cy mmehy v @ vf i Laen(vf ® vf ) HpeJICTaB/beHE TLIABOM IIYHOM
muanjoM. OyHKIMje TycTHHEe BepoBaTHONE Cy HAIpTaHe 38 HUBOE IPAHCKHIX
ryctuna on, 10%, 30% u 65%, penom, 3a Barn-Crporarn rpadose ca 50 u
100 gBOpoOBA.

Kporekepckor mpoussojia rpadosa koju cy Bari-Crporar rpadosu, npu-
Mehyjemo J1a je cuTyalija MaJjo Jpyraduja, jep 9ak W y Caydajy Kaja cy
rpadosu perku (HuBo rpancke rycrune je 10%), rinarke dbyHKImje rycrune
BepoBarTHOha KoeduInjeHaTa KOpe/aluje BEeKTopa ce IPUOINKABAjy BPE/I-
HOCTH 1, 3a 00e alpoKCHMAaIdje. 3a UCTy I'YCTHHY, MaKCAMYyMU (OYHKIIIja
3a 00e ampokcumanuje Hasase ce y uarepsaiy (0.9, 1). Kaga nuso rpancke
rycrune uznocu 30% u BuUllle, U3y3€THO BUCOKE BPEIHOCTU KoeduijeHnara
KopeJalgje nocrajy jorr youbusuje. Ciauka 6 mpukasyje riaatke pyHKIje
rycTUHA BepoBaTHONA BEKTOPCKUX KoedwuIjeHaTa Kopesaluje y Ciaydajy
nasa [Tlarrc-Crporars rpadosa ca 50 u 30 usoposa. Ha cimiu cy npukasa-
HU KOe(DUIMJEeHTH KOopeJsalfje y IeT He3aBUCHUX HYMEPUYKUX eKCIIepUMe-
HaTa KaJia Cy HUBOM I'DAHCKUX IycTHHA moctas/bern Ha 10% (seso), 30%
(cpenuua) u 65% (mecro).

Kao u y cayuajy Epnomi-Penn rpadoa, pacriosesa pelaTuBHUX rperiia-
Ka IIPOLIEHEHOr CIIEKTPa KOje OAroBapajy COICTBEHHM Bekropuma v @ vlf
je ckopo paBHOMepHO pacnopehena oko 0 3a cBaky TecTUpaHy T'DAHCKY
IYCTUHY, JOK PAacIojie/ia PeJIATHBHUX TI'PeIlaka MPOIEHEeHOr CIeKTpa Koja
OJIrOBapa COTICTBEHNM BEKTOPHMa w ' @ wf YBEK MMa HAIJIl CKOK Ha II0-
verky. Ha Courum 7, rpemike 3a Hpolemene CrekTpe u3 mojojesbka 2.1.1
Cy TPE3eHTOBaHE HA JIEBOj CTPAHU, JIOK Cy TI'PEIIKe 3a IPOIEHEHN CIEK-
Tap U3 1oj0/iesbKa 2.1.2 mpe3eHTOBaHEe Ha JIeCHOj cTpanu. Kao u y ciaydajy
Epnom-Penn cirygajuux rpadoBa, ode ampokcuMaliije Mponu3BoJie pa3yM-
He 1porieHe JlamnacoBor crekTpa ca peJaTUBHUM TI'DeNTKaMa y OICETY JI0
+10%, 3a perke rpadose. Ca mopacToM HHBOA IPAHCKE I'yCTHHE I'PEIIKa, Ce
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CMamyje.
Bapabdamu-Anadeprt rpadosu

Y OBOM OJIE/bKY TIPEJICTAB/HAMO TOHAIIAIE IPOIEHEHUX COICTBEHUX
BPEIHOCTH U COIICTBEHNX BeKTOpa Kponekepckor nponssoa asa bapabdarmu-
Andept rpada. 3a oBy BpcTy rpadoBa cuTyaluja HUje OUTHO JApyraduja y
nopehemy ca MpeTxofHa JIBa THUIA [0 MUTamy KoedullnjeHaTa KopeJiali-
jé TPOTEIbeHNX COIICTBEHUX BEKTOpa. Y CBAKOM OJI CJIy4ajeBa COICTBEHU
BekTOpH W ®wf ITOKa3yjy 00/ba CBOjCTBA, IOIITO CYy HBUXOBU KOEDUIIH)EH-
tn Kopenaruje usnas 0.9 , 10K cy KoedUIMjeHTH KOopesallje 3a BEeKTOpe
¥ ® U]H y uarepsaiy (0.7, 0.9) y sehunu ciayuajesa (mornenaru ciauky 8),
3a HuBoe rpanckux rycruna 10%, 30% u 65%.

Takobhe, mpumehyjemo fa cy mporiemeHe CONCTBEHE BPEITHOCTU KOje OJI-
roBapajy COINCTBEHMM BEKTOpUMa wS & w;{ CTadWJIHHjE OJ TPOIEHEHUX
COTICTBEHUX BPEJIHOCTH KOje OJroBapajy CONCTBEHMM BEKTOPHMA v° & vf .
Ha ocroBy ciinke 9 MOXKe ce IPUMETHTH JIa Cy OIICE3U TPelike (KOju OJroBa-
pajy auBouMa rpanckux rycruna 10%, 30% u 65%) usmeljy npouemenor u
OPUTHHAJTHOT CIIEKTPa Makbe 3a IIPBY allpOKCUMAIIN]y Hero 3a Jpyry. Kapak-
TEPUCTUYAH OOJIMK PACIOJie/ie PEeJIATUBHE I'DEINKe 3a IPOIEHEHU CIEKTap
KOjH O/I'OBAapAa COTICTBEHNM BEKTOPHIMa W' ® wf ocTaje camvaH paclo/iesia-
Ma I'DelaKa y MPeTXOHOM MO/I0/IeJbKY, Y CMUCITY, HATJIOT CKOKa Ha MOYeTKY
HAKOH Yera CJIeJIN IIOCTEeIeHN a1 33 CBAKU OJI PA3JIMIUTUX HUBOA I'PAHCKUX
IyCTUHA KOJU CMO TECTUPAJIU. 3a PA3JIUKY OJ1 IIPETXOIHOT MO0/Ie/bKa, IPO-
IIeR-eHN CIIeKTap KOjI OJI'0BAPa COTICTBEHNM BEKTOPUMA v ® vf “Ma HaTJIA
CKOK Ha IOYETKY M OIICEr T'PeIakKa je MaJjo Behu 3a cBe I'paHCKe I'yCTUHE
(necaun manenu cauke 9). Kana je Huso rpancke rycruse usmehy 50% wu
65%, KapakTepUCTUYIHE OOJIMK 3a JIPYTY allpOKCUMAaIyjy (J1ecHu naxesn) je
MaJIO JIpDYyTaduju OJf OHUX y MPOILIOM Ojie/bKy. Moxke ce mMpUMeTHTH Harn
CKOK y cpeauHu rpada, aju y HCTO BPEME OIICEr T'PENTKE Ce CyKaBa 3a
HajBehe cOICTBEHE BPEIHOCTH.

Naxo cy obe ammpokcumariije Ju3ajHupane KOpuihemeM JIPYTUX arpoK-
CUMATHBHUX IPETIOCTABKU, JIOOWjeHe IPOIEHE CIEKTpa Cy BeOMa OJINCKe
HYMEPUYKHU TAYHO H3PAUYHATOM CIIEKTPY Ca PEJATUBHOM TI'DEIIKOM KOja
Bapupa yHyTtap omncera +10% 3a Behuny concrBenux BpegHocTu. Taxobhe
CMO U TEOPHjCKH 0OjaCHUJIN 3aIlTO Cy MPOIEIheHe COIICTBEHE BPEIHOCTU 34
pangoM rpadoBe TauHUje y OTHOCY Ha CTBApPHE BPETHOCTHU KaJa pen rpada
pacte mwin ce moBehaBa HUBO rpaHcke ryctune. OBoO 00jallbaBa IUHCHUILY
Jla je pacriojiesia peJIaTUBHUX T'Pellaka u3Mely HIpOIEHheHnX U OPUTMHAJ-
HUX COIICTBEHUX BPEIHOCTH IIOCTaje CKOPO paBHOMEPHO paciopehena oko 0.
JaBame popMaIHUX MATEMATUYKUX OOjalllbEeiba 38 (PYHKIIMOHUCAHE TIPe-
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Cauka 7: Pacmomesna peaTuBHUX Tpelliaka y HporemeHnM JlammacoBum
ciekrpuMa Kponekepckor npoussoma Bari-Crporari rpadosa (ca 50 u 30
yBopoBa) y nopebemwy ca opurunasnum. Jleea clipana je pe3epBHCaHA 34
CIeKTap KOju ojroBapa BeKTopuMa w ® wf U gecha cWpara 3a CIEeKTap
KOjU OIroBapa BEKTOPUMA vf '® vf . C/iuke y pasjmauTuM pegoBUMa, OO~
Bapajy HUBoMMa rpanckmx rycruna o 10%, 30% u 65%.
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Cauka 8: OyHKImje rycTuHe BepoBaTHOhEe KoeduIllnjeHaTa KopeJialnje n3-
mehy w@wl' n Lagy(wf @wl') cy npeacrapibene 3e1€HOM IyHOM JIHHIJOM,
nok msmeby vF @ v u Lagu(vf @ o) cy npencrasbene miasom myHoM
muaujoM. OyHKIMje TycTuHe BepoBaTHONe Cy HalpTaHe 3a HUBOE IPAHCKUX
rycruna oz, 10%, 30% u 65%, penom, 3a Bapadamm-Andepr rpadose ca 50
n 30 gBopoOBa.

JIJIOYKEHEe METOJIe U Y OCTAJIMM CJIydajeBUMa OUJIO OU TPEIMET JTaJber UCIIH-
TUBama. Kako OBe allpoKCHMAaIlije MMajy U CBOja TEOPHUjCKA OI'PAHUYCH:A
JIM3ajH HOBUX aJrOPUTaMa 3a IIPOIEHY CIIEKTPa MOpa OUTH jesIaH O] BayKHU-
jux mpaBaria Oyyher ncTpazkuBarba, Kao U IbUX0Ba TEOPUjCKa 00]alllHEba.
[MIraBure, duyio du BeoMa BaXKHO BHUJIETH KAKO Cy IPOIEHHEHE COICTBEHE
BPEIHOCTU U COIICTBEHU BEKTOPU IMOTOJHU 32 MOTIIYHY CIEKTPAJHY JIEKOM-
nosuitnjy Jlarmnacose marpuiie rpada, rie je yKJ/bydeH caB allpOKCUMHUPAHN
CIeKTap W aIpOKCHMUPAHU CONCTBEHNM BeKTopu. J[0Opo moHammame OBUX
AIIPOKCUMAIINja je eKCIIEPUMEHTAIHO IMOTBPHEHO KPO3 IbUXOBE IIPUMEHEe Ha
nepdopmance HeycMepeHux rpadoBCKUX Mojesia, o demy he dutu Buiie
peun y caegehem onesbky. IllTaBuiie, BepyjeMo Ja mpejcTaB/beHe MPOIEHE
MOT'y OMTH J00pa IMoJia3Ha OCHOBA 3a JIpyre MpUMeHe, Kao IITO je MPOoIeHa
CIIEKTpa M COIICTBEHUX BeKTOpa Xepmurckux JlammacoBux marpuiia Kpo-
HEKEPCKOI' TTPOM3BOJIa ycMepeHnX TpadoBa. ¥ Ty CBPXY HaMepaBaMo Ja
kopuctuMo KpoHekepcKr mpom3BO/i CONCTBEHUX BEKTOPA KAKO XEPMUTCKE
Jlamtacose marpurie |76, 77|, Tako u Xepmurcke HopMmasm3oBane Jlamraco-
Be Marpurie [78] dakrop-rpadosa.

2.2 IIpeaukmnuja Ha rpadoBCKUM MoOjenMa

Y 0BOM 0JIeJbKY IIPUMEHYjEMO TpOolieHe JIarracoBuX COICTBEHUX BPE/I-
HOCTH ¥ OJIrOBapajyhmx COICTBeHUX BEKTOpa 3a KpoHEeKepcKu Mpom3BOL
rpadoBa, koje cy obpahene y nperxojiHOM 0jiesbKy. Kopurrhemem oarona-
pajyhux ampokcumariuja 3a COICTBEHE BPEIHOCTH U COIICTBEHE BEKTODE Y
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Cnuka 9: Pacnosiena pesraTuBHEX Tperraka y mporemenuM JlamracoBum
ciekTpuMa Kponekepckor npoussoja bBapadamu-Anbepr rpadosa (ca 50
u 30 uBopoBa) y nopehemy ca opurnnasauM. Jlesa cpana je pesepBucaHa
3a CIeKTap KOjU OJIroBapa BEKTOPHMa WS @ wf U gecha cWPara 3a CIeK-
Tap KOjU OJroBapa BEKTOPHMA vf '® vf . Cnuke y pa3iuduTuM peOBHMA
oJrosapajy HuBomMa rpanckux rycruna og 10%, 30% u 65%.
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3aBUCHOCTHU OJ1 ojipehenor tura rpada, 3Ha4ajHO ce M0DO0JbIIaBa TAYHOCT
perpecuje, a BPeMEHCKa CJIO2KEHOCT M3padyHama je ucTa y nopehemy ca
MOJIEJIOM IpeJicTaB/beHuM y [35] (cpesme-KBajpaTHe TpeIke anpoKCUMIE-
panux ['TM momena cy Beoma OJincke Cpejiibe-KBaIPATHO] T'PEIIIN OPUTHU-
nasgaor ['TM wmomena). CupoBe/ieHn eKCIIEPUMEHTH Ha TPU THIA rpadoBa
(ysetu cy mcrtu THIOBH TpadoBa KA0 U Y IPETXOJHOM OJIEJbKY) IMOKA3y-
jy J1a TpeiozKeHe MeToje Jlajy MOy3JaHy AIlpOKCHUMAIIN]y 3a COIICTBEHE
BPEIHOCTHU U COIICTBEeHe BeKTope Jlarracose marpurie Kponekepckor mpou-
3Bozia rpacdosa. Hajupe hemo npe3enToBaTu pe3ysitare eKClepuMeHaTa Iie
CBHU IIPOIEHHEHU ITapOBU COIICTBEHUX BPEIHOCTH U COIICTBEHUX BEKTOPA ﬂa—
mracoBe Matpurie KpoHekepcKor Mpon3Boja CUMYJINPA]y TAaYaH CIEKTap U
COTICTBEHe BeKTOpe (Tj. CleKTpasHy Jekommosurujy) JlamiacoBe marpuiie
y I'T'M moneny. Takobhe, ynopehyjemo ryburak y TadynocTu perpecuje ns-
mehy I''M mogenia Koju KOpucTe OBe alpOKCHMAIIMje Ca je/iHe CTpaHe u
HyMEPHUYKHN TadHa W3PadyHaBama 3a CIEKTpaHy jeroMro3urujy Jlamma-
COBE MATPHUIIE Ca JIpyre CTPaHe.

Hpyru jieo onesbka ce ojanocu Ha He-Kpomekepcke rpadoe. Y ciyda-
jy Kaua ce rpad He MOXKe IpeJCTaBUTH Kao mnpousBox rpadosa (dexap-
ToB, KpoHekepcku, jak Tpon3BoL, JIEKCUKOTPACKH, UTJL.) y JJUTEPATYPH je
[IPEJIJIOKEHO HEKOJIUKO MPUCTYIIA 3a YOP3arhe ONTUMU3AIMOHOT 33/IaTKa Y
I'TM mogeny. Merona omucana y [60], pasmarpa HOHAIIAKE MOJIEIA CAMO
Ha MOTIYHO TToBe3aHuM rpadouma y Eykiuackom mpoctopy odenexja. Jla
6u I'TM 6uo npumen/buB Ha BeJuKuM rpadosuma, y [79] je npesjiokena
armpokcuMarnija ['T'M momesa KoMIIpecujoM TEeXKUHCKOT rpada y Mambu Ha
HAYWH J]a Ce CadyBa TAYHOCT MIpejBUhama Ha pegaykoBaHoMm rpady. OBaj
MOJIEJT je 3aCHOBAH Ha XUIIOTE3U Ja KOMIIPECOBaHU I'pad 3aaprkaBa BehuHy
CTPYKTYpPHUX MH(MOPMaIja y mopehermy ca OpUruHAJIHIM IpapoM Tako J1a
je ryduTak y Ta4yHOCTH Perpecuje JTOOWjeH Ha MOJIEJy 3aCHOBAHOM Ha KOM-
IpecoBaHOM rpady MUHUMAJIAH. Y OBOM OJIEJbKY PasMaTpamo IPOOJIEeM y
KoMe rpad Mojena He MOxke OuTH (haKTOpuUCaH Kao Mpou3Boj rpadosa.
[Ipumenom anropuTMa CUHTYJIapHE JEKOMIIO3UIMje, TaKaB rpad ce MOxKe
arpokcuMupaTn Kao KpoHekepckm mpoms3Boj JBa Trpada ITO HAM OMO-
ryhaBa jia 3aJiaTu mpodJIieM CBEJIEMO Ha MpodJieM yOop3ama MoJesia 3acCHO-
BaHOT Ha Tpady KOju ce MOXKe Pa3oKuTH kao Kponekepcku mpousBo/i 1Ba
rpacda. Onmcana pernpesenrtaruja omoryhasa Jia ce IpUMeEHE AITPOKCHMA-
nuje 3a JlamracoB criektap u cornctBeHe BekTope KpoHekepcKor mpon3Bo/ia
rpadoBa, na oBaj kombuHoBaHu mpuctyn yopzasa I'T'M moger, 1ok je ryou-
TaK y TAYHOCTH PErpecrje Marbu KOPHUINEemeM J001jeHOT MOIU(MPUKOBAHOT
MOJIETIA.

69



2.2.1 CuoekTpasHa aekommno3unuja JlansacoBe marpuiie Kpone-
KEPCKOT MPOM3BOJIA U CJIO2KEHOCT rpadoBCKUX Mo/iejia

Y oBoM ome/bKy hemo ca S, Sg m Sy 03HAYUTH TEKUHCKE MaTPHUIE
cycencrBa rpadosa G ® H, G u H, pemoM, mMTO je y CKIaLy Ca O3HAKAMAa
u3 pesnanuje (1.17). Ykonuko je rpad Kporekepcku, Tama ce marpuna ()
u3 penarumje (1.20) rpadoBekor Moesa MoXKe 3anucaTi Ha ciaeaehn Haunn

(2.19) Q=Y owl + BLasn.
k

Y mperxomHOM 0J1eJbKY ¢MO Bujeu Ja JlamracoBa marpuria Kponekep-
CKOI' TIPOM3BO/Ia I'pacoBa HE MOXKEe OUTHU IIPeJICTaB/heHa ITOMONY HeroBux
daxTop-rpadoBa, 1ma ce MOpajy IPpUMEHUTH HEKe OJ allPOKCUMAIIUja Jia Ou
ce J100MJIa ceKTpaJHa JiekoMmmosuiuja Jlammacose marpuiie Kporekepckor
Ipou3Bo/1a rpadoBa u3 crekrapa rpadoBCKUX MATPHUIA HEroBUX (PaKTOp-
rpacdoBa. Y 0BOM 0Jie/bKy UCKOPUCTHNEMO Pe3y/ITaTe U3 IIPETXOIHOT Y IU-
JbY CMambemha CJI0XKEHOCTH rpadoBckux Mmojesa. [logcerumo ce ma umieja
3a jeJIHy OJ1 allpOKCHUMAaIllfja CIEKTpPa M COIICTBEHUX BeKTOpa JlarmacoBux
MaTtpuiia Kponekepckor mpousBojia rpadoBa Jd0/1a3u U3 UUHEHUTIE A Ce
HopMmastn3oBaHa JlamiacoBa marpuiia Kporekepckor mpousBojia rpadona
MOK€ MPEJCTABUTH Yy (DPYHKINjU HOPMAJIN30BaHUX JIammiacoBux maTpuiia
dakTop-rpadoBa. Y HeKUM ciiydajeBuMa KpoHeKepCKU Mpom3BOJI COIICTBE-
HUX BeKTOpa Marpunia Lg n Ly 1aje Dojbe alpokcuMarliije 3a COICTBEHE
BekTOpe Lggy Hero KpoHekepcku IpOU3BO/L COTICTBEHNX BEKTOPa MATPUIIA
Lg u Ly, o yemy he dutu Bullle pedu y HAPETHUM TOJI0E/bITIMA.

Kopumnihemem anpokcumariyje us mojozesbka 2.1.1 MoxKeMO pernpe3eH-
TOBATH MaTPUILy Mojesia () Ha padyHCKM OlepAaTHBHUjU HauwH. Hanme, Ha
OCHOBY J100pO mO3HATOT CcBOjcTBa KpoHekepckor mponsBoia marpura (A ®
B)(C®D) = AC®BD, sugumo na saxu ja je (Weg@Wg)(WeWgy)T =1
nommro je WeWlh = I u WgWk = I. Axo marpuny (Ag ® Dy + Dg @ Ay —
Ac ® Ay) osnaunmo ca Ng g, ouza ce marpuiia ), nedunucana ca (1.20),
MOZKe 3aIlUCcaTh Ha cjiejehn HadInH

Q=Y arl +BLloen ~ (We®@ W)Y arl + BNew)(We @ Wy)".
K K

OBaj mpucTyI cMmarmbyje CJI0XKEHOCT M3padyHaBarba MOJesa, jep ce mu3-
padyHaBamba CBOJe HAa MaTPHUIC HHUYKET PaHra, MOCcedHO KaJja je pel rpada
Mozena Besmkn. VI3 (2.2) u (2.3) MoxKe ce BHIETH J1a je PadyHCKa CIIOXKe-

Hoct oBe Merojie O(n3+n3+mny logni+ny logny+ny ny), Tae Kyoosu nd u nj
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IIpe/ICTaBIbajy PavyHCKe CIOKEHOCTH N3padyHaBamba clieKTapa Marpuna Lg
u Ly, a uzpasu ng logn, u nylogny npeicTabajy padyHCKe CJIOKEHOCTH
COPTHPaIba CHEKTApa U 71 Ny CIIOKEHOCT MHOKEEH€ COIICTBEHUX BPEHOCTH.
CJI03KEHOCT eKCIUTUIUTHOT U3padyHaBalba CONCTBEHUX BPEJIHOCTH U OJINO-
Bapajyhinx comcrsennx BekTOpa 32 Logy je O(nin3) mro je smarno seha

CJIO2KEHOCT O/Jf CJIO2KE€HOCTHU ITPEIJIOZKEHNX aHpOKCI/IMa.L[I/Ija.

Ca gpyre cTpaHe, KOpPHUIThEmeM AIPOKCUMAIAje u3 mojoae/bka 2.1.2 u
pesarje (2.5), marpuily (Q Moxkemo 3anucaTu Ha cienehin Havun

Q=Y owl +BLasn ~ (Vo @ Va)D_ awl + BMen) (Ve @ Vi)',
k k

rie je Mg n = DA. 11 oBaj MeTo, cMambyje CJIOJKEHOCT U3padyHaBama da-
3UYHOT TIPadOBKCOT MOJE/a, & PAIYHCKA CJIOXKEHOCT CaMe alPOKCUMAIIN]e
je O(n3 + n3 + n? + n2 + nyny). CoxkeHocT M3padyHaBamba y OJHOCY HA
MOJIeJI JIOOnjeH KOpUIhemeM allpoKcuMaliije u3 mnojicekimje 2.1.1 je ucror
pella BeJIUYMHe, aJii IIOCTOjU Pa3jinKa Koja ce orjejia y m3deraBarmby COp-
TUpaba CIIEKTPa U MOCTOjalby MHOXKEHha MATPUIA Kao J0JaTHOT KOpaka Y
uspauayHaBawuma (I, — Lg) u (I, — Ly).

Y IpeTXOoaHOM OJIe/bKY CMO IPEJICTABU/IN TOHAIAE MPOIEHEHNX COTI-
CTBEHUX BPEHOCTH U COIICTBEHWX BEKTOpA y Tmopehemy ca OpUTMHAJHUM.
CBu npuKa3aHy pe3yJITATU Cy JOOUjeHH! Y OJIHOCY Ha PA3/IMIUTE TUIIOBE Ipa-
doBa u pas3uunTe HUBOE TPAHCKUX TyCTUHA. Y OJIe/bKY 2.2.2 neTasbHO hemo
JIUCKYTOBATH KaKO IPOIEIHeHN CIIEKTPH U IbUXOBHU OJI'OBapajynu cOrcTBeHn
BekTopu ytudy Ha ['T'M momen. /la 6u ce ekcriepumenTasno ucrmmrao ['T'M
MOJI€JI, EKCIIEPUMEHTH Cy U3BeJeHU Ha Tpu BpcTe rpadosa: Epmaom-Penn,
Bapabamu-Andept n Barn-Crporatir, 10K IpOIeHAT TPAHCKUX TYCTHHA Y3~
uma Bpeanoctu 10%, 30%, 50%, 65% u 80%. 3a penose rpacdosa G u H
O3HAYEHe Ca Ny U Mg, PEJIOM, CIIPOBOIUMO CBe €KCIepHUMEHTe TPH IIyTa Y
3aBHCHOCTH OJ1 peioBa rpadosa (n1,n2) € {(30,50), (50,100), (100, 200)}.

2.2.2 T'padoBckmu mozenn dazupanu Ha KpoHekepckuM CTPYKTY-
pama

OBaj omemak ce daBu mposepoMm mnepdopmancu ['T'M momesna paziiu-
YUTUX TUIIOBA PAHJIOM MpeXKa IoJ ojipeheHnM KOHTPOJIUCAHUM yCJIOBUMA.
Kibyuna yiiora annpoKCUMaTUBHUAX ITPOTIEHA JOOUJEHUX Y IIPETXOTHUM OJ1€b-
IIIMa je IpeBa3mIayKemhe PadyHCKN HeeUKACHe Ollepariyje y MpeTIPOIec-
pamwy I'I'M mozena, a To je oneparuja cuekTpaJsHe JiekoMmnosuruje Jlamma-
coBe MaTpulle Koja ojarosapa Kpouekepckom rpady mojesra. YnorpedbeHe
allpoOKCUMallfje UMajy Makby PadyHCKY CJIoKeHOCT o opuruHasHor ['T'M
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MOJIes1a, aJid je TIOTPEOHO J1a ce MPOBEPU KaKO IPOIEHEHN COIICTBEHN BEK-
TOPHU U COIICTBEHEe BpegHOoCcTH yTudy Ha Tadnoct ['T'M momena, nmajyhu y
Buay nga je I''M momen Beoma oceT/bUB Ha MaTeMaTHUYKe MAHUITYJIAIU]je
COTICTBEHUM BPEIHOCTUMA U OJI'OBapajyNuM COICTBEHUM BEKTOPHUMA.

Omnuc MoOJJeJia U eKCIIepuMeHTaJ/IHE ITOCTaBKe

Jenan o musbeBa OBOI OJeJbKa je Tparkermbe dasiaHca m3mely cMmarbe-
Iba PAYyHCKOI BPEMEHa MOJEsIa Ca jeJlHe CTpaHe U T'yOUTKa Y TadyHOCTH
perpecuje (Mojies1a) ca Jpyre, KaJa ce MpejjioyKeHe IporieHe 3a Jlamiaco-
Be COICTBEHE BPEJHOCTU U COIICTBEHE BEKTOpe KpOoHEKepCKOr IMpPOM3BOJIA
npuMeHe Ha rpad mojena. Jlodbujenn pesysntaTru 00yXBaTajy pasinduTe
TUIIOBE I'padoBa PA3IUIUTOr Pela U PA3JIHINTUX HUBOA I'PAHCKUX I'YCTH-
Ha y rpady. llopeheme ce Bpru usmehy werupu momena: GCRF-base re
je W3BpINleHa HyMepUYIKa CIIEKTPAIHA JeKOMIIO3UIINAja U CTOTa Ce TOCTHUKE
HajBelia TaunocT perpecuje u anpokcumarmornx Mogeaa GCRF-MSN [35],
GCRF-LaplaceVec (nomonemax 2.1.1) u GCRF-NormLaplaceVec (tiomose-
mbak 2.1.2), rae je y boKycy oBEX MoJIeia IpoIiec yop3ama ONTUMU3AIMOHEe
MeTojie Mojiesia. I3BesieHe cy nBe rpylie eKcrepuMeHaTa KOjuMa ce TeCTUpa:

1. moryhHocT mozena: nusou rpanckux rycruna p € {10%, 30%, 50%,
65%, 80%} Bapupajy ucrospemeno 3a oba rpada, G u H, natux pejo-
Ba Ny U ng, te je (n1,ng) € {(30,50), (50,100), (100,200)}, upu gemy
je dukcan mywm ysopkosan u3 N (0, 0.33) u gomar uzmasuma.

2. pobycHocT mogedia: dbukcnu 1yM yzopkosan uz N (0, 0.25), N'(0, 0.33)
u N (0, 0.5) je nomar uznazuma Y., Ja O ce TecTHpasa CTaOHIHOCT
CBUX KOpI/ItheHI/IX aHpOKCI/IMaHI/Ija KaJda Cy HUBOU T'PAHCKUX TI'yCTHU-
Ha rpadosa G u H dukcupanu na 50%, a maru penosu rpadosa cy
(n1,ms) € {(30,50), (50, 100), (100, 200)}.

[IIraBurre, 3a cBaKy ONIITY TPYIy €KCIIEPUMEHATa, KOPUCTUMO TPHU THUTIA
ciIydajHux rpadoBa:

e random rpadoBu: IpBU CKYII eKCIIEPUMEHATA je CIPOBeaeH Ha rpado-
BUMa TE€HEPHCAHUM CJIYYajHUM TeHepaTopoM Kopurrhemwem Epmor-
Penu monesa.

e scale-free rpadoBu: APyTU CKyIl eKCIIepuMeHaTa je CIIPOBEJIEH Ha I'pa-
doBrUMa reHepUCAHUM CJIYIajHUM reHepaTopoM Kopuiihemem bapadaru-
Andepr Mozesa Koju oJparkaBa IPUPOIHE CHCTEME U CHCTEME Koje je
HallpaBUO Y0BEK KaO IITO CYy I/IHTepHeT i JpymITBeHe MpPexKe.
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e small-world rpadosu: Tpehu ckyn ekcnepumenara je CIpoBejeH Ha
rpadoBrUMa reHepUCAHUM CJIYIajHUM eHepaTopoM Kopuiihememe BaTii-
Crporari Mojiesia ca CBOjCTBAMA MAJIOT CBETa Kao IITO CYy MeTadOoJIu-
YKe MPEeKe.

VY a/beM TEKCTY OIMUCYjeMO MPOIIEC NTeHEPUCaha, T0IATAKa, Y Te2KUHCKIM
CUHTETUYKUM rpadOBUMa KOje KOPUCTUMO Y €KCIEPUMEHTAJIHO] TTOCTABIIA.
Ha ou ce ucrpaxkuie moryhnoctu ['T'M mojzena y KojeMm cy yKJbydeHe U
CTPYKTyp€ Pa3JUIUTHX THUIOBa TrpadoBa, JU3ajHUPAHN Cy E€KCIEePUMEHTH
rje cBaku oji rpadoBa G u H npurmaja HEKOM MOJEIy PaHIoM rpadosa.
Bekropu y; u y, gumensuja n; m ng, peioM, Cy TE€HEPUCAHE U3 HOpPMAaJe
pacnogesie N (0, 1). Bekrop uznasa Y., 3a meo I'T'M mogien, ce renepurie
Kao

Yirain = Y1 @ Y2 + 11, 1€ je |y1| = ny, |y2| = n2, n vy € N(0,0.33).

Koopannare BekTopa y; u yo Tpeda j1a Oyay yrpahene y cTpyKType rpa-
dosa G u H, peqom, noje/buBameM ofpeheHnx TexknHa rpaHama rpadona
qUMe Ce CTBapa 3aBUCHOCT m3Mely cTpykType rpada m Moaesra m3jasa.
IIpema Tome, MaTPHIA CTHTHOCTH Sg ce modbuja momohy mome/buBamba Te-
xuna w(i,j) = e~ Wi ¥13) rpamama (i, ) rpada G, rie je gomar crydajHm
IIIyM BEKTOpHUMa Y1 U Y, Tj. yll =y + o, y; = Yo + 1o, u 1o € N(0,0.25),
jep Ipoliec IpeauKIiije BEeKTopa He Tpeda Hda IPOUCTEKHE U3 CTPYKTYpe
rpada gupektro. Vcro Baxku u 3a marpuily ciandnoctu Sy. [Ipermocraska
Mozes1a je fa ce cTpykrypa Texuacke marpure Sy ['T'M momeny moduja
ka0 Kponekepckn mpousBoji TexkuHCKuX Marpuna Sg n Sy. Ilpomec rene-
pucama HecTpyKTypupanux npeiaukropa Ri(z) (kK = 1) je nodujen npema
jennakoctuma (1.17) u (1.18), a a u [ y3umajy Bpennoctu 1 u 5, pegom.
IIym 3a Yj..in Bapupa Jia Ou ce TecTupaJsia POOYCHOCT MOJeJia Ha, IIIyM.
Ha unctu mauwmn cy renepucanu tect-nogamnu. MoTuBanuja 3a J104aTH TIIyM
je cTBapaibe CTPYKTYpPHE perpecuje Mojiesia Koju Tpeda Jia n3derte mpeko-
MepHO TpuiarohaBarme M3a3BaHO MCTOBPEMEHUM Y3UMAaMbeM y OO3MpP CBUX
JIATUX yJIa3a Jia Ou ce MpeJIBUJIe/In CBYU U3J1a3U (HECTPYKTYPUPAHH TIPEJIUK-
Top Ri(x) ce mupektro joduja u3 Yiqpn). Ca gogarHum mryMoM 32 Yiein,
Kponekepcka crpykrypa 3a Ri(z) ce Takohe m3berapa. CTora KeammMo Ja
TECTUPAMO J1a JIM MO MMajy ;00pe mepdopMaHce Kaja YBPCTUMO Yy
MOJIEJT MaJIa OJICTYIIAamha OJT apaMeTapCKUX PacIojIea.

3a mzadbpane napamerpe u 3a cBaku oi I'T'M momesna mocedno, ekciie-
PUMEHTEe TIOHAB/HAMO HE3ABUCHO CTO IIyTa U OEJIE2KMMO BPEIHOCTU CPEIhe-
KBaJIpaTHE T'PEIIKe KOoja ce M3padyHaBa Kao IIPOCEYHA BPEITHOCT CPEIhe-
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KBaJ[paTHE I'peliKe y orcery oa 5 mo 95 meprentuia. Takohe cy uzpady-
HaTH MHTEPBAJIM IIOBEPEIba 3a CBAKU OJ1 Mojiesia. ¥ cjegrehuM ekcriepuMen-
TUMa TTOKAa3yjeMO Jia T'PeIKe IPOIeCuparbha IMPOYy3POKOBAHE OBUM AITPOKCH-
MallijaMa UMajy He3HATaH yTHIR] Ha I'yOUTaK TAIHOCTH Perpecuje JI00u-
jene I'T'M momenom, kama ce pazmarpajy Epmom-Penn u Barmn-Crporarit
TunoBu rpadosa. Y mnopehemy ca oBUM pe3y/aTaTuMa, PacKopak usmehy
cpenme-kBajpaTae rperike ['T'M Mogesra Ha jeJIHO] cTpaHu U KOPUITNEHUX
allpOKCUMallnja Ha Apyroj cTpaHu, je maJio Behu 3a Bapabammu- Andepr rpa-
dose. CBU eKCIIEPUMEHTH Cy CIIPOBEIEHN Ha padyHapy ca mporecopom Intel
Core 15-8265U 3.90 u 64 GB untepue memopuje.

PezynraTtu nepdopmancu mogesna ua Epgomni-Penn u Baru-Crporarig
rpadoBuMa

1) Mowyhnocti mogeaa (edextiusHocti Yy 0gHOCY Ha HUBO IPAHCKe Ty-
cwiune): camka 10 (JgeBu J1e0) mpukasyje MPeUKIM]y CpeJbe-KBaJpaTHe
T'peIKe y YeTUpH NpUCTyna kao OyHKIN]y HUBOA rpaHcke rycrune Kpomne-
Kepckor npoussoja Ba Epomr-Penn rpada ca 100 u 200 usoposa. Oukcau
mym y3opkosan u3 N (0, 0.33) ce moaje Ha u3Ia3e Kako OU ce y MOTILyHO-
CTH CIPOBEJIO TECTUPAhe MOJEIa y eKcrepuMeHnTy. PadyHcke ciiokeHOCTH
KopuiheHux arpokcuMariija cy Mmehycodno jeanake, aau je jacuo ga GCRF-
NormLaplaceVec maje Taunuje pe3yarare perpecuje oji IpeocTasia JIBa MpH-
cryma, GCRF-LaplaceVec u GCRF-MSN. Kana je nuBo rpamncke rycruue
jemnak 10%, cpemme-kBaaparna rpemka perpecuje GCRF-LaplaceVec mo-
nena je 0.37, mTo je CKOpo JiBa IIyTa BHIIE O/ BPEJIHOCTH CPeIHhe-KBaIPaTHE
rpemke mozaesna GCRF-NormLaplaceVec koja usnocu 0.19, nok GCRF-MSN
MMa BeOMa BHCOKY Cpelbe-KBaJIpaTHY rpemiky. Vcrtu mocrymak ce moHa-
BJba 3a rpadoBe ca UCTUM OpOjeM UBOPOBA, AU Ca PA3IUIUTUM HUBOUMA
rpanckux rycruna {30%, 50%,65%,80%}. Kazxa je HuBo rpaHcke rycrune
30%, GCRF-NormLaplaceVec noctuzke Tadnuje pesyJjrare perpecuje Hero
3a ocrajie rpaHcke rycruae. OBoO ce MOXKe 00jaCHUTH UNHHEHUIIOM 18 COII-
CTBeHe BPEIHOCTH KOje O/IroBapajy COTICTBEHNM BEeKTOPHMa v & ijQ nMajy
HajMakby AUCTOP3Hjy KaJa je HUBO rycruHe rpaHa Tadao 30%.

Cuomanau pesysrartu cy u3Bejenn 3a Bari-Crporari rpadose (JieBu j1e0
ciuke 11). Kaga je auBo rpancke rycrute jejnak 10%, cpeme-kBajpaTHa
rperike mojiea GCRF-LaplaceVec u GCRF-NormLaplaceVec cy Beoma 0sn-
cke mehycodno, moxk GCRF-MSN uma najsehy rpemiky. Kako rpamcka ry-
cruna pacre, GCRF-LaplaceVec mma cKOpo KOHCTaHTHY Cpelibe-KBaIpaTHy
rperky y cBakoj trauku, J0K rpemka GCRF-NormLaplaceVec Texku cpeive-

kBaaparHoj rpemu GCRF-base momerra. YV ucto BpeMe, cpeitbe-KBaIpaTHa
GCRF-MSN ce nmpudsmxkasa 1.
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Cumka 10: TagrocT (cpe/me-KBagpaTHa IPeIKa) Mojieaa y (byHKIUjU Tpo-
IIeHTa I'PaHCKe rycTuHe (J1eBo) U HUBO IyMa (J1ecHo), rie je G Epmom-Pernn
rpad ca 100 usopoBa u H je Epmom-Penu rpad ca 200 usopona. Jlego: o1-
rosapajyhn Spojesu rpana rpadosa cy {122, 367, 612, 796, 980} u {495,
1485, 2475, 3217, 3980}. Jecro: TaqHOCT MOsEea (Cpelibe-KBaIpaTHa I'Pe-
IKa) y OJHOCY Ha Pa3jIMduTe BPETHOCTH IIYMOBA, 3a (DUKCHPAHU HUBO
rpancke rycrune ox 50%.

Perpecuona cpeame-kBaaparaa rpemka GCRF-MSN monena je yBek Bu-
COKa, jep je KopurheHa, JIOIa MPOIeHa COICTBEHNX BPETHOCTH, HAKO Cy COII-
crBeHN BeKTOpHU nctu Kao u cornctBenn Bektopu y GCRF-NormLaplaceVec
Mozeny. OBo ce MOXKe ODjaCHUTH YHIHEHHUIIOM Ja IPOIEHheHe COICTBEHE
Bpennoct y GCRF-MSN mozeny y3umajy Bpegnoctn u3 uarepsada [0, 2],
JIOK peaJjiHe COIICTBEHEe BPEJHOCTHU MpHUIaajy uarepsaiy [0,nins] (oBo Ba-
JKU U3 JT0OPO MMO3HATE YUEHEHUIIE JIa CY CBe COTIICTBeHe BpeaHocTn Jlammacose
marpurie y orcery ox 0 g0 pena marpuiie). Vet ekcriepumenTu cy takobhe
crpoBejsienn 3a Epmom-Penn rpadose ca 30 u 50 uBopoBa, kao u ca 50 u
100 uBopoBa, a pe3yJTaTH Cy T'OTOBO HCTU. 3a BWINE JETajha IOIJIEIATU
HHonarak 5.1 u nese jsenose ciauka 16 u 17. lodujene cpemame-KBajpaTHe
rperike MMajy WHTepBaJie MOBEPema KOJU ce He MpeKJsalajy, Tako Ja Cy
IPUjaB/HEHN PEIYATATH CTATUCTUIKHN 3HAYAjHMU.

2) Pobycnocti mogesa (edextiueHoctic y ogHOCY MG JOGATOU ULYM U3-
Aa3UM@): y OBOj TPYIH eKCIlepUMeHaTa, 38 (DUKCHU HUBO I'DAHCKE I'yCTHU-
e ox 50% 3a obda rpada, Bapupajy Cce HHBOU IIIyMa y M3JIA3MMa, MOIE-
Jla KaKO OM ce OJipe/iijia POOYCHOCT AIIPOKCHMAIIMje Y OJHOCY Ha IIyM Yy
aTpuOyTuMa 4BopoBa rpada. Kao mro je m odyekmBaHo, ca JECHUX CTpa-
Ha ciauka 10 m 11 MoXKe ce BHIETH KaKO Ce J0/laBaibe IIyMa Y30PKOBAHOT
u3 HopmaJsHux pacuogena N(0, 0.25), N (0, 0.33) u N(0, 0.5) na nsnase
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Moziena pedyiekTyje Ha TaYHOCT epdOPMAaHCH CBUX MOJIesa (TAYHOCTH Ce
npupojno cMamyjy). Cpenme-kBagaparte rpemke 3a GCRF-LaplaceVec n
GCRF-NormLaplaceVec cy ckopo ucre Kaja ce mzjaasuma He J0Jiaje IIyM
y 0da ciaydaja, 3a Epmom-Penn u Barn-Crporarin rpacdose. Anu kazga je
myM Behu, paziuka u3Mely cpejimbe-KBaJIPTHUX I'pellaka MocTaje yOuJbH-
Buja y Kopuct GCRF-NormLaplaceVec mogernra, y oda ciayaaja. Moxe ce
IpUMETHUTH J1a ca nopehameM myma, rpemka GCRF-NormLaplaceVec moe-
sa Texku rpemnu GCRF-base. Takobhe, cpeame-kBagparna rpemika GCRFE-
MSN wmogena je 3uadajuo Beha y mopebhemby ca ApyruM arpoOKCHUMAITHjaMA.
3ak/byvaK je IpUINYIHO camdaH 3a Mame Kppom-Penwn rpadosa ca 30 u
50 aBoposa u 50 u 100 uBopoBa (morsesaru jecHe jeioBe ciauka 16, 17 y
Honarky 5.1). la d6u ce uzbersio moHaB/babe CAMIHUX Pe3ysITara, CJIUKe 3a
Mame Bari-Crporarr city4dajue rpadose cy n30cTaB/beHe.

CTadu/IHOCT MPOIEHEHNX COIICTBEHUX BPEJIHOCTH U COICTBEHUX BEKTO-
pa u3 nomoaesbKa 2.1.2 ce takohe orytema u y cradunnoctu I'T'M momena.
IIpema pesynraruma GCRF-NormLaplaceVec monena 3a Kponekepcku mpo-
u3Box Epnom-Penu u Bari-Crporari rpadosa (Bumern cimke 10 u 11),
koju cy Beoma Osmcku pedysnraruma GCRF-base mozena, ncrocrasuiio ce
na je GCRF-NormLaplaceVec mojienr Beoma 1moy3gan ampoOKCUMATUBHU MO-
JIeJI.

Ilepdopmance Ha Bapabaimu-Aadept rpadpoBuma

ExcriepuMenTaino je 1moKasaHO Jia Cy COICTBEHH BEKTOPH ¢ & vf u
IUXOBE OJroBapajyhe COICTBEHE BPEIHOCTHU IOTOJHUjE 3a AIPOKCUMAIIU-
Jy OpUT'HHaJTHUX COIICTBEHHUX BEKTOPa M COIICTBEHUX BPEIHOCTU 3a KpO-
HeKepCKH Tpon3Boj, Bapadamm-Anbepr rpacdosa ox w ® wJH I IUXO-
BUX ojroBapajyhux anpokcumupanux concrsennx speanoctu [14]. Crora
ce ouekyje ma GCRF-LaplaceVec momen maje Hajsehy TadHOCT perpecuje
y Behunu cirydajesa, MToO je MOTBphHeHO M3BODEHEM eKCIlepruMeHaTa 3a JiBa
Bapabamu-Andepr rpada koja nmajy 100 ogaocro 200 uBopoBa. Pesynrarn
cy npeacrasibenn Ha ciaui 12. GCRF-LaplaceVec naje Taunuje pesynrare
perpecuje oJ Jpyre JBe alpoKCHMaliije 0e3 003upa Ha HUBO I'DAHCKE I'y-
CTHHE U BEJIUYUHY IIyMa KOjU Ce J0/laje M3JIa3uMa, ca U3y3eTKOM KaJa je
uuBo rycrune rpana 30%. MoxkeMo IpuMeTuTn Ja je HajMamba JUCTOP3H]ja
COTICTBEHUX BPEHOCTH KOje OJIrOBapajy COTCTBEHHM BEKTOPHMA U1 ® U]H
y caydajy Kaja je HuBo rpancke rycruae tagno 30%. 3a mame rpadose,
pe3yaTaTu ce Mory BujeTu Ha ciaukama 18 m 19 y Hdomarky 5.1.

Mozke ce amocrpoduparu Ja je pasjnka uaMmely cpeimbe-KBajpaTHe
rpemke momesna GCRFE NormLaplaceVec u GCRF-LaplaceVec ca jenne m
cpenme-kBagaparae rpemike GCRF-base momena ca apyre crpane, MHOIO
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Cumka 11: Tagroct (cpe/ime-KBagpaTHa IPeIKa) Mojieaa y (hyHKIUjU Tpo-
IleHTa TPAHCKe IycruHe (JeBo) W HUBO IiyMa (mecHo), rtae je G Barm-
Crporari pangom rpad ca 100 usopoBa u H je Barmn-Crporarir panmom
rpad ca 200 usoposa. Jleso: onrosapajyhu &pojesu rpana: {100, 350, 600,
800, 1000} u {500, 1500, 2500, 3200, 4000}. Jecwro: Tagnoct (cpe/rbe-
KBaJ[paTHA TPEIKa) MOJeIa Y OMHOCY Ha PA3InINTe BPEIHOCTHU IIyMOBA,
3a (pUKCHpaHN HUBO I'paHcke rycrune ox 50% .

Beha 3a bBapadammmu-Andepr rpadose y nopehemy ca Epmom-Penn n Bari-
Crporati ciydajaum rpacgosuma. He pasmarpamo GCREF-MSN mozesn, mo-
IIITO je cpejibe-KBaJpaTHa TI'peIIKa yBeK BHCOKa. ¥ ciaydajy bapadaru-
Andept rpadoBa HajMamu packopak je oko 0,3 ¢ 003upoM Ha CBe HaBeJIeHE
aIPOKCUMAaTUBHE MoJiese, MoK je y cay4dajy Epmom-Penn u Bari-Crporarig
ciydajanx rpadosa MHOTO Mamu, ckopo 0 (oko 0,028 u 0,014, pemom). 3a
BHUIIIE JleTaJba IoriegaTn JeBe jgesoBe cimka 10, 11 u 12. Takohe ce moxke
npumeTuTu j1a y ciay4ajy Epmom-Penn n Bar-Crporari rpadoBa cpegme-
kBaiparae rpemike 3a GCRF-NormLaplaceVec u GCRF-LaplaceVec moe-
Je texe cpeime-kBanparnoj rpemkn GCRF-base mozena (Bumeru mecue
CTpaHe UCTHX CJINKA), T€ C€ OBU MOJEJIN MOTY TPETHPATH Kao 3a0BO/baBa-
jyhu. Yuan ce 1a je 3a7aTak m0OO0BIIAKHA MTOY3TAHOCTA AITPOKCUMATHBHIAX
Mojiesia Moryh, ma Oum Tpakemhe HOBUX aIllPOKCUMAIIUja MOTJIO OUTH HOBU
M3a30BHU TpaBal] y OyayhuM mcTpaKuBamUMa KOjUMa OU Ce YCTAHOBUJIA
HIKa cpejimbe-KBapaTHa rpemka y I'T'M mozgeny.

2.2.3 Bpewme usBpinema Mmoaesa

Hacrasmamo ca mopehemem mnepdopmancu I'T'M mozena kaja ce Ko-
pucte Tpu amnporcumarje y omgHocy na GCRF-base momen. Croxkenoct
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Cumka 12: TagnocT (cpe/ime-KBagpaTHa IPEIKa) Mojieaa y (hyHKIUjU Tpo-
IleHTa IpaHCKe TycTuHe (JIeBo) u HUBO Imyma (JecHo), rie je G Bapabaru-
Andepr rpad ca 100 uBopoBa u H je Bapadammu-Andepr rpad ca 200
gBopoBa. Jleso: oarosapajyhu dpojesu rpana: {100, 350, 600, 800, 1000}
u {500, 1500, 2500, 3200, 4000}. Jecro: TadqnoCT (Cpemme-KBaIpaTHa rpe-
IIKa) MOJIeJIa Y OJJHOCY Ha PA3JIMIuTe BPEJHOCTH IIyMOBA, 38 (DUKCHU HUBO
rpancke rycrune ox 50% .

n3padyHaBamba 3a CBaKy allpOKCUMAIIH]y je TOCeOHO 00jalllheHa Y IIPEeTXO0/I-
HUM OJIeJbIIMAa, aJIi TaKohe mpoBepaBamo u Bpeme usppirema ['T'M mozena,
rmonaocod. Kao mro cmo rope momeny:iu, uusep3 JlammacoBe marpuiie Jiu-
PEKTHO yTHYe Ha CJIOXKEHOCT M3padyHaBarba MOJIeNIa, a Ha CJIOXKEHOCT OBEe
MaTpUYHE Olepalyje yTude HUBO rpancke rycrune rpada. [llrasumre, mo-
IITO ce Opoj rpaHa rpada MOxKe MPeJICTaBUTU Kao (;) P, TECTUPAMO BpeMe
MU3BpITaBaiba MOJIE/Ia TAKO MITO Ou BapupaJsu peJ rpada nu GuKcupasi Hi-
BO I'paHCKe T'YCTUHE WM (PUKCUPATIU Pejl Tpada u Bapupad HUBO T'PAHCKE
rycrune. Y Tadesm 3 IpUKa3zyjeMO pe3yJiTare KaJia IPUMEYjeMO MOIEN
na rpadgose Epgom-Penn tuna ca dbuxkcupanuM HHBOOM I'paHCKE TyCTH-
ue ox 30%. Takohe Tectupamo Belie rpadoBe ox OHMX KOje CMO KOPHUCTH-
qu y nperxomaaom ojesbKy. Ilomro GCRF-LaplaceVec numa ucty padyHCKy
cinoxkenoct ka0 GCRF-NormLaplaceVec 1 GCRF-MSN wmozesin, moxe ce
BUJIETH Ja He TOCTOjU 3HA4YajHa pa3juka y muxosoj opsunu. [IlTaswurre,
norirro I'T'M mozenu 3aBuce on Opoja mrepanmja, MOKe Ce BHIETH JIa MO-
neau GCRF-NormLaplaceVec 1 GCRF-MSN 3axTeBajy Mambe ureparmja y
onTuMu3anonoM 3a1atKy Mogena Hero GCRF-LaplaceVec. OcnoBau asro-
pUTaM UMa BeJUKY padyHCcKy cioxkenoct O(n3n3), na je copuju y ojHOCy
na 'T'M mozene ca amnpokcumaliijama, nako ce eroB 0poj ureparmja cMa-
Ibyje Kako ce pejgoBu rpadosa rmosehasajy. lakite, kommpomuc usmely Bpe-
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GCRF
pen rpadosa base LaplaceVec
G H BpPEM.U3BPIIL. | Op. UTEp. | BpeM.u3BpIiL. | Op. urep.
50 30 0.78 + 0.03 21 0.31 + 0.03 21
50 100 19.03 + 0.09 22 1.59 + 0.04 22
100 200 1089 + 8.99 46 45.02 + 0.54 47
100 300 2216 £ 6.21 9 82.25 + 0.37 51
200 200 5192 + 43.6 9 186.42 + 2.46 73
GCRF
pen rpadosa NormLaplaceVec MSN
G H BpPEM.U3BPIIL. | Op. UuTep. | BpeM.u3BpIl. | Op. urep.
50 30 0.47 + 0.01 16 0.47 + 0.01 16
50 100 1.74 £ 0.02 17 1.73 £ 0.01 20
100 200 44.88 + 0.69 24 45.15 + 0.49 22
100 300 81.48 £ 0.58 24 81.09 £ 0.37 23
200 200 185.13 + 2.93 26 181.77 4+ 2.25 26

Tabesa 1: Bpeme usBpinema y cekKyHaama kKaJjia cy oda rpada tuma Epmor-
Penn ca auBonMa rpanckux rycruna o 30%

MeHa u3BpIema n Tadnoctu perpecuje ['T'M mojiena ca ampokcuMmarnjama
je ocrBapen y ciayuajy kajga ce momnes GCRF-NormLaplaceVec kopuctu 3a
Eppom-Penn n Barn-Crporari rpadose, a GCRF-LaplaceVec monen y city-
qajy Bapabammu-Andepr rpadosa. Tpeba HanomenyTr j1a HeEMa 3HAYAjHUjE
pasjmke y BpeMeHnMa u3Bpinema 3a Barti-Crporariy u Bapadamm-Anbept
Tunose rpadosa.

2.2.4 Ilepdopmance rpadoBCcKHUX Mojiejia da3mpaHUM Ha OJmM3y
KpoHekepckum cTpyKTypama

Y IpeTxo/IHOM OJIeJbKY CMO TOKa3aJii KaKO IPEJJIO?KEHE alPOKCUMa-
nuje JlamracoBor crnektpa Kponekepckor mpowusBoja rpadpoBa yTudy Ha
tagrocT perpecuje ['TM momena. OBe ampokcumariije cy BeoMa MOTOIHE y
caydajy Kaja ce Texkuacka marpura S y I'T'M mozeny mMoxke mpejictaBuTu
Kao Kpomnekepckn mpon3BoJI MambuX TEKMHCKUX MATPUIlA KOje O/roBapajy
onpehenum TunoBuMa ciaydajuux rpadoBa. ¥ peasHuM IIpUMEHaMa, BPJIO
YeCTO TO HUje CJIy4daj. Y OBOM OJIeJbKY TeCTUpaMoO TadHOCT perpecuje I'T'M
MOJIesIa, KaJIa Ce MaTPUIA CINTHOCTH He MOXKe JIeKoMIoHOBaTH y Kponekep-
cku mpon3Bo, MaTpuria. [Ipuctym koju he dutn nmpukasan oBJe, ce CacTOju
OJI JIBé BPCTEe y3aCTOIHO MPUMEIHEHUX AIPOKCUMATHBHUX METO/A, TJe Ce
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y TIpBOM MpoHajasu Hajomku Kponekepcku mpousBoj Matpura Sg u Sy
JIATUX peJioBa Te:KUHCKO] MaTpuii S (3a Heke rpadose G u H), a HaKOH
Tora mporemyjeMo crnekrap Lggy Kopucrehu crekrpe (HOpMaM30BAHUX )
Jlammnacosux marpuiia rpagosa G u H, pemom.

Teopujcke ocHoBe

Ormmcyjemo Hajipe ajroputaM 3a IIpoHaJaXKeme Hajosmker Kporekep-
CKOI' TIPOM3BO/Ia MATPHUIA 3a MOYETHY peasiny marpuily A, y omHocy Ha
®podennjycoBy HOPMY jJdedUHUCAHY Kao KBaJIPATHU KOPEeH 30upa KBaJpa-
Ta ejqeMenara Marpurie. IIperusnuje, 3a mary marpuny A € R™ ™ rae cy
m = mimeo U N = NN, HAII 33JIATAK je Ja oJpeauMo maTpuie B € R™*™
u C € R™*™ rako ma je P4(B,C) =|| A—B®C || vunnmasno. OBaj mpo-
OJIeM je TIO3HAT Kao IIpodJieM Hajosmker KpoHekepcKor mpon3Boa 1 MOXKe
ce peruTu KopulhemeM CHUHTYIapHe JIeKOMIIO3UIIAje TAKO3BaHe MEePMYTa-
mone marpure o A, osmadene ca R(A) ([72]). V mamem rekcry jgajemo
nperusny gedunuimjy R(A) u Kparak mpersies] periema OBOT ONTUMU3a-
[IIOHOT IIPOOJIEMA.

Pasmorpumo ms X ny mopmatrpuity (6s10k) marpure A € R™*™,

A11 A12 .. Al,nl
As Am . Ay

(220) .21 .22 . 2.7 7 A” e ngxnz’
Apia Ao o0 A

u onepaimjy vec : RP*9 — RPIX! nedpunncany najosesuBameM (CTEKOBa-
meM) KostoHa X ,; € RP*N 1 < ¢ < ¢, marpune X jenne Ha 1pyry

X1
le? x1 X
vee(X)= | 7| e RF X € RP¥.
leq
OBa ormeparnuja he ce KOPUCTUTH Ja O Ce M3Pa3UIa MUHUMUA3AIIHA]A

| A— B® C ||p y TepmuanMa T3B. podJsieMa ampokcuMalije panra 1 (3a
naty marpuity M, Tpeda opeiuT MaTPUILY M TaKBy J1a je rcmk'(ﬂ) =1
ul| M- M | F Mumunvasao). [lltasuine, y ogmnocy ma dstokose A;; € R™2%"2
(1 <i<my,1<j<mn) marpuie A € R™*™ u3 (2.20), rae je m = mymy
U N = ning, omeparop R : RMm2xmnz _, Rmimxmanz je neduHUCAH HA
cjaenehy HavmH
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Ay vec(Ay ;)T

A, vec(Ag ;)T '
R(A) = e A = :J , 1<j<ny.

An, vec(Amhj)T

Creneha Teopema ycroctaB/ba Be3y m3aMmely mpodsieMa MUHUMUASUPAHA
®4(B, C) u npodsrema anpokcumanuje R(A) ca marpuriom panra 1.

Teopema 2.6. [Ipewituoctmiasumo ga je A € R™ "™ wako ga je m = mims u
n =mniny. Axo je B € R™*™ o C € R™*" onga je Po(B,C) =
| A— B®C ||p=| R(A) — vec(B)vec(C)T ||F.

IIpobsiem munumuzanuje P je ekBUBajIeHTAH TPOHAJIAXKEILY HAjOIMKe
marpura panra 1, R(A). Aupokcumariuja gate MaTpuile MaTPUIIOM PaHTa
1 uma perrerse m00ujeno u3 Teopeme 2.6, y TepMUHUMA CUHTYJIAPHE JTEKOM-
TO3UITH]e.

HOCJ}e,D;I/Iua 2.1. Hexa je A € R™™ wWaxo ga je m = myms u N = Ning.
Axo A = R(A) uma cuniyrapny gexomuo3uyujy

UTAV = % = diag(o;),

9e je o1 najeeha cuniyaapra spegrocta, a U(i, 1) uw V(4,1) cy ogrosapajyhiu
cunzynapru eexmopy (1 < i < myng, 1 < j < mang), onga matmpuye
B e R™>™ o C' € R gedpunucane ca vec(B) = o1U(i,1) u vec(C) =
V(4,1), munumusupajy uspas || A— B C ||r.

Y JlaibeM TEKCTY OIMCYjeMO MPOIEeC MeHepUCcamba, MojaTaka (TeKUHCKUX
CUHTeTUYKNX TpadoBa, kKao u napamerapa ['T'M momena 3a exkcriepuMen-
TAJHY MTOCTABKY ).

ExcriepuMeHTa/IHA IIOCTaBKa

Y HacTaBKy ojie/bKa IIpejcTaB/baMo Jiooujene pesyiarare 3a I'T'M mo-
Jiesie KaJa ce TEeXKWHCKa MaTpuiia Koja Huje Kpomekepcku IpomsBoj Ma-
Tpuna (He-KpoHekepcka MaTpuIia) JI€KOMITOHYje KOPHUITNemeM CHHTYIapHe
nekommosuimje, mpema Ilocmemumu 2.1. Hajupe hemo ykpaTko onmcaTtu ek-
CIIEPUMEHTAJIHY IIOCTaBKY Koja he duTu KopuirheHa y OBOM 0OJIeJbKY, a Koja
ce y HEKOJIMKO CYIITUHCKHUX CTBapU Pa3JuKyje O] eKCIepUMeHTa OIuca-
HOTI' y TPETXOHOM O/es/bKy. BekTop m3naza Yirqin, 3a meo I'I'M momes, ce
reHepuile Ha cjaegaenn HaTuH:

Yirain = Y1Qy2+11, tae je lyi| = na, |y2| = ne, wy1,y2 € N(0,1),11 € N(0,0.33).
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Cauka 13: IIpomec nodujama dpaxrop-rpadosa u3 He-Kponekepckor rpada.

Bucoka kopesanuja uamehy usiasa u HecTpyKTypupaHux npeaukropa Ry (x)
ce YKJIamba JI0JaBAmheM JIOJATHOT MyMa Y Yiqin, y30pkoBanor uz N (0, 0.33).
Heka cy G u H rpadoBu peaoBa ni u ng, peaoM. TexkuHCKAa MaTpuiia

(@)

moznena S = (s;;”), 1 < 4,7 < ny rpada G je nodujena gomasamenm ciesehe

TexkuHe rpanu (i, 7)

i b e () € B(@)
22 ”)‘{ 0 (i) ¢ EG)

rJie /10/1ajeMO PaHJIOM IIyM BEKTOPY Yp Tj., yll =y + 10, 1y € N(0,0.25). Uc-
TO BasKW 38 MaTPUILy Sy U BEKTOD Y. Jlasbe, TeXKuUHCKA MATPUIIA CyCeICTBA
Kponekepckor npoussoga K = G ® H ce noduja kao S(K) = Sqg ® Sy. Ha
ou ce napymmia Kporekepcka cTpyKTypa rpada, Hose rpane y rpady K cy
JlojlaTe Ha cIydajaH HAUIWMH duMe J100ujaMo rpad K, TUME HITO 3aMeby-
jemo esiemenT Ha no3urmju (i, 7) jeauak wysu y marpunu S(K) Bpemaaomthy
e_(yl”l_yifl)e_(y;ify/lh), e je iy = [(1 —1)/na| + 1, j1 = (i — 1)%ne + 1,
io =1 —1)/no| +1u jo=(j —1)%no+ 1. [Ipumerumo ga je S(K);; =0
aKO U CaMoO aKoO wj;, = 0 W w;,;, = 0 (apyrum peunma (i1, 1) ¢ E(G)
win (i, jo) ¢ E(H)). Ha oBaj naunu nobujamo ne-Kponekepcku rpad Key,
(Buzeru cimky 13), jep y omrnreM ciydajy He MOKEMO TBPAUTH Jia ce Ky,
MOXKe TIpesicTaBuT Kao Kponekepcku mpousBos, jiBa rpada.
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Haxon npumene [locienure 2.1 Ha TEKUHCKY MaTPUILy CyCeJICTBa
S(Kpew), modujanmo gpe marpuiie Sg" u SPFY Koje Cy TeKUHCKe MaTPHILE
cycezcrBa Hekux rpadosa G"Y u H™ (nornemaru ciuky 13). Taxobe,
MOXKEMO MPUMETHUTU Jia Cy OBe MATPUIC HEHETATUBHE U CUMETPUYHE Ma-
Tpurie mro caean u3 Teopema 6 u 9 uz [73], anu aujaroHa HN eJIeMEHTH He
Mopajy ouTnu jeqHaku Hyau. [Ipema ekciepuMeHTaTHIM pe3ysITaTuMa da3u-
pPaHUM Ha Pa3JIMYUTHM HUBOUMAa I'PDAHCKUX I'yCTHHA rpadoBa, oarosapajyhe
BPEIHOCTH IIPAroBa ce KOPUCTe 3a yKJIambamhe MAJINX BPEJIHOCTH eJleMeHaTa
marpure (cirade rpane). [Tomro cy marpune Sg" u SPFY cumerputine Ma-
TpHue, HOBOOOHjere Marpune S u S?f“’/ cy Takobhe cumMeTpudHe, aJn
ca Behum Opojem Hysa esiemenara. Jla Omcmo 100MIM MaTHPIE TPOCTHX
rpadoBa, JUjaroHaJHU €JIeMEHTH KOjU HUCY jeTHAKU HYJIU Ce IOCTBaJba-
jy Ha 0 (y ekcnepumernma je 3abesie’KE€HO Jla je CBera HEKOJIMKO TaKBUX
ejleMeHaTa). 3aT0 Cy eJIEMEHTH S,’jew/ nedbunncanu Ha ciejgehn nagqun:

gy = { SO STED 2000 s
0, Spe(i,g) < t(px) mmai = j

rie cy ti(p1) u ta(p2) mparoBu, JOK Cy p; U P HUBOU I'PAHCKUX T'YCTHHA

novyeTnux rpadosa G u H. /lasbe, mporiec renepucama HECTPYKTYPUCAHOT

upeukTopa Ry (k) (k = 1) ce Bpmu npema jeanaunuama (1.17) u (1.18).

Takobe, mapamerpu « u [ y3umajy BpeaHOCTH 1 U 5, pegoM.

[Ipe Hero mTo mpecTaBUMO KOHAYHE PEe3y/ITaTe U TAYHOCT MOJETA, Haj-
npe hemo naTm Heke KOMeHTape KOju ce OJIHOCe Ha TexKuHe rnocrojehnx rpa-
na y rpacdosuma G" u H™" nakon ojpehuBama najosmxker Kponekep-
ckor tpon3Bosia Marpuiie S( K., ). Bax#o je Hamomenytu ja cy rpadoBu
G n H noarpadosu G™* u H™", pemom. Onas/ie ciiein 1a Cy HIBOU I'PaH-
CKUX I'yCTHHA 3a 00a rpada G™ u H™*" Behu o1 HUBOA IPAHCKUX I'yCTUHA
3a G u H. Mehyruwm, ca nosehamem Opoja mogatux rpana y rpady K, ose
Bapujaruje mocrajy npumMmerHuje. IlITaBurire, MHOTe 01 OBUX HOBUX I'paHa
(koje He mocToje y moueTHUM rpadoBuMa) Cy cjiade rpaHe, MITO 3HAYU Ja CY
bIXOBE TEXKUHE MHOTO Marhe O] IIPOCEYHe TeXKMHe I'paHa (IIOHEKaJ BUIIe
on1 10® myTa Mambe). YV HaIllUM eKcliepuMeHTUMa OBe rpate hiemo TperupaTu
Kao0 IIyM U MOYKEeMO X JIAKO YKJIOHUTHU KOpHIIThemeM ofpeheHor mpara Koju
je ompebena dynkimja (craTmcTrka) BpeaHOCTH TeXKUHCKe MaTpuie. [Ipa-
roBu t| = t1(p1) u ty = ta(p2) cy oapehenn uspadyHaBarmeM MEPIEHTHIA 38
estemente obe mMarpuie SPEY u Sy,
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2.2.5 Pesyararu

Y u3BeJIeHNM eKCIIEPUMEHTUMA, TJe Ce TeCTUPa MOIyNHOCT Mo/iesia, H-
BO rpaHcke rycrune p € {10%,20%, 30%} Bapupa ncTroBpeMeHo 3a 00a rpa-
da, G u H, Koju cy ciaydajun rpadoBu UCTOT TUIA. Y Ja/beM TEKCTY Ipel-
cTaB/baMoO JI00MjeHe pesyirare 3a perpecuony tadnoct ['T'M mogena, Kajga
je mpeTXo/HO OIMcaHa anpoKcuMaIja (CUHTYJIapHa JIEKOMIIO3UIIN]a) TPU-
MemeHa Ha He-Kponekepcku rpad K. CAUIHO TPETXOTHOM, U3BEIEHO je
nopeheme m3mehy et mogesia: GCRF-base, GCRF-baseSVD, GCRF-MSN,
GCRF-LaplaceVec u GCRF-NormLaplaceVec, koju cy ykparko omucanu
y mactaBky. GCRF-base mosmen je 3acHOBaH Ha TEKWHCKO] MATPHUIN CY-
cencrBa S(Kpey) KO KOje je HyMEPHUYKHM HM3padyHaTa HheHa CIEeKTPAJHA
nexkommosuimja. GCRF-baseSVD mogen je dasupan Ha alpOKCUMAIIjH KO-
puithemeM cuHrysiapue jgekommnosunuje marpuie S(K,.,). Hakon mro ce
MaTpUIla alpokcuMupa KpoHekepcKrM ITPOU3BOJIOM MaTpPUIla, TPUMEbY-
jy ce HyMepudUKa M3padyHABAHA 3a CIEKTPAJIHY JTEKOMIIO3UIN]Y MATPUIA.
3a pasmuky og GCRF-baseSVD u GCRF-base mozesra, anpokcumariije 3a
Jlamacose coricTBene BpeIHOCTHU U coticTBeHe BeKTope ce Kopucte y GCRF-
MSN, GCRF-LaplaceVec u GCRF-NormLaplaceVec mozesmmma kao mro je
TO YYUILEHO Y IIPETXOJHOM OJEJbKY, YMECTO HYMEPUYKOI HN3padyHaBaIba
criekTpa. OBe TpeIcTaB/haMO Pe3ysTaTe 3a eKCIIepUMeHTe Y Kojuma (hury-
pumty rpacdosu Epnom-Penn Tuna ca 30 u 50 ysoposa. Vcrn ekciepumenTn
cripoBejienn cy u Ha rpadosuma Epmomr-Penn ca 50 u 100 uBopoBa, Kao u
ca 100 u 200 uBopoBa, a pe3yJiTaTu Cy IPUINYIHO CJIANYIHU.

Jla ducmo Buiesin KaKo POIEHAT JI0/IATHX I'Pana y rpady yTude Ha Ta-
YHOCT perpecuje MojieJia, CIIPOBOJNMO €KCIIEPUMEHTE TJie je Opoj JoaaTux
rpaHa JUHeapHO 3aBUCTaH oOJ1 Opoja mocrojehux rpana y rpady. [Iporenar
JojaTux rpara Bapupa y oncery noise = {0%, 5%, 10%, 15%, 20%, 40%, 60%}
y OJTHOCY Ha Opoj rpana y mnodetrHoM Kponekepckom rpacdy K. Osue orm-
cyjemo ekcuepumente 3a Epgomnt-Penu rpadose ca 30 u 50 uBopoBa u Hu-
BouMa rpanckux rycruta ox 10%, 3a oba rpada (ciuka 14). Kaga y rpady
K nema nonaraux rpana (0% mogarnx rpaHa), pe3ylTaT Cy HCTH Kao Ha
cunm 16 3a 10% ma x-ocama. Y 0OBOM cilydajy cpejibe-KBajpaTHa I'pe-
K& OYUIJIETHO MPOUCTHYE caMo oj mporlieHe Jlamnacosor criekTpa Kpomne-
Kepckor npoussojia rpadosa (K., je Kponekepcku mpousso rpadosa).
Crauka 14 tpejsicTaB/ba CpeIbe-KBIPATHY IPENIKY MOJe/Ia KaJia ITPOIeHAT
JIOATUX TpaHa y3WMa BPEIHOCTH W3 CKymna noise. Moxe ce Bumeru ma
cy cpenme-kBagparae rpemke GCRF-base 1 GCRF-bazeSVD monena na
IIOYETKY BeOMa OJINCKe MehycOoOHO, ayi pasjifKa IOCTaje yOubUBHja KaJla
ce nioBeha mporeHar gonaTux rpana (pasiuke u3mely rpermaka mpousiaze
U3 alpOKCUMAINje HAYMheHe TIPUJINKOM CUHTYJIAPHE JeKOMIo3uIuje). 3an-
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1.2 T
—#*— GCRF-base
—+— GCRF-baseSVD
1 GCRF-LaplaceVec i
—*— GCRF-NormLaplaceVec
—— GCRF-MSN

081 1

MSE error
o
D

021 1

- - _—

0 . . . . . . .
0% 5% 10% 15% 20% 40% 60%

Added edge density level

Ciiuka 14: Taunoct (cpejme-KBajpaTHa T'peEINKa) MOJEIa Kaja je HUBO
rpaHcke rycruie naunujaaaux rpadosa 10%.

cTa, MOXKe ce IIPUMETUTH u3 Tadese 2 ma ce PpodeHnjycoBa HOpMa, pa3JInKe
u3mely Texxuucke Marpure cycenctBa S(Ke,) U BEHE aIPOKCHMAINje KO-
purnthemem Kponekepckor nmpounsBojia mosehasa ca dOpojeM J10/1aTux rpaHa y
rpady K. llTasumre, kajga ce Opoj Jg0/1aTUX rpaHa mopehasa, paCKOpak m3-
meby rpemaka anpokcumarusaux mozena (GCRF-base,a GCRF-LaplaceVec,
GCRF-NormLaplaceVec u GCRF-MSN) u GCRF-baseSVD mojiena mocra-
je mamu (3a mym ox 10% 1m0 60%). OBo ce MOXKe ODjaCHUTH YHE-EHUIIOM
Jla COIICTBEHN BEKTOPHU KOJU Ce KOPHCTE Yy OBUM MOJIeJINMa II0CTa]y MHOTI'O
bosbu KaJja je Opoj rpana y rpady Behm 3a ymamnpesn matu pej rpada. Y
OBOM CJIy4ajy, I'PeIKa Koja MPOU3UJIa3H U3 allpOKCUMaIje 300T CUHTYJIap-
He JIEKOMIIO3UIIMje Ce JOHEKJie KOMIIeH3yje 300T cTaduiiHe ampoKCUMAIje
JlamtacoBor ciektpa u JlamnacoBux concrBeHnx BeKTOpa 3a ryiihe rpado-
Be. Takobe, 3a mrym ox 40% 1o 60% rpaduim cpeame-KBaIpaTHIX TPEIaka
CBUX aIPOKCUMAITHOHUX MOJeJIa MOCTajy MaJIO CTPMUJU HETO Y IMPETXOIHIM
KoparuMma, aunehn na pacrton u3melhy rpermaka mojena u GCRF-base moste-
Jta Oyzie Behu. Y oBoM cirydajy je Opoj JoJaTuX rpaHa BEJIUKH, IIITO JTOBOJIN
J10 o3duspHOr Kpinemha Kponekepeke crpykrype. CIMYHO TTOHAIITAIE CE YO-
vaBa Kaga nodernu rpadosu, G u H (|G| = 30 u |H| = 50), umajy nusoe
rpauckux rycrura 10% u 20%, 10 % u 30% u odpuyTO.
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mrym | @podbennycoBa HopMma 1 | PpodennycoBa HopMma 2
5% 10.607 10.601

10% 15.033 15.027

15% 18.818 18.811

20% 21.557 21.551

40% 30.513 30.501

60% 37.485 37.471

Tabena 2: a) ||S(Knew) — 7 @ S5||p 1 b) [|S(Kpew) — ST @ S5 || £,

rJie je HUBO IPaHCKe I'yCTuHe 3a 00a maunujaana rpada 10%.

2.2.6 Bpeme usBpinema rpadoBCKUX Moesia

Y 0BOM TOJOJIE/bKY MPOBEPABAMO BpPEME W3BPINEHa CBAKOD O] HaBe-
nennx tunoa I'I'M monesna. Tadena 3 mpukasyje pesysrare y ciydajy
nBa rpada Epnom-Penn tuma ca nuBomma rpanckmx rycrusa ox 30%, n
dbuxcamm mmymom o 10%. Ocrosuu anropuram (GCRF-base) uma Beuky
pauyHapcky cioxkenocr O(nin3), ma je cnopuju y ommocy na I'TM wmo-
nese ca anpokcumanmjama (GCRF-MSN, GCRF-NormLaplaceVec, GCRF-
LaplaceVec). ¥V nopehemy ca pesyiararnMa u3 mojojiesbKa 2.2.3, anpokcuma-
[IMOHU MOJIE/TH, PA3MaTPAHNU Y OBOM OJIeJbKY, UMajy CUHTYJ/IaAPHY JEeKOMIIO3H-
Mjy Kao JIOJIaTHA KOpPaK alpOKCUMAallfje, TOMITO Cce MHUTIN]aTHa TEXKMTHCKA
MaTpHUIla MOpa Paz3aokuTu y Kponekepcku mpousBoj jgBe marpuiie. OBaj
KOpaK JIOJATHO YCIIOpaBa allPOKCUMAIIMOHE MOJIEJIe, aJli Kao ITO Ce MOXKE
nupumeTuTu u jasbe cy muoro opxku mero GCRF-base momesn. OBo npousu-
JIa3W U3 YUILEHUIIE Jla caMO HajBeha CHHTY/IapHA BPEIHOCT U OJroBapajyhu
CHUHTYJIADHU BEKTOPHW MOpajy ouTu ojpeheHn, a He MOTIyHA CUHTYyJIApHA
JIEKOMITO3UIja MaTpuie. 3a pas3auky of nperxomHor, 3a GCRF-base mo-
JIeJT CBE COTICTBEHE BPEIHOCTU U COIICTBEHU BEKTOPHU CE MOPajy U3PaIyHATH.
N3zocraumu cmo Bpeme uzspiiema GCRF-baseSVD mogena, jep je on nat
caMo y cBpxy mopehema Mojiesna, 6e3 mpakTUIHEe KOPUCTH.

ExcnepumenTu cy ciipoBeiHu HA TpU BpPCTe cirydajHux rpadosa: Epmaor-
Penn, Bati-Crporarn n Bapabdammu-Andepr. Snauajuo modospinarme Ta-
9HOCTU ce mocTuxke y nopebhemwy ca I'I'M mojeniom koju ce Kopuctu y
[35]. ¥ ciyuajy Epnom-Penn nodujene cpejmbe-KBaipaTHe TPEIKe MPeIio-
JKEHUX alPOKCUMAIMOHUX MOJIeJIa Cy HajMarmbe 3 IyTa HUXKE O] CPEeJIibe-
KBa/JIpATHUX T'peraka IPeTXOHO MPEJJIOKEHOT MOoJiesia U HajMambe 2 IIyTa
y cayqajy bapabdamu-Andepr rpadosa. Takohe cmo nokazanu ga je ['TM
MOJIeJT KOji YKJbydyje allpOKCHUMAallfje COIICTBEHUX BPETHOCTU U AIlPOKCH-
Mallfije COTICTBEHNX BEKTOpa M3 mojiofe/bka 2.1.1 maje 100py IpeIMKTUBHY
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GCRF

pen rpadoBa base LaplaceVec NormLaplaceVec MSN

G H BPEM.U3BPIIL. | BDEM.U3BPIIl. | BPEM.U3BPIIl. | BPEM.U3BPIIL.
50 30 0.78 + 0.03 0.55 £ 0.04 0.71 £ 0.01 0.71 £ 0.01
50 100 19.03 £+ 0.09 3.26 + 0.03 3.41 £ 0.02 3.40 £ 0.02
100 200 1089 + 8.99 67.32 £ 0.82 67.18 £ 0.59 67.45 + 0.74
100 300 2216 £ 6.21 160.37 4+ 6.28 159.6 £+ 7.18 159.21 4+ 5.44
200 200 5192 + 43.6 | 349.98 + 21.66 | 348.69 4+ 28.30 | 345.33 £ 25.56

Tabena 3: Bpeme usBpinema y cekKyHaama Kajia cy oda rpada tura Epmgor-
Penu ca muBouma rpanckux rycruna ox 30%

TAYHOCT Mojiesia y ciay4ajy bBapadamu-Anbepr rpadosa, J0K Cy AlpOKCH-
Mallije U3 MPEeTXOIHOT IO/0/Ie/bKa MpUKJIaanuje v cay4ajy Epmomr-Pénu u
Barn-Crporarr caygajuux rpadosa (GCRF-NormLaplaceVec rperika Te-
x)u cpenme-kBaapaTHoj rpemkun GCRF-base momena).

Wctu mojienn ce Tectupajy u'y ciaydajy Kajia rpad Huje moryhe jieKoMm-
rmonoBatu KpoHekepckum mpous3BosioM rpadoBa. Y OBOM CJIydajy, CUHIY-
JIapHA JIEKOMIIO3UIIIja ce KOPUCTH 3a MpOoHaIaxKeme Hajosmker Kponekep-
CKOr' mpousBoja rpadosa 3a mnodetHu rpad. KomOunammja jiBe y3acTOITHO
IpUMeEEeHe allPOKCUMAaIje, CHHTYIapHa JTEKOMIIO3UTIN]a U allPOKCUMAITH-
ja 3a JlammacoBe colicTBeHE BPEJIHOCTU U COIICTBEHE BEKTOpe, 00e30ehyje
BUCOKY perpecruony TadHocT arnpokucmaruBHux ['T'M mojiena mako mocro-
je mBe anporcumaruje ykibydene y 'T'M mozen, Bpeme u3BpIiema TaKBUAX
Mo/Ies1a je MHOTO Kpahe y mopehemy ca BpeMeHOM U3BpIIIeHa OPUTHHAJHOT
I'TM mogena, 0K je TOCTUTHYTA CPEJIIbe-KBaIpaTHa I'PEIika HUCKA. ¥ Oy-
JgyheMm ucTpakuBaby MOKyIraheMo J1a alrpoOKCUMIPAMO MATPUIIE CyCeICTBa
rpadoBe 6e3 Kponekepcke cTpyKType MaTpuriama Beher panra, Tj. mBUMa
oxrosapajyhe mepmyranuone Marpuile cy panra eher ox jeqgan (mpema Te-
opemu 2.6).
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3 IMupkynapHa AeKOMIIO3HUIIHja

VY Tpehiem mornaB/by U3JIOXKEHU Cy PE3YJITATH y BE3U HAJIAYKEHha allPOK-
CUMAaTUBHUX MaTPUIlA HUXKEr paHra Koje Om ampoxkcuMmwupaJe JlammacoBy
MaTpuily rpada Mojesa U 3aJprKaJjie JJOMUHAHTHA CIIEKTPAJHA CBOjCTBA
IIOMEHYTe MATpHIlE y IMUJbY J00Hjama 00/pbux mnepdopmancu mojena. [pe-
IU3HUje pedeHo, KOPUCTUMO CIeNHjaTHe CIIydajeBe MeTOa JeKOMIIO3UII]e
JlarutacoBe maTpuiie Kao cyme IMUKJIUIHIX MAaTPUIA ca ojroBapajyhom pe-
JIaKCaImjoM. ¥ HEKHM CJIydajeBHUMa JeKOMIIO3UIIMja Ce MOXKe CBECTH Ha
jeIHy TUKJIMYHY MAaTPUILly, IMTO he OuTm KopuinmheHO y caydajy Kaja je
MaTpuIa rpadoBCKOT Mojesa KBa3u-TlepuoimyHa Marpuiia. MoruBariyja
3a pa3Marparbe OBe JEKOMIIO3UIUje JIEKU y UUIHLEHHIN JIa Ce TMPUMEHOM
op3e PypujeoBe TpaHchopMalFje MOXKe yOpa3aTu U3BPIIEIHE CIIEKTPAJTHE
JIEKOMIIO3UIINje MUKJINIHAX MaTpHUila, Kao U TO IITO ce MOxKe edUKacHO
U3BECTU IUPKYyJIapHa JIEKOMIIO3UIIja. ¥ CIydajy jeJIHOUIaHe JIeKOMIIO3U-
1yje MuJb je 0/IadpaTu IMUKJINYIHY MATPHUILy Ha KOjOj OM ce CIIeKTpaJIHa Jie-
KOMITIO3UITHja OP30 U3BPIIWJIA, KA0 IITO Cy MATPUIE CYCEJICTBA YHUTAPHUX
Kejnujesux rpadosa u Kponekepckux nupkyaanTaux rpadosa (Ty craja-
jy KJace jako peryJiapHux u yormre rpadoBa ca MajuM OpojeM COICTBe-
HUX BPEJHOCTH) YHje Cy KOHCTPYKIIMje U KapaKTepu3aliije IPe3eHTOBaHe Y
IIPBOM OJIEJbKY TIOTJIaB/ba. 11Me OU ce TIOCTUTJIa OpKa KOHBEPreHIMja Me-
TOJIa Y3 Pa3yMHO CMAalbeibe TATHOCTU IIPOIEeHEe Tapamerapa Mojena. Kako
KOHBEPI'eHIIMja METOda U TATHOCT MOJIesIa 3aBUCE O] BEJUYHHE CIEKTPaJI-
HOT' TIOKpUBava MaTPHUIlE CyceJcTBa I'pada, y ApyroM u TpeheMm oJe/bKy Cy
oapeheHn MUHUMAJIHA HajMarba COICTBEHA BPEIHOCT U MUHUMAJHU CIIEK-
TPaJHU MOKPUBAY y KJIACH IUPKYJIAHTHUX rpadoBa JaTor pema. Y 4YeTBp-
TOM OJIeJbKY jé KOMEHTapHUCAHa TOIOJIONIKA WHBAPHUjAHTA IUPKYJIAHTHHX
rpadoBa Koja yTude Ha IbUXOBa CIIEKTPaAJIHA CBOjCTBA Kao IITO je JIujamMe-
tap. ujamerap rpada je y IupeKTHOj KOPECIIOHIEHITU]H Ca MOJLYJIOM JIPyTe
HajBehe concTBeHEe BPEIHOCTH, & IeHa BeJIMYNHA YTUUe HA HA T3B. IVIABHU
JIeO CIIEKTpa, I1a Cy y OJIeJbKY IPE3EHTOBAHU PE3Y/ITaTH KOjUMa ce U3pa-
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YyHaBa MAKCHMAJHA BPEJIHOCT Jujamerpa rpada y KJacu NUPKYJIaHTHHX
rpadoBa JaTor pesa, Mpu YeMy Cy OKapeKTEPUCAHN CBU TAKBU €KTPEMAJTHI
rpacdosu. U3Besene cy oapehene anaimse aCUMITOTCKE CJI0YKEHOCTH, Ka0 U
HyMepUYKa 3padyHaBama KOjUMa je TOKa3aHo Jla yIIoTpeda rOpHmUX Teo-
PUjCKHUX pe3ysTara jaje J00pe pe3ysarare 0 MUTAIby TAYHOCTH MOJIesa y
clIydajy KaJia je MaTpuIia cycenctsa rpada Kpasu-nepuoanana (Termmosa,
6iok-Termunosa, urh.). Ilpukaszann pesynraru cy OpUruHaIHUA U Hasupa-
HU Cy Ha PaJIOBUMa KOJU IPEJICTaBIba]y OPUTHHAJIHU JOTPUHOC JTOKTOPCKO]
qucepranuju [7, 8,9, 12, 13].

3.1 I'padoBcke marpurie ca mMajimM OpOjeM COIICTBe-
HUX BPEIHOCTU

Behuna corictBenux BpeiHOCTH rpada je pa3IuyduTa y OIIITEeM CIy4ajy,
aJm KaJia ojipeheHn dpoj CONCTBEHUX BPETHOCTU MMA]y BEJUKY BHIIECTDY-
KoCcT (OpOj pa3IMuuTUX COICTBEHUX BPEIHOCTH je MaJin), OHJa TrpadoBu
UMajy TOCeOHY CTPYKTYPY M Moryhe mx je Hajuernhe MpeICTaBUTH ITyTeM
onpehennx rpadoBckux oneparuja. AKO Cy CBe COIICTBEHE BPETHOCTH UCTE,
oHia rpad mMopa dutu npasas (rpad 6e3 rpana). AKO IMaMo caMo JiBe COTI-
CTBEHE BPEJHOCTH, OHJA je rpad KoMmIiuieran (rpad y Kojem Cy cBaka JiBa
YBOpa CycelHa). Y OBOM OJIeJbKY MPOydaBaMo IpadoBe KOjUu Cy YCKO MOBe-
3aHU Ca [UPKYJAHTHUM rpadouMa (rpadoBu U3BEJIEHN U3 IUPKYJIAHTHUX
onpehenum rpadoBCKUM omepalujama) ca TPU U YETUPU PA3TUIUTE COII-
CTBEHE BPEJITHOCTH.

I'pacdoBu ca TadHo Tpu paszauyuuTE CONCTBEHE BPEIHOCTU Cy TIeHepa-
J3anmje jako perynapHux rpadosa (yKOJIMKO rpadOBU HUCY PEryJIapHN).
Heperynapau rpadoBu ca Tpu pasjimauTe COIICTBEHE BPEIHOCTHU CY MAFhe
IIPOYYaBaHHU Yy JINTEPATYPHU IIOIITO Y BEJIUKOM OPOjy CJIydajeBa HE MOCEIy]y
ojpehena KOMOMHATOPHA CBOjCTBA, 3a PA3JIUKY OJ peryjiapHux rpadona, a
Takole je  BUXOBO IPOyYaBame Mo MpaBuIy KoMmiLuinkoBanuje [29]. Pery-
JlapHu TpadOBU Ca YETUPHU PA3JIUUUTE COICTBEHE BPEIHOCTH IIPOYYIABAHU
cy v [28], y kojem cy mara oapehena cBojcTBa, KOHCTPYKIIMje U IIPUMEPH.
Kapakrepuzanuja jako peryjapHuX MUPKYJIAHTHUX rpadoBa YUjU je peJl
creren mpocror opoja gata je y [51], 10K cy KOHCTpyKIHje HEKUX hbaMuInja
jako peryylapHux rpagoBa U CUMETPUYHHUX OJIOK-/TU3ajHa JlaTe U3BOohemeM
NEPS onepanuje Haj komiieTHIM IpadoBUMa, a KacHUje U HaJ CJI0KEHH-
jum crpykrypama [25]. YV oBoMm osesbKy hemo Hajupe okapakTepucaTu jako
peryJiapHe WHTerpaJjHe NMUPKY/JIaHTHe IrpadoBe, MOTUBHCAHU U3MeDy ocTa-
JIOT ¥ HeyCIeJnM MOKYyIIajeM TakBe Kapakrepusaiuje y paay [23|, a HakoH
TOra MOKa3aTH Jla ce CBaK! TaKaB rpad MoxKe mpeacTtaBuTn KpoHekepcKnm
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IIPOU3BOJIOM JIBa KOMILIETHA T'pada. Y HacTaBKy heMo KOHCTPYHUCATH KJIace
HEIUKJIMYHUX rpadoBa KopuiihemeM omnepalirja Kponekepckor mpou3Boia,
JIMHUjCKOT OIlepaTopa W olleparopa mpedaluBamba HaJl KjaacaMa [UPKYJIaH-
Ta. Pe3ysitaru y 0BOM 0J1e/bKY CY OPUTHHAJHU U DA3UPAHU HA CAMOCTAJTHIM
pajioBIMa ayTopa guceprarmje |7, 8.

3.1.1 Jako peryJjlapHU MHTErpPAJIHU UPKYJIAHTHU rpacdoBu

Morusucanu youerom rpemkom y Teopemu 4.2 y [23] y kojem cy ayropu
MOKYTIIAJINA JIa OKAPAKTEPUITY KJIaCy MHTErPAJTHUX MUPKYJIAHTHUX IrpadoBa
KOjU Cy jaKO peryJjiapHd, y HACTaBKy JI0Ka3yjeMO pe3yJiTaT KOpHuilihemem
CIIEKTPAJIHUX CBOjCTaBa IMUKJIUIYHUX MATPHUIIA. JeJIMHU TTOKYIaj JJOKa3a KO-
pucrelin criekrpasny Teopujy rpadosa moxke ce nahu y [23] u rakobe y
[51], rme je maTo camo JeJUMHYHO pelliere 3a jaKo PeryJapHe MUPKYJIaH-
Te Yhju je pes cremeH mpocTor opoja. llopen mormyHe KapaxTepuzaliuje
jaKo peryjapHux WHTerpajHUX IUPKYJIaHTHUX I'padoBa, mpeseHToBahemo
1 OpOjHa CIIEKTPAJIHA CBOjCTBa IMUKJINIHUX MaTpuia. [Ipenusnuje, Hajupe
hemo mpe3eHTOBaTH HEKa HOBa CBOjcTBa Pamanynianosux dyukmuja. OHa je
HEOIIXO/THA 33 JIOKA3UBaIhe TBpherma KOjUM ce Jiaje OIIITa KapaKTePU3allija
KJIace MHTETrPAJTHUX UPKYJIaHTHUX I'padoBa KOju UMajy CBe ITapHe eJIeMeH-
Te ca HelMapHUM WHIEKCHMAa CIIEKTpa YUjU je pacropes jaarT y oiapehenom
pesocaeny. OBa YnmbEHUIIA HAM IIOMazKe Jia IpoHahemMo cBe jako pery/apHe
MHTEerpaJiHe IUPKYJIaHTHe rpadoBe duje Cy JIBe Mamhe COICTBEHE BPETHOCTH
00e mmapue wim Henapue. VcnuTuBameM CBOjCTBA COIICTBEHUX BPETHOCTH WH-
TerpajHuX MUPKYJIAHTHUX rpadoBa J1ajeMo OMIITY KapaKTepU3allnjy KJace
MHTEIPAJHUX MUPKYJIAHTHUX I'PadoBa Ca JIBE Malbe COICTBEHE BPEIHOCTHU
pazauunte rmapuoctu. /lokas 3axTeBa OceKHy JUCKYCHjy KPO3 BEJIMKH OPOj
PA3IMYATHX CIIydajeBa.

Cana hemo ykparko objacHUTH y KOM ey Joka3 u3 Teopeme 4.2 [23]
nocejyje rperiky. Kipydna ujeja 1okasa je mokasmBaibe J1a je Ipyra Hajseha
COIICTBEHA BPEIHOCT Ao IUPKyJaHTOr Ipada G jegHaka Hyau Kopuctehm
MeTOJ], KOHTPaIUKIIje. ¥ IMacycy y KOjeM ayTOpU HPEeTIOCTaB/bajy Ja je
Ao Beha ox myme, modujajy ma G HHje MOTHYH d-TAPTUTHU TI'pad, OJaK/e
ce masbe 3akibydyje ma G muje mupkysnantan (upema Teopemu 3.4), miro
ou Tpedasio j1a Oyse KoHTpaauKTopHO. MehyTum, Teopema 3.4 Kaxke Jia je
rpad G nornyH d-napTuTHU rpad ako U caMoO akKo je je MUPKYJaHTHH rpad
ca osipehenum ckymom cumbdoita S. lakie, uz ynmenutie jia G HUje TOTIYH
d-rapTuTHEU rpad, MOXKEMO caMO 3aK/byunTH ja (G HEje crerujaana Kjaaca
IUPKYJTAHTHUX rpada. Y OIIITeM CIydajy MOXKe OUTHU IUPKYJTAHTAH, 114 je
jacHo J1a ayTopu He JI00Mjajy KOHTPAJIUKIIN]Y, OJTHOCHO HUje Moryhe Ha 0Baj
Ha4uH 3aBpmuTH JIoka3. [lTaBuiie, 9uibeHUIA /18 ayTOPH HUCY KOPUCTUJIN
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HUj€JIHO O] CBOjCTaBa HU MHTETPAJHUX HU IUPKYJIAHTHUX rpadoBa, FTOBOPH
caMa 10 cedu Jia pe3yJiTaT He MOXKe Jia ce JIOKaXke Ha MPEJJIOXKEHU HATHIH.

Y Jlemama 3.1 u 3.2 mpejicraB/baMo HEKa BayKHa cBOjcTBa PaManynianose
dbyuknuje nedunucamne ca (1.9).

Y oBOM 0J1e/bKY ca 2%°ptpg? - - py* o3HaumheMo KaHOHCKY (bakTOpu-
3aIyjy npupoHor dpoja n, npu yemy je o; > 13a 1 <1< kwn ag > 0.

Takobhe, 3a maTu mpoct Opoj p u npupogau opoj n € N, oznaguhemo ca
Sp(n) MakcumastHn O0poj a Takas n1a je p* | n, 1j. p* || n.

Y cnenehoj Jiemn Hasa3uMo MOTPEOHE W JIOBOJbHE ycJioBe Kajia je Pa-
maHyanoBa dyukimja c(j,n/d) venapua, rjge je 1 < j < n — 1 dukcu-
panu 6poj ca creneliom daxropusamujom j = 270p/" .. pl* pZaJl ...pZ:’c,
0<% <ay, 0<7y <a;,3al<i<s. Hekaje (iy,...,i) je mepmyranmja
opojesa {1,...,k}. MoxkeMo mpuMeTUTH J1a dap jeJlaH oOf ycjaoBa Yy <
win s > 1 Baxku momro je j < n. Y ciaeneheMm mckazy Jjeme, 0e3 T'yOUTKa
OIIIITOCTU MPETIOCTABUMO Jia je nepmyTanuja (i, ..., 1) jeanara (1,... k)
Jia O TI0jeTHOCTaBUJINA 3AIINC.

JIlema 3.1. Hexa je 1 < j < n—1 apoussoman 6poj ca caegehom xarorckom
Partiopusayujom j = 27°p]t . plpitt Lo pet, 840 < 9 < ap, 0 <y <
a;, 1 <i<su0<s< k. Taga 3a apousdsomnu geaunray, d og n, UpupogH
opoj c(j,n/d) je meuaparn axo u camo axo d = 250pf1 .. .pf’“, 19e je By €

{ap—1, a0}, Bi €{ai—vi—1, 4} (361 <i<s)up;=ca; (3as+1<i<k).

Jlokas. (=) Ilpernocrasumo ma je c(j,n/d) wenapan 6poj. [lomro je
c(g,n/d) = p(tna;)e(n/d)/e(tnq;), onna je c(j,n/d) mHenapan ako u camo
axo je p(tn/a;)) = £1, Tj. ty/q; je IPOU3BOJ PA3IMUUTUX IIPOCTHX OpOjeBa
u o(n/d)/¢(t,a;) je nenapan 6poj.

ITomro je t,/q; = n/(dnzd(n/d, j)) nodujamo na je

Spi(tnjaz) = Spi(n/d) — min{ Sy, (n/d), Sp.(j)},

3a 0 < i < k, nme mogpasymeBaMo Jia je py = 2.

Axo je s+1 < i < k,onnaje S,,(j) = a; > S, (n/d) u crora Sy, (t,4,;) =
0. Ako p; | n/d, onna p;—1 | p(n/d)/¢(t,/a;), MTO je KOHTPAIUKIH]a HOIITO
CMO IPEeTXO0/HO 3aK/pyunn ja je p(n/d)/p(tn/qa;) € 2N+ 1. Jakse, nmamo
nap;{n/du S, (d) =, 3acBakn s +1 < i < k.

Ako je 0 < i < s, OHIA UMAMO

S (tja,) = { 0, Sp(n/d) <

e Spi(n/d) =i, Sp,(n/d) > ;.
[Mrapume, 3a 0 < ¢ < s, nomTo je t,/4,; IPOU3BOJ IPOCTUX OPOjeBa, UMaMO
na je 0 < S, (thya;) <1.3a1 <0 < s, ako p; { tya; U p; | n/d, cmano

91



K0 y IIPETXOJHOM CJIydajy 3aKksbydyjemo na je ¢(n/d)/¢(t, q,;) € 2N, mro
je kouTpaaukmuja. Jakie, ako p; { t,,/qj, MOKEMO 3aK/byInTH Ja p; { n/d n
Sp,(d) = o. Cana, y apyrom ciydajy 3a p; | tn/qj, HOMTO je t,/q ; HPOU3BOJL
Pa3JIMIUTUX IPOCTHX (haKTOpa, UMaMo Sy, (tn/q;) = 1 u crora S, (n/d) =
vi + 1, omakie KoradHO modujamo ma je S, (d) = a; — 7; — 1. Ilpumernmo
Jla y oBOM cirydajy penanuja p; — 1 { ¢(n/d)/¢(t,/q;) Takohe Bazkn u crora
je p(n/d)/¢(tn/a;) yBEK Hemapan y CBUM rope HaBEJEHHM CiydajeBuma (y
cynpoTHOM, napHo ¢(n/d)/¢(t,/q;) ou ummmnupaso xa je c(j,n/d) mapuo,
mTo o Oujia KOHTPAJIUKIH]A).

3a i = 0, Beh cmo npumernim 1a je 0 < S5(t,/q;) < 1. Ako je Sy(n/d) >
2, 1j. S3(d) < og—2, mmamo ga o(n/d)/¢(t,q,) € 2N, T0 je KOHTpaWKIIH]A.
Tako 3aksbyayjemo ma je ag — 1 < By < ayp.
(<) Ilpernocrasumo ja je d = 250pf1...p§k, riae je B € {ap — 1, a0},
Bie{a,—vi—la} Bal<i<s)upfi=a; 38 s+1<i<Ek). Jakre,
n/d = 2%pi ... p% rme je & € {0,1}, 6; € {0,7;, +1} (a1 < i < s)m
6; =0 (3a s+ 1 < i< k). Takobe, t,/q; = 2°p7 ...pS, rae je € € {0,1},
5 = 0 & ¢ = 0,3a 1 < i < k. Konauno, saxmydyjeMo ma je t,/q;
IIPOU3BOJL PA3INIUTUX IpocTux dakropa u ¢(n/d)/¢(tyq;) € 2N+ 1, mro
umIuanupa j1a je ¢(j,n/d) nemapas.

]

Jlema 3.2. Hexa je d upouseomru geaunay, dpoja n waxas ga je n/d €
2N+ 1 u 0 < 5 < n—1 apoussonar upupogru O6poj, waga je c(j,n/d) =
—c(4,2n/d) 3a j € 2N+ 1 u ¢(j,n/d) = ¢(4,2n/d) 3a j € 2N.

Y macraBky jgucepraryje ca (Ag, ..., \,_1) O3HAYABAMO CIIEKTApD MHTE-
rpaJsiHor nupKyaaHTHOr rpada G, (D), koju je 3amar dopmymnom (1.8). Ilox-
cehama pajin, HAIIOMEHNMO JIa je CIIEKTPAJIHA PaHjyC MOBE3AHOT I'—pery-
sapHor rpada X jeJlHAK PeryjapHOCTH © W Ja je OHA IIPOCTa COIICTBEHA
Bpeanoct rpada X. Ipema (1.10), y ciydajy MHTErpATHOr UPKYJIAHTHOD
rpacda ca crekTpoMm (Ag, ..., A\,—1) 3agarum momohy (1.8), Ay je jeaHaka
peryJiapHocTu rpada.

Paymn jacunohe u Sosbe anT/buBOCTH Cilesiehux mckasa, yBeJauMo ciejaehy
HOTAIM]y 3a MOJCKyNoBe cKymna jgemmnana D, 1j. Dy = {d € D | n/d €
2N+ 1} u Dy ={de D | n/d € AN+ 2}.

Taxkobe, 3a npupogau 6poj k u ckyn A MO3UTUBHUX IEJINX OPOjeBa, MO/
kA hemo mogpasymesarn ckyu {ka | a € A}.

JIema 3.3. Hexa je G,(D) uneipainu yupkysaninyg ipad Wwaxas ga je
D = Dy U D,. Caegeha twephersa cy ek6usareHiing:
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i) ceako Aj jge aapro 3a netapro 0 < j <n —1.
ii) Dy =2D;.
iii) cearo Aj =0 3a neaapro 0 < j <n—1.

Teopema 3.1. Hexa je G,(D) unmerpasnu yupkyaawny pagp. Caegehia
wepherva cy exeuearetling:

i) ceako Aj jge aapro 3a netapro 0 < j <n —1.
ii) Dy =2D;.
iii) ceaxo Aj =0 3a neaapro 0 < j <n—1.

Cajta MOYKeMO JIOKa3aTH MPBU PE3YJITAT KOJU Ce TUYE jAKO PeryJapHoOr
npoussosbHOT rpada G, (D). Y Hacrasky, ca § u T 03HAYABAMO JIBE HAJMAaHe
COIICTBEHE BpeiHoCTH jako perynapHor rpada G, (D). Hagame, npema (1.2)
u (1.3) moxkemo nperniocraButu na cy 0 > 0 u 7 < 0.

Teopema 3.2. Axo cy 0 u T gee GapHe coUcWGeHe BPEGHOCTUU GaTLOT ja-
ko peryaaprot paga G, (D), waga pad rxomuremenmapar pady G, (D),
oznaven ca Gp(D), nuje aosesan.

Jloxas. Tlpema Jlemun 1.1, meo (1), MOXKe ce 3aK/ByUHTH Ja aKO je ja-
KO perynapaH rpad HemoBe3aH, OHIA je —1 COICTBEHA BPEIHOCT HHETOBOT
criekTpa. 30or Tora, momro cy § u T mapuu ouna je G, (D) nosesan u crora
je Ao jemmna comcrBena BpegHocT cnektpa G, (D) jennaka r. lame, Kako
cy 0,7 € 2N BuauMo Jia cy CBe COIICTBEHE BPeJHOCTH \; IapHe 3a HelapaH
0 <7 <n-—1u upema Teopemn 3.1 Baxxu na je § = 0. IllraBumie, na
ocuoBy (1.2) umamo sa je ¢ = r. Ako o3nadumo ca n,T,a,C napamerpe
komriemenTa rpada G, (D), onma je

a=n—2—-2r+c=n—r—-2=71—-1,

na kopucrtehu Jlemy 1.1 Bummmo ma G, (D) uuje nosesan, 1j. G,(D) je
HEIIPUMUATHUBAH.

]

Teopema 3.3. Axo cy 0 u T gee metaphe cotcti6ene Spegroctiv Gaiiot
jaxo peryaapror papa G, (D), onga pad nuje wosezan.
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/loxas. Heka cy \;, 3a 1 < ¢ < n — 1, concrBene BpeaHocTH rpada
G, (D), xoje cy cBe memapue. ConcTBeHe BPEJIHOCTH KOMILIEMEHTa Ipada
Gn(D) cy —1 — \; (na upumep, sugern Jlemy 8.5.1 u3 [36]), Tako ja cy one
napHe, ojakJje 1o Teopemu 3.2 3ak/byuyjemo ja je komiuiemenT oi G, (D)
HeroBesaH, Tj. G, (D) je HenoBe3aH.

O

Y Teopemama 3.2 1 3.3 y cBAKOM 0/ TIOMEHYTHX CJIy4ajeBa MOKA3aHO je
Ja je ceaku jako perynapau G, (D) HenpuMuTuBaH.

Y nambeM TeKCTy heMo mpoydaBaTh HOBa CBOjCTBA COIICTBEHUX BPEJIHO-
ctu rpadoBa G, (D) u yTBpAUTH jOIII HEKA HUXOBA CIEKTPAJIHA CBOjCTBA.

Teopema 3.4. 3a gawu pap G, (D), upoc bpoj p | n u cotucmsene 8peg-
HOCTUU Ao, - - ., An—1 pagia G (D), easicu ga p | Aps+1; — Npsj, 3a p{j u
0<p’*j,p’j <n—1.

Jloxas. Ha ocuoBy (1.9) u cienehe penarmje

‘ A(p*j,n/d), Sy(n/d) < B
3.1 nzd(p®t1j, n/d :{ 1 ] rr
) PR = (o d), S, (nfd) >
nMaMo J1a je

n twrapi, Sp(n/d) <p
2) ¢ = = n/dptir p .
(3.2) n/d,pBtlj dnzd(n/d, p+15) { % nsdpsis Sp(n/d> >
HITasmme, Baxu 1a je c(p®j,n/d) = M(tn/d,pﬁj)% u 300r TOra

FHiin/d), S,(n/d) < B
(3.3) c(pﬁj, n/d) = { 1u(p - tn/d,pﬁﬂjw—/g/) Sp22§d§ >3

p'tn/d,pﬂJrlj) ’

Jlokaxkumo Jia 3a caku geiunan d € D saxu ma p | c(pPTlj,n/d) —
c(p’j,n/d), onaxme no dopmymu (1.8) cienu ma p | Ays+1;—Ays;. ¥ Ty cBpxy
pasjmkyjeMo cjejehe ciydajese.

Axo je Sy(n/d) < B, jacuo je na je c(pj,n/d) = c(p?j,n/d).

Hexka je S,(n/d) > B. Ako p | t,/qp6+1j, OHTA P* | P -ty p6+1;, & TH-
Me je u pu(p - tyygpe+1j) = 0, Tj. c(p’j,n/d) = 0. Axo p* | tydpp+1j IMAMO
c(p®tj,n/d) = 0, Tako nma je pazmuka c(p’t1j n/d) — c(p®j,n/d) = 0 ne-
puBa ca p. Y ciay4dajy p || tpjdps+1j, U3 gedpununmje t, /4,641, MOpa duTn
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B+1=S,(n/d) — 1, onakye 3akmyuyjemo na p? | n/d. Ulrasume, Ba-
xu ma p | o(n/d)/¢(t, ape;), mro uvmmmmpa xa p | c(p’j n/d) n
p | c(pﬁ+1j, n/d) - C<p6j7 n/d)

Axo p 1ty qp6+1,, Ha ocHOBY (3.3) modmjamo

olnfd)  e(p*n/d)
P — 1)p(tn/apsi;) p—1

Y

c(pﬂj, n/d) = _N(tn/d7p6+1j)(

oJlaKJIe KOHAuHO 3aKsbydyjemo na je c(p’tlj,n/d) — c(pPj,n/d) =
—p-c(pPj,n/d), mro je u Tpedasio na ce JgoKaxKe.

Ha ocmnoBy penanmuje
)\paj - )\pﬁj — ()\paj - )\pa—lj) + ()\pa—lj - >\pa—2j) + et + ()\pﬁ+lj - )\pﬁj)
3a a > (3, nodujamo cienehy pesarmujy.

ITocnemuna 3.1. 3a gawu pag G,(D), apocw bpoj p | n u couctisene
6PEGHOCTIU Ao, - . ., An—1 pagia Gyn(D), eastcu ga p | Apej — Apsj, 36 p 1 j,
a>Bu0<pp’i<n—1.

Teopema 3.5. Hexa p; | n tpocti 6poj u Heka cy Ao, ..., Ap_1 COUCTLBEHE
epegnoctiv paga G,(D). Taga sasicu pi* | Ao — Ap/p, -

/loxas. Ha ocnoBy TBphema 1.2 3ak/bydyjeMo Ja je

Ao — Anp, = Z (p(n/d) — p(n/d)) + Z (@(n/d) i go(n/d))

pi—1
{deD | pi|d} {deD | pitd}
_ Z pi p(n/d)
i —1
{eD [ piay P
3a p; { d, mmamo p;* | n/d, ma 3aTo Moxkemo mHcaTH G = pf"'%l, rae je
n=p;'n' n %/ € Z. Konauno, Baxku jia je
o;—1 n’
pip;' (pi—1) (%) n
M-y =Y P D DI
{deD | pitd} ' {deD | pitd}
[
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Teopema 3.6. Axo cy 0 u T gee couctisene 6pegroCliU PA3AUNUTIUL TAD-
Hoctuu jaxo peryaaphnot pada G, (D), onga je ipad HeTpumuueat.

/Jloxas. Heka je n = 2°°pi" ... p;* xanoHCKa dakTOpU3aImja peta n.

Cuaywuaj 1. [IpernocraBumo ma nmocroju p; 1 @ — 7 u 6e3 rydiberba OmiTo-
CTHU TIPETTIOCTaBUMO J1a je 1 = 1.

Cuay4aj 1.1. n je menapan. Tana moxemo mucatu n = pi*...pe~.

Bes rybspema ommroctu MOyKeMO MPEeTHocTaBuTH Jjia je n/p; € D. Ako
n/p1 € D nokas ce Moxe u3BecTn 3a KomiuieMenT rpada G, (D), 1j. G, (D,,\
D), koju je jako perynapas u 3a koju Baxxu n/p; & D, \ D.

Jloka3 heMo M3BeCcTH WMHIYKIHJOM TAKO IITO heMO IMOKAa3aTh Jia OUJIO
Koju jresmmiiart d o n Takas ja p)t 1 d He npunaga D.

IIpBo hemo mokasaru ga OmyIo Koju denmal d; ca KaHOHCKOM (ak-
Topuzanujom d; = pipy?...... pp* me mpunaga D, 0 < i < oy — 1. Ako
i =a; — 1, Buaumo 1a je do,—1 = n/p; u 3aro d,,_1 ¢ D, Ha OCHOBY Iper-
mocTaBke y mperxojaHoM ciaydajy. 3a 0 < i < g — 1, meduHUIIMMO HHIEKC
Gi=ph T py*. Kopucrehn Jlema 3.1, MozkeMO IpUMETHTH Ja je
c(ji,n/d) € 2Z + 1 ako u camo ako je d = d;. lllraBume, kako dn,_1 & D
Baxn C(jo,-1,n/d) € 2Z, 3a cBaku d € D, na ymodujamo na A;, , € 2Z.
Ca apyre crpane, npema [ocaemumu 3.1, umamo 1a je py | Ao, 1 — Ajyy TE
Kopucrehn mpeTnocraBky y OBOM ciydajy, Takohe umamo ja je p; {0 — .
Opasne ciemm ma Aj, = Aj, _, € {0,7}, 3a ceakm 0 < i < a; — 2. IIpema
ToMe, Aj, € 27 u na ocHoBy Jleme 3.1 3axspyuyjemo ma 3a cBaku d € D,
c(ji,m/d) mopa Gurn mapuo u 3ato d; € D.

IIpernocraBumo cajia 1a 3a IPOU3BOJHHI JeJuall d O 1 TaKaB Ja BayKu
p?l,pZ”,...,pZ” fdyzanmeko 1 <[ <s<k—-1u2<iy...,5 <k, ue
npunaga D. ITokazaheMmo 1a TpOM3BO/BHE JeMIal d O 1 TAKaB J1a BaykKu

i ;g . .
p‘fl,pf;”, s Pt d, 1 <vdg, o yig <k, me nprmazia D. Hpuvernvo 1a
CMO y TIPETXO/IHO] JMCKYCUJU JTOKA3AJN WHYKIN]CKY XUIOTE3Y y Caydajy
Kaja je s = 1.

Joxasyjemo na nemmnan d; = phpy> 7', .p?flﬁ%“*lp?j? N 4
D,3a 0 <[l <a—-—1u0< v < o —1 (6e3 rybibema ommmroctu
npermnocTaBuMo 13 je i; = j 3a 2 < j < s+ 1). Jedbunnmemo numexce
gi=p Ty pl e o sa 0 < I <o —1u0<y<a- 1L
Kopucrehu Jlemy 3.1 3aksbyuyjemo ma je c(jj,n/d) € 2Z + 1 ako u camo
ako d € D rme DY = {pfl...pfiﬁlp?j?...pzk | 81 € {l,a1},06; €
{ai =7 — Lo}, 2 <i < s+ 1}

Ca sipyre crpane, J1edUHUIIEMO UHJIEKC jo, = DT P - - - pif p?j§2 Y
Cawmano, ¢(ja,,n/d) € 2Z + 1 ako u camo ako d € DY, rae je DY =

(pep i | Bo€ {ow — v — La},2 < i < s+ 1}, U3
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nedunnmuje ckynosa D! m D™ pmamo caenehy pesarmujy
Dt = D U {d;} U D',

rae je D' = {pips? i pliht ot | (V2 <i<s+1) B € {oi — i —
Loy} m (32§i§s+1) Bi = a;}.

Ha ocuoBy nmmyknujcke xumorese mvamo D!'N D = (). HItapume, mpeMa
Hocremumu 3.1 gobujamo ja je pi | Aj, — Aj,, ma momro p; { 0 — 7, Baxkn
72 je Aj, = Aj, (TPUBHjaTHO BUIMMO Ta Cy Aj, W Aj HCTE MapHOCTH).

Heka je D" = D* N D. Ako d; € D, concrsene BpegHOCTH Aj, 1 Aj, ce
MOI'Y 3aIllCaTH Ha cjaegehn HauuH

)‘jal = Z 3017_ +Z ]ala_

deD\D deD’
n
)\jl == Z .]la + Z ]l? le di )
deD\(D'U{d;}) deD’

[Tomto D'ND = (), mmamo 1a ¢y ¢(jo,,n/d) u c(ji, n/d) napau, 3a caxo
de D\ (D'U{d}) u c(ja,,n/d;) je mapno. 3aTo godujamo

. n o n
Ny =2 Y o ) =2 = > el =)+, dz)

deD’ deD’

[MIrasume, kako je ¢(ja,,n/d),c(ji,n/d) nenapan 3a d € D' onaBne ciaenn
naje c(ji,n/d) =2 Y 4epr (Jarsn/d)—c(ji, n/d) = 0. Konauno, c(ji, n/d;) =2
0 mpoyspokyje d; € D! mTo je KOHTpaJmKIMja, Ha 3aK/bydyjeMo 1a
d; ¢ D.

Haxire, mokazanu cmo na ako je d € D, onnma pl' | d, omakie cieau
nzd({d | d € D}) = pi"*, na je 3aro G, (D) HeroBe3aH U THME HEIPUMUTH-
BaH.

Cayuaj 1.2. n je napam.
Hokazahemo nnnykimjom na je Dy = 2(D;\{n/2}).
Hajupe mokazyjemo ma 3a 0mio koju jenwmian d; ca (hakKTOPU3AIIjOM

d; = 20 1pipy2 ... prt Baxu na d; € D < 2d; € D, 0 <i < a; — 1.
Ba 0 <i < a;— 1 geduruimemMo WHIEKCE jl = pii lpg‘Q ...... PRt U 3a
i = «ap JgeduHUIIEMO j,, Kao piipg?...... p*. Kopucrelin Jlemy 3.1, ako

0 < i < oy —1 moxemo npumerntu 12 je ¢(j;, n/d) € 2Z+1 ako u camo ako
je d € D', tne je D' = {d;,2d;,n/2} u ¢(ja,,n/d) € 2Z + 1 ako u camo ako
je d = dc,é1 n/2. Crora sakmpyuyjemo ja je \j, € 2Z+ 1< n/2 € Dn
\j, €E2Z+1< D' C DV|D'ND| = 1. Ca apyre crpane, npema [locsemum
3.1, mmamo sa py | Aj,, — Aj;, & Ha OCHOBY HPETIIOCTABKE Y OBOM CIIyHajy
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uMaMo Jia py { 6 —7, mro mvimmmpa ga je Aj, = A, € {0, 7}, 3a ceaku 0 <
i < g — 1. [lakme, Aj, m A\j, MMajy MCTy IApHOCT, OJlaKJe J00ujamo Jia je
N, €2Z+1 & N\, € 2Z+1 < n/2 € D & D' C DY|D'ND| = 1. Konauno,
oCJIe/iba €KBUBAJIEHIINAja je 3aJ0BOJHEHA aKO U caMo ako d;,2d; € D wmn
d;,2d; ¢ D, nmumunupajyhu na je d; € D < 2d; € D. Ha ucru nadun
MOZKEMO NOKazaTH Ja 3a d = 2007 1pit .. p" 'pipltit .. pi* Baku d € D
aKo m camo ako je 2d € D.

IIpernocraBpamo cajia Jia je 3a OWJIO KOju Jenuiiall d O n Takas Jia
je Tauno 271 || d n pZ”,pZQ,...,pZ” fdyzanekn 1 <[ <s<k-—1m
1 <iq,19,...,1s < k, mpunaga D axo u camo ako 2d € D. /Tokazahemo j1a je
npoussosbHn femian d 6poja n raxas ga 2°07 || d u py ", pp2, ..., p?Jl
dyzal <s<kul<i,it9,...,0,01 < k, npunaga D ako u caMO axKo
2d € D. IlpumeTrnmo @ CMO y IIPETXOJIHOj JUCKYCUJU JTOKA3AJN XUIOTE3Y
3a s = 1.

JlokazyjeMo eKBUBAJICHINA]Y

— —Y1— —vY2— s+1—Vs+1—1 s
d,, = 2007 tpiT T lpgeTe Tl [ pten T ltee gt € D 2d, € D,

1

3a 0 < 79; < a; — 1 (8e3 rydibema OMITOCTH TPETIOCTABI/HAMO 1j = J 3a
1 < j < s+1). Jebuanmumo uHIeKC j,, = pi'p ... Do vy’ ... prt,
38 0 < 7, < a; — 1,1 <1 < s+ 1. Kopucrehu Jlemy 3.1 3aksbyuyjemo
na je c(jy,,n/d) € 2Z + 1 ako u camo ako d € D" rne je DM =
{260pf1 .- 'pfjrﬁlp?iEQ . 'pzk | ﬂ() S {ao - 17050}762' S {ai - % — 1,0[2-}, 1 <
i <s+1}.

Ca gpyre crpane, MOXKeMO JIe(UHUCATH UHIEKC j KAHOHCKOM (aKTO-
PU3ALUIOM Jo, = p1'py ... o pet .. pp*. Comano, ¢(fo,,n/d) € 2Z + 1
aKo 1 caMo ako d € D™, e D = {200pipl2 .pf_filpjjrgz PR | Bo €
{ao— 1, a0}, B € {as —vi — 1, },2 < i < s+ 1}. Uz nedununuja ckymnosa
D" u D mmamo ciresiehy pemnarujy

D" = D* J{d,,,2d,, } UD™",

rae D" = {26029?17717117@2 - -pfﬁlp?igz oot | Bo € {ao — Lag}, (V2 <
i<s+1)(Bie{ai—v—1la})mu(F2<i<s+1) (8= a}).

Ha ocHoBYy mHyKIMjcKe XUoTe3e 3a Ipou3Bosbun d € D U DV umamo
na d € D ako u camo ako 2d € D. Heka je D' = D* N D u D" =
(D**uD™)ND. IIpernocrasumo na d.,, € D u 2d,, ¢ D, tana ce coucrsene
BDEJIHOCTH \j, U Aj MOry 3alliCaTh Ha ciaejehn HaduH

. n . n
)\jal = Z C(]ala E) + Z C(ja17 E)

deD\D deD’
>\j"/1 = Z C(]’h’ 8) + Z C(J’Yl? 3) + C(]’Yl’ E )
deD\(D"U{d;}) deD” "
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[Momro je ja,,jy € 2N + 1, ma ocmoBy Jleme 3.2, modmjamo ma je
Yoaep Car,n/d) =0 m Y, pic(jy,n/d) = 0. Kaxo je ¢(jo,,n/d) € 2Z,
sa d € D\ D' Baxu ma je \j, € 2Z u xaxo je c(j,,,n/d) € 27Z, 3a
de D\ (D"U{d}) u c(j,,,n/dy,) € 2Z + 1 Baxu na je \;, € 2Z+ 1. Ha
ocuosy ITocenure 3.1, mmamo ga py | A; Aj,, » Ia KopucTehn npeTmnocras-
Ky Yy OBOM CJTydajy Baxku p; {0 — 7, ma godujamo na je \j, = A;, € {0,7},
3a cBako 0 < 7 < oy — 1. OBo 3Ha4m 1a je Aj, =2 Aj, WTO je eBUJEHT-
Ha KOHTpajuKiuja. /lakie, mokazaan cMo jga Baxku d; € D = 2d; € D n
HA WCTH HAYUH MOXKEMO JloKazarw ja je 2d; € D = d; € D, na je 3ato
Dy = 2(D;\{n/2}). Konauno, 3a n/2 ¢ D u3 Teopeme 3.1 moxke ce 3aK/by-
qntu fa je # = 0. 30or Tora, ma/be jod0Wjamo qa je ¢ =71, Tj. a =T — 1
omakie ciaeau na G, (D) nuje nmosesan, Ha ocuoy Jleme 1.1. Ako n/2 € D,
Ha ocHOBY TBpbhema 1.2 Baxku ja je ¢(j,2) = —1 3a j € 2N + 1, onakie
naJbe caeau Ja je \; = —1 3a ceaku menapan 0 < j < n — 1. Caza, MoxkeMo

D‘l_

YyOUuTH Ja je jemHa corcrBena BpeaHocT rpada G, (D) jennaka Hymu, na
je 3aro G, (D) moBesaH, U3 MCTOr Pa3jora Kao INTO je TO OUJI0 y Caydajy

n/2 ¢ D.

Cuay4aj 2. IlpernocraBumo jia p1ps . . . pi | 0—7. Heka je n = 2%0p™* ... po*
KaHOHCKa (haKTOpu3almja opoja n u py = 2.
Penaruja (1.4) ce moxke 3amucaru y cienehioj dpopmu

—mg(0 —7)=n7+ (r—1)
m,(0 —7) =nl+ (r —0),

OJIaKJIE Ce MOXKe BUJIETH J1a P1P2 ... Pk | T —T U p1Pa ... Pk | 7 — 6. Ha ocroBy
Teopeme 3.5 Baxu ga je pi* | Ag — Ansp,, 38 1 < i < k. HlraBumte, momrro
Ao = Anspi € {r — 7,7 — 0}, saxmpyuyjemo ma nmocroju 1 < s < k Takas Ja

Qi (e73 Xig i1 Qi : . .
Dot D Pigyy o Dig | T=T D D0t [ r =0, Tae je (i, .. i)
nepmyrtanmuja o7 (1,..., k). Be3 rybiperma onmmTocTi NpeTnocTaB/baMo Ja je

ij=j3acsel <j<k.

Kopucrehu cana penarmjy (1.4) moroso, qodujamo ma pi' ... pYpsi1 ... Dk |
me(0 —7) upr...pspeiit ... pp* | mo(0 — 7). IIpema (1.5) KOHAYHO 3aKIbY-
qyjeMo Ja je

it DLy | T,

U 3210 Py ...pg | 7. Y caydajy Kaga p; | v, jacHo je ma p; | 0 u p; | 7. Ca
JIpyTe CTpaHe, ako p; | 7, onga r =, —1, 0 =, —1 u 7 =, —1. Youumo na
je A1 moryhe npencraBuru Ha ciaegehu Hauns (Ha ocHoBy TBphema 1.2)



Ipernocrasumo na je [Ai| > 1 u nexa je mi = [l cicp | iy Pi- To-
kobe nedbuHHUIUMO Mo = H{lgigk |1y Pir aKO je Ay > 0 momy =
H{lgigk | il |1y Pi » Ko je A1 < 0. OnmaBze 3akibydyjeMo fa my | |A]
umy | |A1] + 1, ak0 Ay > 0, u my | |A;| — 1, ako A; < 0. ITomrro je jeman ox
Opojesa |\ | win |A;|+1 napan umamo na 2my | |Aq| wau 2may | |A1|£1. Kona-
9HO, Y CBAKOM OJI IOMEHYTHUX CJIydaja Baxku ja je |A1| > max{2mq, mo — 1}
wm |A;| > max{my,2ms — 1}. Ca gpyre crpane je |u(n/d)| = 1 ako n
camo ako pX ' | d 3a cako 0 < i < k, aam axko y3MeMmo y 003up 3HAK
dbynkmmje u(n/d), moxkemo saxmyanrn ma —28 < A\ < 2F omaxse ciemn
|A1| < 2%, Uz mocnenma aBa 3ak/bydKa godmjaMo max{2my,my — 1} < 2F
wm max{my,2my — 1} < 2% Axo je max{2m;,my, — 1} < 2F umamo
2m, # 2F (ocum y TpuBHjasHOM ciydajy n = 2 KOju ce MOXKe OJMaxX HC-
KJBYIHTH ), OJaKJIe Jlajbe JI00rjaMo Jia je 2m; < 28 —1umy <28 +1, maje
3aTO W

2p1 .. .pp = 2mymy < (28 = 1)(2F +1) =4F — 1.

CaudHO My TpeocTasioM ciIydajy, ako max{mi,2ms — 1} < 2% umamo
2msy — 1 # 2k onakJje masbe cienn Ja je 2my < 28 4 my < 2% ma je 3aTo
2p1 ... pr = 2mimy < okok — gk,

[locnenma HejeTHAKOCT HE MOXKEe OUTHU 33/I0BOJhEHA, IOMITO je 2p; > 4
up; >4, 3a 2 <1<k, mro je KOHTpaaukIimja. 3aro godoujamo Ay = 0,
omakJe ciaenu na je ¢ = r 1j. @ = 7 — 1. Konauno 3akspyuyjemo na G, (D)
HUje 1moBe3aH Ha ocHOBY Jleme 1.1.

]

Teopema 3.7. Hexa je G, (D) uapoussomru wose3ar UHEIPANHU UUPKY-
aantny pag. Taga je G, (D) jaxo peryaapar axo u camo aKo je n cAodHCeH
uD ={d e D, | mtd}, sa apoussorru gesunay m > 2 .

Jloxas. IlpermocraBumo na je G, (D) mpousBo/baH TOBE3aH jaKo pe-
rysapan rpad. M3 Teopema 3.2, 3.3 u 3.6 BuauMO Ja CBakud TakaB ja-
ko perymapan G, (D) mopa durn menpumurubad. Casa, kopucrehn Jlemy
1.1, zakspyuyjemo ma je G, (D) uzomopdan ca mKri1 u crora je G,(D)
n30MOp(daH MOTIYHOM MyJITHIAPTUTHOM rpacdy Kz 1,..., 7+ 1, Tme je

-~
m

7 perynapuoct G,(D) 3a meku gemmian; m > 2 . OBa uumeHHIa Jjaje
n = (T4 1)m u crora 3akipydyjeMo J1a n Mopa outn cjaoxken opoj. [Ipunpy-
JKUMO YBOpOBUMa naprunmja rpada Kz 1...,7F+1 crnenehu ckyn 6oja

m
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C;i={0<j<n—-1|j=,i},3a0<i<m—1. [axie, nobujamo na apa
yBopa a u b Hucy cycennay G, (D) ako u camo ako je a—b =, 0. [Tocnenma
eKBUBAJICHIIN]a je UCTUHUTA aKo U camo ako a — b € {G,(d) | m | d}. Crora
3aKJbydyjeMo Jia cy a u b cy cycegnu ako u camo ako a—b € {G,(d) | m 1 d}
mnaje Kz g1 541 =Gu({d€ D, |mtd}), mro je u rpedano durn

MTOKA3aHO. "
C apyre crpane, G,({d € D, | m t d}) je jako perymnapaHn, jep je
130MOpdaH MOTIYHOM MyJTHIAPTUTHOM rpady Kz 4 1,...,7+1 Cana

MOYKEMO U3PATyHATH IapaMeTpe ', & U ¢ UHTETPAJTHOT LH/IpKerr;aHTHOI‘ rpada
G,.({d € D,, | m 1 d}). Ilpumerunmo upso ga u3 Jlema 1.1 nupekTHO cirenn
c=0ma=r—-1=n/m-2 CamaBaxumajer =n—r—1=(m—-1)", a=
n—2-2r+c¢= (m—2)2uc=n—2r+a = (m—1)~ . Kopucrehu Jlemy 1.1
u jemnakoctu (1.4) , BPJIO JTaKO MOYKEMO U3PAIYHATH COICTBEHE BPEIHOCTU
rpada 3ajeIHo ¢ IbUXOBUM BHIIECTpyKocTuMa. Beh cMo 3ak/bydmn ja je
0 = 0 u Oynyhu na je A = (a—c)? +4(r—c) = % nobujanMo J1a je T = — 1.
Konauno, uz jequakocru (1.4) ciaenu na je mg =n—mu m, =m — 1.

]

CamaHo MoXKkeMo JloKa3aTn na je nernosesaun G, (D) jako perymapan ako
u camo axko je {d € D,, | m | d}. Baucra, kako je G, (D) jako perynapas,
ouza je G, (D) nosesan jako perymnapan u crora je D, \ D ={d € D, | m 1t
d}, Ha ocHOBY ropme Teopeme. OBO MPABOJIMHUJCKU Pe3yaTupa Ja je D =
{d € D, | m|d}.

Y 0BOM 0/1eJbKy OKapaKTepHcaal CMO jaKO peryjlapHe HHTETPAJIHO IIIp-
KyJanTHe rpadose fgokazyjyhu na tu rpadoBu Mopajy OUTH HETPUMUTHUB-
HH. YOUIITEHO roBopehu, JIOKa3u MpeJICTaB/beHU y OBOM pajly TeMeJbe Ce
Ha TIOBE3aHOCTH TeOopHje OpojeBa M CIEKTpaJjHe Teopuje rpadoBa U ca-
JIp2Ke BeJIMKU Opoj pazmuuTux ciydajesa. [lokymaj kiracudukanuje Kia-
ca MHTErpaJHUX IUPKYJIAHTHUX rpadoBa ca YeTUPHU PA3TUINTE COICTBEHE
BPEJIHOCTU OM OMO MHOT'O 3aXTEBHUJU O YeMy he OUTH 3HATHO BUIIE pe-
an y ciaenehoj cekmuju. CmaTpamMo a je UCTpaKWBarbe Ha OBY TEMY OJ1
BEJIMKOT 3Havaja, jep HeMa MHOIO pe3yJTaTa y JUTepaTypu KOju pa3Ma-
Tpajy rpadose ca 4YeTUpH pas3jnydnuTe CONCTBEHE BPEIHOCTH y nopehemy ca
pesyiararuMa 3a rpadgoBe ca TPH pas3jITduTe COICTBEHe BpejHocTu (Ouiio
perynapae win Heperyiaapue). Oapehenn pesynraru 3a nmoBesane perysiap-
He rpadoBe ca YeTUPU PA3JIUIUTE COICTBEHE BPEIHOCTH Cy nartu y 28],
IJie Cy HaBeJeHa HEeKa CBOjCTBA, KOHCTPYKIIUje U IIPUMepPH. JOII jeIaH MO-
ryhn u n3a30BaH CMep y MCTPaKUBAIbUMa OU OWJIa KJIACU(PUKAIN]a CBUX
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jaKo peryjapHuxX MUPKYJIaHTHUX I'padoBa, Kopuctehn caMo TEXHUKE CIIEK-
TpaJsHe Teopuje rpadosa. Hekn npesnMunapuu pe3y/aTaTu HOKa3yjy Jia ou
kopurmiheme ojipeheHnx TexHWKa Teopuje OpojeBa, Kao IITO CYy KBaJIPATHU
octaru, Moryin outu odbehaBajyhu cmep y ucTparkuBarby jake peryaiapHOCTU
nupkyaanTHuX rpadosa. Hanme, moxke ce jiokazatu ciiesehe: duso Koje ase
COIICTBEHE BpPeJHOCTH A; U \; cy jeqHake, 3a 0 < 4,5 < n — 1, ako u camo
aKo Cy 1 M j WJIM 00a KBaJPATHU OCTAIM WM HUCY KBaJIPATHU OCTAIH IO
MOJLYJIY 7, 38 OWUJIO KOjU NUPKYJAHTHH rpad MPOCTOr pena n.

3.1.2 KoucTpykiija jako peryjapHux rpadoBa Kopuiinhemem Jjin-
HHjCKOT' ollepaTopa

Y oBOM 0jie/bKy heMO M3BeCTH KJjlace HEMUPKYJIaHTHUX jAKO perysap-
HUX TpadoBa KapaKTepU3allnjoM UTEPEeTaBHUX JIMHUJCKUX T'padoBa I0YEB
on yautapuor Kejmmjepor rpacda X,,. ¥ nacraBky hemo kopucrehu omnepa-
nnjy KpoHekepckor mpon3Boia KOHCTPYHUCATH KJIace jaKO PeryiapHux Iup-
KyJaHTHUX rpadoBa Koju caapzke yaurapHe Kemmjese rpadose. Canaro
MIPETXOTHOM, MOYKEMO OKAPAKTEPUCATH CBE UTEPATUBHE JIMHUjCKe TpadoBe
moyeBmu o X, Ca YeTHUPHU PA3JTUINTE COICTBEHE BPEIHOCTH KOjU y Haj-
BeheM Opojy ciiydajeBa IpUNaIajy KJaacu HENUPKyJaHTHUX rpadosa. Ta-
Kohe, omneparjom KpoHekepcKor mpou3Bojia U3BOIUMO KJjace rpadoBa ca
YeTUPHU PA3JIUIUTE COIICTBEHE BpeiHOCTH. Ha Kpajy ojes/bKa J1ajeMo 0JroBop
Ha MHUTarmke KOju UTEPATUBHU JIMHUjCKHU TpadoBu rpada X, mpeJcTaB/bajy
rpad WHIUICHIITj€ CAUMETPUIHOT OJIOK-/IM3ajHa.

Hajupe hemo momohy omneparopa L mponahwm jorr Heke KJiace jako pe-
rysapaux rpadoa. [losnaro je s1a cy JiBe Kjiace jako peryjaapHux rpado-
Ba J0OHjeHe IPUMEHOM JIMHUJCKOI omeparopa [ Ha KOMILIETHe IpadoBe
K,, n xommierne dunaprurue rpadose K, ,. I'pad L(K,,) uma napamerpe
(n(n—1)/2,2n—4,n—2,4) (rpoyraonu rpadosn), nox L(K, ,) nma napa-
metpe (n?,2n—2,n—2,2) (kBaaparhe permerke). CrioMeHuMo Jia cy 0de oBe
KJIace MUPKy/aanTu. Kako Ou mMpoHAIIN IITO BUIE KJIACA jaKO PeryaapHuxX
rpadoBa, y cienaehem ey ojie/bka hemMo OKapaKTepucaTH CBe JIMHU)CKe
rpadose yuurapuux KejaujeBux rpadoBa Koju Cy jako peryJapHu.

JIuaujcku rpad perymapuor rpada je perysapuu rpad 1y TOM caydajy
KopuctuMo cjejiehy Teopemy.

Teopema 3.8. [61] Hexa je G k—petyaapnu Gosezanu ipagd pega n u neka
cy A, ..., Ap 10€I06€ cotctsene epegroctiu. Cuexmap paga L(G) cactmoju
ce 0g —2 ca suwectipyrowhy %” —nuk+XN—23aceaxul <i<n.
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Teopema 3.9. Hexa je X, ynuwmapnu Kejaujes ipagp pega n.Taga je au-
Hujcky tpag og X, JjaKo pewyaapaH axo u camo axo je m upocii o6poj eehu
09 3 uau n je ceter og 2 eehu og 2.

Jloxas. Heka je k = p(n) perymapaoct rpada X,.

Axo je kn/2 —n = 0 taga je dpoj pasIMUNUTUX COICTBEHUX BPEIHOCTU
on L(X,) jenrak Opojy pas3/IiuIuTUX CONCTBEHUX BPEIHOCTH Of1 X,,. Y OBOM
cirydajy umamo na je k = ¢o(n) = 2, a tume u n € {3,4,6}. Kako X,, ~
C, ~ L(X,) 3a n € {3,4,6}, npema Teopemn 3.7, umamo na je L(X,)
jeImHU jako peryapHu rpad.

Axo je kn/2 —n > 0, Tana jenna comcrBena Bpegaoct L(X,) mopa
dbutn —2. Cana, npernocrasumo ja je L(X,,) jako perymapan. Kako L(X,,)
UMa TPU Pa3IUIUTe COIICTBEHE BPEJHOCTU OHJIA WA X, UMa TPHU PA3JIUIUTE
COTICTBEHE BPEHOCTY TaKBe J1a je jeHa o ihux jeanaka —k (k+X\—2 = —2)
nm X, UMa JIBe pa3JM4YuTe COICTBEHE BPEIHOCTH W HUjEIHA OJ HUX HUje
jennaka —k.

Kopucrehu Teopemy 3.7, X,, uma Tpu pa3niudure COICTBEHE BPEIHOCTU
aKO U CaMO aKo je n = p%, 3a HEKH IPOCT OpOj p U « > 2, a COICTBEHE
spesnoctu o X, cy {p*!(p —1),0,—p*~'} . Ultasume, duto Koja cor-
CTBEHa BpeJHOCT MaTpuile cycenctsa rpada L(X,) y3uma jeaHy o Bpej-
noctu {2p°t(p—1) —2,p° Hp—1) — 2,p* L (p — 2) — 2, —2}. 3aro, Kako
je p*~(p — 2) — 2 apyra HajMama CONCTBEHa BPEIHOCT, y OBOM CJIydajy
3aksbydyjemMo Ja je L(X,) jako perysapHo ako W caMoO ako je n = p® u
p*1(p—2) —2= -2 70 ject 3a n = 2°.

Axko X,, mMa TavIHO JIBE COICTBEHE BPEIHOCTHU, TO je rpad KOMILJIETaH,
Ia je JJaKO yOUYUTH JIa aKO je m = P, 3a HEKH MPOCTH P, OHJIA Cy COIICTBEHE
Bpeanoctu ox X, jennake {p — 1, —1}. JacHo je na HujeaHa of HUX HUje
jemnaka —k = —p(p) = —p+ 1 3a p > 2 u crora 3axspy4dyjemo aa je L(X,)
jako perymapam 3a p > 3, ma cy comcrsene Bpeguoctu ox L(X,) jennake
{2(p—1)—2,p—4,-2}.

O

Ba k > 1, k-tu ureparusuu unujcku rpad on G je L*(G) = L(L*1(Q)),
rae je LY(G) = G u L'(G) = L(G). Y caenehoj Teopemu fokasyjeMo Ja

ce KJlaca jako peryjapHux rpacdoBa m3BeleHa n3 yHuTapHuX KejanjeBux
rpacdoBa He MOKe BUIIE ITPOITUPUTHA aKO Ce€ KOPUCTH OIepallyja JTUHUI)CKOT

rpada.

Teopema 3.10. Hexa je X, ynuwmapnu Kejaujes ipag pega n. Taga je
L3(X,) jaxo pewyaapan axo u camo axo je n = 4.
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/loxas. llpema Teopemu 3.8, 1ako ce MOxKe IPUMETUTH Jia je Opoj pas-
JIMIUTHX COICTBEHUX BPEIHOCTH MaTpHIle cyceicTBa rpada G Mamu min
jenHak oj Opoja pa3IMYUTUX CONCTBEHUX BPEIHOCTU MATPHUIE CYCEICTBA
rpacda L(G). Cana, npernocrasumo ja je L?(X,,) moBe3an jako peryiapHu
rpad, Tj. ga L?(X,) uMa Tpu pazamdmTe CONCTBeHE BpeaHocTu. To 3Ha-
g ga L(X,) MOXKe MMATH TavYHO TPHU PA3TUYUTE COICTBEHE BPETHOCTH,
Oyayhu na L(X,) me moxe dutu KoMILleTaH. 3aucra, oyayhu ja je pen
rpada L(X,) jennax ”502(")
%(") — 1 = 2(¢(n) — 1) auxaga Huje 3a70BosbeHa, UMamMo Ja L(X,) nu-
je mormyH rpad. Hamasme, npema Teopemu 3.9, pasimkyjemo [Ba ciydaja
3aBHUCHO OJ] PA3JIMYUTHUX BPEJIHOCTH OJL M.

IIpernocrtaBumo 11a je n = p, 3a Heku npocT O0poj p > 3. [Ipema Teopemu
3.9, pasmmanre concrBere Bpeguoctu of L(X,) cy {2(p—1) —2,—2,p—4}.
HIrasume, n3 Teopeme 3.8, nodujamo na je perymapaocr L?(X,) jennaxa
2(2(p—1) —2) — 2 1 3a IPOU3BOJBHY COICTBeHY BpemHocT \; rpada L?(X),)
Baxku na \; € {4p—10,—2,2(p—1) —6,3p — 10}. Buo koje sBe BpegHOCTH
n3 OBOI' cKymna cy Mehycodno pasnamuwmre, dynyhm ma je p > 3, u3 dera
sakpyuyjemo ma L?(X),) Huje jako perynapan.

Cajta, peTriocTaBuMoO J1a je n = 2%, 3a « > 2. IIpema Teopemama 3.8
u 3.7 pazmuaure concrene speanoctu of L(X,) cy {2% — 2,271 — 2, -2}
u 3aT0 cy Morylie BpeJHOCTH 3a COICTBEHE BPEJHOCTU MATPHUIE CYCe/ICTBA
rpada L*(X,) nare ca {27! — 6,3(2%7! — 2),2* — 6, —2}. Konauno, 3a-
kbyuayjemo na L?(X,) WMa Tpu pazjuuuTe COICTBEHE BPEJHOCTU aKo je
2% — 6 = —2, oo je o = 2, jep 2Tt — 6 > 3(2°71 —2) > 2% — 6 > —2.

]

, perysapHocT jeanaka 2(¢(n) — 1), a penamnuja

Kaxko je X4 ~ C4, 1a/pb0M IPUMEHOM JUHHUJCKOT OIIEPATOpa HE MOYKEMO
npomuputu Beh mporalene Kjace jako perysapHux rpadosa.

Teopema 3.11. [20] Hexa je G tosesanu ipag wakras ga je L(G) yupkry-
aantian. Taga G mopa outiu C,, Ky usu Koy 30 nexe a u b wakee ga je

nzd(a,b) = 1.

Y macraBky joka3yjemo na kiaace L(X,), 3a upoct 6poj p > 3, u L(Xaa)
3a « > 2, IpeJICTaB/bajy HOBe KJjace jaKo peryjaapHux rpadosa, Koje HUCY
cagpxkane y kjacu yaurapuunx Kejnujesux rpadosa. I[Ipema Teopemu 3.9,
3ampaBo Joka3yjemo fa je L(X,) 3a mpoct 0poj p > 3, u L(Xs) 3a o > 2,
HUCY IMPKYJIaHTHU rpadosu (ca nzyzerkom Xy ~ Cy).

ITpernocrasumo npso ga je L(X,), 3a mpoct p > 3, nupkynanrtan. Kako
je X, msomopdan kommiernom rpady K, 3a mpoct p > 3, Tajza X, 3a
IpocT p > 3 He IpHUIIaia HUjeTHOj o cieaehux Kiaca rpadosa C,, Ky nim
K., 3a neke a u b rakse ga je nzd(a,b) = 1.
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Cana, npernocraBumo na je L(Xsa), 38 a > 2, mupkynanran. Jlako je
BugeTH Ja je Xoo KOMILIEHTHH OWUIIApTUTHU rpad ca naprunujama C; =
{0<j<2*—1]|j=yi},3ai€{0,1}. Crora, Xoa >~ Kja-19s-1 u Oymyhu
na je a > 2 umamo nzd(2°71,2971) £ 1. Hcro Taxo, 6poj rpana rpada
Xoa jemnak je 2% -2°71/2 u paznuunut je on 6poja rpana rpada Coe Koju
je 2% (3a a > 2), omakite mpema Teopemu 3.11 MOXKeMO 3aK/bYIUTH J1a jAKO
perynapun quHujcku yautapau Kejiaujesn rpadoBu HUCY NMUPKYIAHTHH.

3.1.3 Marpurie rpadoBa ca YeTUpPU COIICTBEHE BPEAHOCTU

Teopema 3.12. Vuuimwapnu Kejaujes tpag X, uma wetwupyu padsuvuine
cotctiene 8PegHOCTU GKO U CAMO AKO je M UPOU360g ¢6a PA3AUNUUTLY
apoctia 6poja.

Zloxa3a. IIpernocTaBumMo s1a X,, IMa TAYHO YETHUPH PA3JIUUIUTE COIICTBEHE
BPEHOCTHU U JIa IOCTOJU IIPOCT OPOj p; Y KAHOHCKO] (paKTOPU3aIUju Opoja
n=pit---pp¥, Tako Ja je a; > 2. Ako je k = 1, npema Teopemu 3.7 X, je
jako peryjapat, IITO je KOHTPaIUKII]ja, a IpeTIocTaB/haMo Ja je k > 2.

Hexa je S = {pi* - pp* <n| B € {ai—1,;}} mm = pipy - - - py. Kaxo
je k > 2, nodujamo |S| > 3.3a j € S, e j = pfl . -pf’“ 3aKJbydyjeMo 114

thj = m — p?1—51 .. .pzk_ﬂk’ SO(tn,j) = Hﬁi:ai—1<pi — 1) u

)‘j = C<j7n):
a;— a;— n
= pltng) [ 207 I 207 i =) = ptay)— ][] i =) #0.
Bi=c;—1 Bi=a; Bi=a;

Ha ocHoBy nedwunummje nngekca j € S, nocroju k—ropka (S, .. ., f;) TaKo
na je j = pi'-- -pf’“, ma hemo mnmcaTu KaJj ToJi TO OyJjie HMOTPedHO j =
Jj(B1y ..., Br), 3a maro n. Takobe, ca j;, 1 < i < k, osHaunhemo wumjekc
je Srako maje j; = jlar—l,an—1,...,a; — 1, aip1, qiyo, . . ., ). Jaxko je
Bujietn Jia 3a 1 < iy < ip < k BaxKu na je j;, > ji, 0 |)\ji1 > |)\ji2 |. 3aTo, ako
je k> 3, mely concTBeHUM BPEIHOCTHMA Aj , Aj,, ..., Aj, UMaMO HajMarbe
TPU Pa3IMYuTe BPEJHOCTH U 3aje/HO ca peryiaapHomiily Ao u A\ = u(n) =
0, 3ak/pyudyjeMo 1a X, MMa HajMame IeT COIICTBEHUX BPEIHOCTH, IITO je
KoHTpajmKIuja. Ako je k = 2 onga je ounro ga je |S| = 3. Oe concrsene
BpeHOCTH Cy 7, —(p;—1), = (pa—1), Ia cy one melycodHo u pasmmanre.
Cumano, 3ajenHo ca perymapHorhy Ao u A; = p(n) = 0, 3ak/bydyjemMo a
X, mMa HajMaIbe MeT CONCTBEHUX BPEJTHOCTHU, IITO je KOHTPAIUKIIN]A.
Caia, IpeTIocTaBuMO Ja je N MPOU3BO/I PA3IUINTHX IIPOCTUX OpOjeBa.
Axko je n mpoct, ouga X, UMa TAYHO JIBE PA3JIUYUUTE COIICTBEHE BPEJIHO-
cTH, MITO je KOHTpajuknuja. /laxie, mpernocraBumo jia n uma cjiegehy
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KAHOHCKY (haKTOpU3aLHjy n = Py ...pPk, 38 k > 2. Tama modujamo Jia je
tup, =n/nzd(n,p;) =n/p; u Xy, = (=1)*1(p; — 1), 3a 1 < i < k. JHame, 3a
1<14,5 <kwui#j,jacno je ma je Ay, # A,,. Axo je k > 3, nmamo HajMarbe
TPU Pa3IHINTe BPEJHOCTH Mely COICTBEHNM BPETHOCTHMA Ay, Apys - - -, Ap,
u 3ajeHo ca peryiapuomthy A\ u A\; = u(n) = (—1)*, sakmyayjemo ma X,
nMa HajMame MeT COICTBEHUX BPETHOCTH, ITO je KOHTPAIUKIII]a.

Ba k=2, n=pps unzd(j,n) =1, Bunumo ga je t,; = p1po 1 \; = L.
Ako je nzd(j,n) = p; ouma t,; = po u \; = —(p1 — 1). Comuno, axo
nzd(j,n) = py ouma \; = —(p2 — 1). Jakie, 3akipydyjeMo [a 3ajeIHo ca
peryJsiapHomihy Ag, X, UMa Ta4HO YeTUPU PA3JIUIUTE COIICTBEHE BPEIHOCTH.

]

3.1.4 KoucTpykiuja peryjiapHux rpadoBa ca 4YeTUupu pa3jIndnuTe
CONICTBEHE BPEIHOCTU KopulllhemeM JIMHIUJCKOT omeparopa

Teopema 3.13. Hexa je X, ynumapru Kejaujes tpag pega n. Taga au-
Hujerku pagp og X, uma WauHo 4eTWupy COUCTBEHE 8PEGHOCTIY GKO U CAMO
axo uau n = 2p uasu n = p, 3a Hexu Upocti 6poj p > 3 u o > 2.

Jloxas. IlpermocraBumo ma L(X,,) uMa TaqHO YeTHpPU PA3IUIUTE COII-
crBene BpeaHoctu. IIpema Teopemu 3.8, Baxku na X, uMa WId TPU HIA
YeTUPHU pa3nduTe COICTBeHe BpeaHocTu. [IpermocraBumo casa ma X, uma
YeTUpH pa3jnduTe corctBene BpeaHocTu. IIpema Teopemu 3.12, n je jeana-
KO p1p2 3a HEKe mpocTe Opojese p; u po. Kopumnihemem Teopeme 3.8 u 3.12,
3a concTBeHe BpejHOCTH \; rpada L(X,), Bumgumo ga A; € {2(p1 — 1)(p2 —
1) -2, (pl - 1)(]92 - 2) -2, (pl - 2)(272 - 1) -2, (pl - 1)(]72 - 1) -1, _2}'
Kako je p1 < p9, X,, MOKe UMaTu 4eTUPU Pa3JIUINTE COIICTBEHE BPEIHOCTH
camo ako (py —2)(pa — 1) —2=—-2up; =2.

Ako je X, jako perymapad, oHJa je n = p%, 3a HEKH IPOCT OPOj p,
a > 2, u duo Koja concreena speanoct L(X,) npunama ckyny {2p*t(p —
1)—2,p° Y p—1)—2,p* 1 (p—2) — 2, -2}, na ocuosy Teopewme 3.9. Crora,
L(X,) nMa TadHO YeTUPH PA3IMYIUTE CONCTBEHE BPEIHOCTH CAMO aKO je
PN p—2)—2# =2, 15. pF#2.

[
Kao u y nmperxomnoMm ojiesbKy, g0Ka3zaheMo ja HOBe KJiace rpadoBa ca
YeTUPH COIICTBEHE BpeJHOCTU Jjare y Teopemu 3.13 HUCY TUPKYJIAHTHA

rpacdosu. Taunuje, mokazyjemo ga L(Xs,) u L(X,e) HUCY IIUPKYJIAHTH, 32
p>3ua>2 ocum L(X).
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[Ipeo hemo moxasarm na L(Xsp), p > 3, umuje mupkynantan. [Ipema
Teopemn 3.11, noBospHO je mokasarn 1a Xop, p > 3, Huje HE THKIYC Oy,
(c m3yzerkom Cg), HuTH KoMIuleTHH Oumaprurau rpad K,, Tako ga je
nzd(a,b) = 1. Ako Xy, ~ (5, 3a HeK0o p > 3, ouga oBu rpadoBu uMajy
jemnak dpoj rpana, ma Baxku cieneha jegHakocT 2p - ¢(2p)/2 = 2p, Koja je
33/10BOJbEHA CaMO 3a p = 3. ¥ JIpyToM citydajy 3a Xo, >~ K}, U3 je JHAKOCTI
Opoja rpana umamo Ja je p(p — 1) = ab, omakie He3 rydbuTKa ONIITOCTH
3aKJ/by4yjeMo jia je p | a. Asm u3 jegHakoctu penosa rpadoBa ciaean Ja
je a4+ b = 2p, a mocaemma jeaHakocT BaxKu camo 3a a = b = p. OBo je
KOHTPAUKIIMja Ca YUEHEHUIIOM Ja a U b Mopajy OuTHu peslaTUBHO TPOCTH
OpojeBm.

Caga, npernoctaBuMo Ja je L(X,e), p > 3 u a > 2, rupKyianTan. AKo
je Xpe >~ Cpo 3a HEKH p > 3 U « > 2, oHJa 0BU I'PpadOBU UMajy jeHAK OpOj
rpaHa, I1a BaxKu jeJHaKocT p® - p(p®)/2 = p®, Koja HUKaJ[ HUje 33/I0BOJbEHA,
jep je JseBa crpaHa yBekK Beha o JecHe cTpane, 3a p > 3 m a > 2. Y
JIpYyTOM ciydajy 3a Xy« ~ Kgp, u3 jennakoctu Opoja rpana JodujaMo Ja
je p**~Y(p —1)/2 = ab, onaxse He3 rydbuTKa ONIITOCTH 3aKJbydyjeMo Jia
je p**~1 | a, dynyhu na je nzd(a,b) = 1. Uz jenmaxoctu pesosa rpacdosa
cienu 1a je a + b = p®, mTo je KOHTPAJIUKIINja TOIITO je JeBa cTpaHa Beha
o1 p2a71'

Cnenehom TeopeMOoM HaJIa3MMO HOBE KJlace peryjapHux rpadosa ca
YeTUpu pa3jndnuTe COIICTBEHE BPEIHOCTHU.

Teopema 3.14. Hexa je X,, ynumapnu Kejaujes tpag pega n. Taga L?(X,)
UM TWANHO YeTMUPU, COUCTLBEHE BPEGHOCTHIU AKO U CAMO GKO je n Upoctli Hpoj
eehu 0g 3 uau ctieten geojxke sehu og 4 uau jegrax 6.

Jloxas. TIpernioctasumo ga L%(X,) uMa TauHO 9eTUPHU pa3IMIUTE COII-
crBere BpeguocTu. To 3naqdn L(X,) nMa Tpu WM YeTUPH PA3IAIUTE COII-
CTBEHE BPETHOCTH.

Axo je L(X,) jako peryiaapas, Ha ocHOBY Joka3a Teopeme 3.10 3akiby-
gyjemo j1a ¢y concrsene speanoctu L2 (X,,) {4p — 10,3p — 10,2p — 8, —2}
ako je n npoct 6poj sehu ox 3 u {2471 — 6,3 -2°71 — 6,2 — 6, -2} axo je
n crenen jasojke Behn o 2. Ilpema Tome, L*(X,,) uma deTupu concrsene
BPEJIHOCTHU aKO je n WM IPOCT Opoj Behm o 3 mm creneH JiBOjke Behu o1
4.

Axo L(X,,) nma deTupu pasjauduTe CONCTBEHE BPEIHOCTH, PA3JIUKY]EMO
JIBA CJIyvaja 3aBUCHO OJ BPEIHOCTHU Opoja n. 3a n = 2p, rjie je p > 3 upocT
Opoj, pasmmauTe corcrBere Bpearoctu ox L(X,) cy {2p —4,p —4,p — 2,
— 2}, npema Teopemu 3.13. [TakJie, cBaka concrsena Bpegnoct \; on L (X,,)
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3aji0BosbaBa \; € {2(2p—4) —2,3p—10,3p — 8,2p — 8, —2}, oaKje 3aKby-
gyjemo na L?(X,,) uMa 4eTupu pasjamuuTe BPEJHOCTH CaMO aKo je p = 3 U
TO je 3a n = 6.

Ako je n = p%, 3a HeKM IpPOCT Opoj p > 3 U « > 2, Taja Cy COICTBE-
He BpeaHocTH Mmarpuie cycegctsa rpada L(X,) jemnake {2p*~(p — 1) —
2,p* ' (p—1) = 2,p" H(p—2) —2,-2}.

Ha ocHoBy cBera HaBejieHOT, CBaKa COIICTBeHa BpeanocT \; o L?(X,)
3aj0B0sbaBa \; € {4p*~1(p—1)—6,3p* 1 (p—1)—6,p* 1 (3p—4)—6,2p*(p—
1) — 6, —2}. Buso koje iBe BpeHOCTH U3 OBOT CKyTia cy mMehycobno pasziu-
qure, Oyayhn na je p > 3, omakie 3akmbydyjemo ga L%(X,,) Hema uyernpu
pa3IuIuTe BPETHOCTH.

]

Teopema 3.15. Hexa je X,, ynutapan Kejaugjes tpag pega n. Taga L?(X,,)
UMQ TAYHO YETMUPU COUCTHBEHE BPEGHOCTUU AKO U CaAMO aKO je n = 6.

Jlokas. TIpernocrasumo ma L3(X,) uMa 4eTupu pasjiudurte COICTBEHE
spesHocTH. Ako je L?(X,,) jako perynapan, kopucrelin Teopemy 3.10 umamo
na je Xy ~ Cyu L*(Xy) ~ Cy (32 k > 1) xoju je jako perynapan. Axo
L?(X,,) uMa "9eTupu pasauduTe CONCTBEHE BPEJIHOCTH OHJIA je UJIM 7. HPOCT
opoj Behu ox 3 wau je n cremnen ox 2 Behn ox 4 wim n = 6.

3a mpoct Opoj p > 3, nmpema gokasy Teopeme 3.14, cBaka comcTBeHa
spesHocT \; o L3(X,) 3amoBosmasa \; € {8p — 22, Tp — 22,6p — 20, 4p —
14, —2}. Buiio Koje JiBe BpeJHOCTHU M3 OBOT CKyTia ¢y MeljycobHo pasimaunre,
nomTo je p > 3, ojakie 3akspydyjemo qa L3(X,) HemMa deTwpu pasnuaure
BPEIHOCTH.

Ban =2%u a > 3, Ha ocHOBY jgoka3a Teopeme 3.14, cBaka colcTBeHa
BpejHocT \; o L3(X,) 3amoBosbasa \; € {2972 — 14,7271 — 14,3 . 2% —
14,2t — 10, —2}. Buso Koje JiBe BPEIHOCTH U3 OBOT CKyla ¢y MehycoGHO
pazmumTe, MOMTO (v > 3, ojlakye 3akibydyjemo na L3(X,,) nema derupu
pas3IndIuTe BPETHOCTH.

3a n = 6, Ha ocoBy moka3a Teopeme 3.14 u Teopeme 3.8 BuguMoO 12 00a
cnektpa rpacda L*(Xg) n L3(Xg) cy jemmakn {2, —1,1, —2}.

O]
JIako ce Moxke younTH Ja je mpecek Kiiaca Koje cy Haberne y Teopemama
3.13 u 3.14 jennak rpacdy Xg ~ Cs. Hanme, o Teopemu 3.13 nponabene cy

nse kiace: L(Xy,), 3a mpoct 0poj p > 3, ca CKyIIOM COICTBEHHX BPEJHOCTH
{2p—4,p—4,p—2,-2} u L(X,=), 3a mpoct Opoj p > 3 u o > 2, ca CKyIoM
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concreenux speauoctu {2p* H(p—1)—2,p* H(p—1)—2,p* 1 (p—2)—2, —2}.
Ca npyre crpane, Ha ocHOBY Teopeme 3.14 Takobhe cy nponabene jBe Kira-
ce: L*(X,), 3a mpocre Opojese p > 3, ca CKYIOM COICTBEHUX BDPEIHOCTH
{4p —10,3p — 10,2p — 8, —2} u L?*(Xsa), 32 & > 3, ca CKyIIOM COIICTBEHHX
BpegHocT {2011 — 6,3 - 2071 — 6,29 — 6, —2}. Axo mocroje rpacdosu G
n (G5 Koju mpumnajajy kjaacama jodujennm nomohy Teopema 3.13 u 3.14,
PEeCIeKTUBHO, Tako Ja je G ~ G, Taja OHU MOPAjy OUTU KOCIIEKTDPAJIHU.
Ha ocHoBy mapaocTu corictBeHux BpesHocTu rpadoa Gy u Gy Koje Mo-
ry UMaTh, 3aKJ/bydyjeMO Ja II0CTOje MpOoCcTu OpojeBu p > 3, ¢ > 3 u 1eo
Opoj a > 2 Takeu ga je Gi ~ L(X,e) u Gy ~ L*(X,). ¥ oBom ciyuajy,
peryJlapHOCT W jeJInHe HemapHe COolcTBeHe BpeaHoctu rpadosa Gi n Gy
Mopajy OUTH jejiHaKe, Tako Jia Baxke jeqHakoctu 2p® 1(p —1) —2 = 4q— 10
u p*(p—2) —2 = 3¢ — 10. OgysumameM Jpyre jeHAKOCTH OJ] NPBE,
jiodujamo 1a je p® = ¢, MITO HUKAJIA HUje 33JI0BOJHEHO, TAKO A J0OUjaMO
KOHTPA/IUKITA]Y.

Kao u y mperxogaum ciiydajeBuMa, MOXKEMO IMOKA3aTH Jla KJace Ipa-
dosa L?(X,) n L*(Xs.) (3a mpoct 6poj p > 3 m npupoman 6poj « > 3)
nooujene y Teopemu 3.14 mucy mumpkynantuu. IIpema Teopemu 3.11, Jra-
KO ce Moxe Bugern Ja kKiace L(X,) n L(Xs.) He MOry OUTH HE IUKJIyCH
HU HOTIyHU OumapTuTHy rpadoBu. 3ancra, coucrsene Bpeaunoctun L(X,) u
L(Xa) cy {2p—4,p—4, -2} u {2¥—2,2971 -2 —2} pecniekTusHO, U CBU Cy
nesin Opojesu pasmmautu ox 0. Ca gapyre cTpaHe, KOMILIETaH OMIAPTUTHU
rpad pena p(p — 1)/2 uma 0 xKao concrBeny BpeaHOCT, a HUKIYC Cpp_1)/2
MMa MPAIMOHAJIHY CONCTBeHY Bpeanoct 2 cos(4m/p(p — 1)), 3a p > 3.

3.1.5 KoucTpykiuja peryjiapHux rpadoBa ca 4YeTUupu pa3jImdnuTe
corncTBeHe BpeaHocTu Kopuiithewem KpoHekepcKor mpowu-
3BOJIA

IIparehn waejy m3 mpeTxoaHOr MOJI0Ae/bKa MOXKEMO KOHCTPYUCATH pe-
ryjapae rpacdoBe ca YeTUPU PA3JTUUUTE COIICTBEHE BPEIHOCTH KOopucTehn
Kponekepcku npoussos. Hamme, 3a jgare ciaoxkene dpojeBe n U m, U Ipo-
U3BOJBHU Jlesmiiall Takas Ja d | n, d | m u d > 1, MOXKeMO HCKOPUCTUTH
crrekrap rpada Ky ® K:;/d? Sp(Ky ® K%) = {(d — 1)%170(%(1)’ _g(d—l)} "
U3BPIIUTH onepalyjy KpoHnekepckor mpousBoia Ha ciiejiehn HaImH

Sp(Ka @ K3) @ (Kq @ Ki)) =
mmn (2(d-1)) mn ((d—1)%)
d2 T2



OBOM KOHCTPYKIIMjOM JIO0MjaMO IMUPY KJacy peryjaapHux rpadgosa ca
YETUPU Pa3JIMIUTE COICTBEHE BPEIHOCTH Ca CJIOXKEHUM pejoM nm u d >
2. OBu rpadoBu HHUCY HYKHO IUPKYJAHTHU M OBa UYUIHEHUIA CE MOXKE
HOTBPJIUTHU U3 OPOJHUX IIPUMEPA.

Ca mpyre crpane, ako n # d?, onma Kiaaca rpadosa K; @ K n Ca CIeK-
rpont {(d — 1)(2 — 1), —(d — 1), —(2 — 1)@, 1E@-DED canpoacu
nupKysnanre Koju Hucy yuurapuu Kejmmjesu rpadosu. Taunuje, 3a d | n
TaxBo ja je nzd(d,n/d) = 1, saxu ma cy Kyg ® K» nmpkyrantan. [lo-
mro Ky ~ Gy({d' | d |1 < d < d—1}), 1o je n0BO/BHO J0Ka3aTH
Gn(D1) ® Gp(Ds) ~ Xpm({dida| di € Dy, dy € Ds}) 3a nzd(n,m) = 1
1 3aK/pyduTu Ja je Kq ® K» mupkynanran. Hamve, 3a 0 < kE<nm-—1
roctoje jequHcTBeHN 0 < a <n—1u 0 < b < m — 1 takBu j1a * = am + bn
(mod mn), Te moxemo ycrnocrasuru oujeknmjy usmehy G, (Dp) @ G,,(Ds)
u G,n({didy | dy € Dy, dy € Dy}) tako na je f(a,b) = x. IlraBuire,
3a cycemne 1Bopose (ai,by) u (ag,by) u3 G, (D) ® G, (D2), nmamo 1a je
nzd(a; — as,n) = dy € Dy u nzd(by — by, m) = dy € D,. Jlokazahemo ma
cy f(ay,by) u f(ag,be) cycenun y Gupn({didy | di € Dy, dy € Ds}), Tj.
nokasyjemo na je nzd((a; — az)m + (by — ba)n,nm) = dyds. 3aucra, Heka
je d = nzd((a; — az)m + (by — by)n,nm) u Ge3 ryduTka OMIITOCTH MO-
)keMo mpernocraButu ga d | m, jep nzd(m,n) = 1. [Ipema Tome, Baxkn
na je dtnud| b — by Kako je nzd(by — by, m) = ds, Bumumo j1a je
d | dy. Ca npyre crpane, momro je nzd(by — by,m) = dy nobujamo na je
dy | (a3 — ag)m + (by — be)n u comano nommro je nzd(a; — az,n) = di K00u-
jamo nma je dy | (a; — ag)m + (by — by)n. Konauno, kako je nzd(dy, ds) = 1,
Baxku s1a je didy | d u crora didy = d. OBpHYTH CMeD ce MOXKe JOOUTH Ha
CIMYaH HAYUH, TAKO JIa Ce MOXKE 3aK/byIuTH Ja je [ m3omopdusam usmehy
rpadosa.

Konauno nmajemo KapakTepusalujy peryjapHux rpadoBa ca YeTUpH pas3-
JITYUTE ColCTBeHe Bpenoctu Mehy yuurapuum KenujeBum rpadosuma, Ko-
ju cy MHIMIEHTHN rpadOBU HEKUX CUMETPUIHUX OJIOK-Iu3ajHa [26].

Teopema 3.16. Vnuwmapru Keaujejes ipagp X,, je ipad unyugeryuje cume-
WPUIHOT ONOK-GUIAJHA KO U CAMO KO Je N = 2P, 3a HeKU TPocTl Opoj p > 2.
Osaj cumetipusnu baok-gusajn je ogpehen tapametapuma (p,p — 1,p — 2).

/loxas. Jokasz hemo m3Bectu kKopuctehu TBpheme J1a je OumapTuTan
rpad HMHIUJAEHTHU Tpad CHUMETPUYIHOr OJIOK-/IM3ajHA aKO U CAMO aKoO je
qucranTHO-peryaapan (enr. distance-regular) ca aujaMeTpoM jeJHAKUM TPH
[36]. Taxiie, Mu MOpaMO OKaApPaKTEPUCATH OUIIAPTUTHE JUCTAHTHO-PEryIapHe
yuurapue Kejnujese rpadose jgujamerpa Tpu.
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X, je dbunapruran ako u camo ako je n napas [44]. Illtasume, X, nma
JjaMerap TPH aKo U caMo ako n = 2%m, 3a a > 1 u Henapuo m > 3 [44].
Irasurre, X, je auctaHTHO-peryjgapHu rpad ako U caMO ako je n CTeleH
npocror dpoja wim n = 2p, rae je p Hemapan mpoct opoj [62]. IIpecek
IOMEHYTHX KJjaca yautapuux Kejnujesux rpadosa cy rpacdosu X, TakBu
J1a je n = 2p, 3a mpocT Opoj p > 2.

Axo cumerpuunu OJ0K-au3ajH uMma napamerpe (v, k, \) oHIa je pery-
JapHOCT mMHIUAeHTHOr rpada X, jennaka r = p — 1. Bpoj esemenara y
oumapTuTHUM KJjacama je v = b = p. [lapamerap A ce Moxke m3padyHATH
u3 jequaqunne r(k — 1) = A(v — 1) maroj y Teopemn 1.4 (3majyhu na je
r =k = p— 1 3bor cumerpuje) U MOXKe ce 100UTH J1a je A = p — 2.

]

Ha xpajy onesbka gajemMo pe3yarar KOjuM MOXKEMO ITPOITUPHU KJacy ITAp-
KyJaHTHUX IpadoBa 9uja MATPUIA CyCeJICTBA UMa T€IHO YETUPH PA3IUIH-
T€ COIICTBEHE BPEIHOCTH, KOpHUIINemeM oneparyje 3ajIeJ0Bor IpedaluBa-
wa. Hanme, MoxkmMeo craproBaTu o jako perynapsor rpada Gy, (D), rme
je D = {d € Dy, | k 1 d} n nokasaru na marpuna cyceicrsa rpada
SS(Ggn (D)) nma TavHO UETHPHU PA3IMINTE COICTBEHE BpeaHocTH. Takobhe
ce MOXKe Nokasaru Jia je opakas rpad uzomopdan rpady Gi,(D), rue je
D={de€ Dy, |2]|d, ktd}U{d e Dy, |21d, k| d}, na oBum jorazyjemo
1 J1a je TUPKYyJIaHTaH.

3.2 MuwuHumasiHa HajMamkba COIICTBEHA BPEAHOCT

Y oBoM 0jiesbKy hieMO m3padyHaTH MUHUMAJIHY HAjMay BPEJIHOCT (EHT.
minimal least eigenvalue) y xiacu rpadosa G, (D) yramnpen gator dpukcu-
panor pejia n. [lokazahemo J1a ocToju jeuHcTBeHU rpad JATOT pejia KO-
ju moceryjy MUHUMAJIHY HajMarby COIICTBEHY BpeaHocT. Pesyiarartu y oBoM
O7IeJbKY Cy OPUTHHAJIHU U DA3UPaHU Ha CAMOCTAJTHOM pajy ayTopa rese [9)].

MunumasiHa HajMara COICTBEHA BPEIHOCT IPEJICTaBaA/ba MUHUMAJIHY
07l CBUX HajMAaIbUX COICTBEHUX BPETHOCTH crekartapa rpadosa G,(D) ca
YHaIpeI JaTUM PeaoM 7.

Ba mpousBosbHU jenmiall dy Ol n TakaB jna py { dy, O3HAUUMO Dgo =
{(p'do | 0 < B < o}

Jlema 3.4. 3a tpoussonnu Gogexyt D C D 4 0 < j < n—1 sasrcu ga je

> cli ) > )

deD pi—1
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Jlokxas. Heka je 1 < j < |n/2| npousBo/baH MHJIEKC TakaB Jia je j =
P11, 32 pui i

Be3 rybipema ommmroctu, MmoxkeMo mpernoctaButi ja je 0 < v < .
Baucra, ako je y; > «aq, onga n—j = pit(ny —pl'” ' j1), Tae cMo o3HAUMIHN
n = pying. Jdakie, y ToM ciydajy MOKeMO Ja U3BEIEeMO JI0Ka3 Kopuctehn
MHJIEKC 1 — j yMecTo j, momrro je c(j, %) = c(n — j, %) u pi*||n — j.

Cama, 3a mpousBosban d € D TakaB ma je d = pfldo n0<p <m
“MaMo J1a je

tn . = pi'm
%73 - ﬁld d a1 —LF1 d Y1 -
py donzd(py' " ny /do, pi* j1)
(3.4) = poAimmin(a—fim) ny

dOHZd(nl/dmjl)‘

ni

Pasu jennocrasaujer 3anuca o3nauanhemo N = N (nq,dy, j1) = T (T
g’
[Tpumernmo takobhe ma p; { N.

Cajia pas/imKyjeMo TpH ClIydaja y 3aBUCHOCTH OJ BPEIHOCTH [3.

Cayuaj 1. f; < a3 — v — 2. U3 oBor ycjoBa JUPEKTHO CJIEIN J1a CY
Mm<a—pf—2ua —p1 —y > 2, omakye npema (3.4), caenu na je
pi | tn ;, momTo p‘f‘lfﬁlﬂlﬂt%’j u crora je ¢(j,n/d) = 0.

Cayuaj 2. f; = a3 — 1 — 1. Kako je v1 = oy — 1 — 1, u3 (3.4) Baxnu
Aa je tz ; = p1 N u 3aro

e(pi "'y /dy) pie(3)
(p1 — De(N) p(N)

Cayuaj 3. a; — 71 < (1 < «y. lIperxosna mpermocTaBKa je eKBUBa-
JeHTHa ca o — 81 < 7 < oy, OJIaKjie 3aK/bydyjeMo Ja je tnj=Nmn

c(g,n/d) = p(pLN) = —pu(N)

?1—61n1/d0)

Gon/d) = u()EL

w(N)
(N)io_%) o =B
(3.5) - ey
' 7 (- 1)e(5h)
1(N) (V) , ar—n <P <

3a maTu WHIEKC j, BUIUMO J1a 3a cBe jesmore d € D Koju 3a/10B0/baBajy
ycIoB m3 ciaydaja 3, Bpeanoctu c(j, ) mMmajy ucru snak xao u u(N). Ca
Jpyre cTpame, ako je [N MPOM3BOJ, PasiImIuTHX HPOCTHX (axTopa, c(j, %) u
w(N) umajy cympoTHe IpeJ3HaKe 3a Jeauore d KOju 3aJ0B0/baBajy YCJIOB
n3 ciryvaja 2.
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Axo je p(N) = —1, u3 ropme AUCKyCHje 3aKbyIyjeMO J1a ce MUHUMAJTHA,
BDEIHOCT Y, 1, ¢(],5) MOxKe J00uTH 32 cBe jgenuone d KOjU 3a/10BObaBajy
yCJIOB U3 ciiydaja 3:

a1

Dclig) = X el =

deD Bi=a1—m
= M(N)QO(Z_;) Q+@-DA+p+...+p" )
p(N)
(3.6) _ _so(lé—g)p? . _90(3_9]9?1 _ G - e(2) |
e(N)™" — @(N) e(N)(pr—1) = p—1
Uz p(N) = —1 u p; N 3akimyuyjemo ga N > po, ma je crora p; <

©(p2) < ¢(N) 1 1a jeTHAKOCT BayK¥ aKO 1 caMo ako je py = 2u N = py = 3.
[Iraswume, jeqrakoct y (3.6) Bazku 3a ;1 = aq, 1j. 3a cBe 0 < 81 < ay, mToO
je exBuBasenTHO ca D% = D.

Axo p(N) =1, onga u3 ciaydaja 2 3aK/byIyjeMo

(e —61—1 n1 n
n pr do do
5oz B 5 iy D)

b Z =P Pl - .
= d o(N) do p1—1

[Ipumernmo ma jemnakocT BaxkKu ako u camo ako J; = 0 mw N = 1 1j. 3a
M=o = —1=a —1

Cayuaj u(N) = 0 He yTude Ha HejeHAKOCT KOjy JTOKa3yjeMo.
[

Ca D,, osnaammo cee gemmorne d € D,, Takse 1a p; { d, tj. D, = {d €
D, | p11d}.
Teopema 3.17. Hexa je G, (D) upouscomtu uHWEIPAAIHY UUPKYAGHTLHU
wag. Taga sasrcu Hejegraroci
n

A > ——
! y4!

saceaxu 1 < j3<nubDCD,. Jegnaxocti astcu axo u camo axo D = Epl
upﬂl|j, 361 <j<n-—1.

Zloxas. IIpumernmo J1a ce cKyn jesuiiaia [ MoxKe IIPeJICTABUTH Y CJle-
nehoj noroanujoj dpopmu

D= |J (DrnD).

do Eﬁpl nD
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[Ipumernmo 1a cy ckynosu D% N D, 3a dy € D,, N D, 1o naposuma juc-
jyakTHH. AKO 03HAUUMO Ny = n/p{', KAO MITO CMO YPaJUIN y TPETXOTHOM
Jnokaszy, npema Jlemu 3.4, Mmoxe ce jioouTH ciejieha HejeHAKOCT

NmD) = Y 3 )z Y Pl

do€Dp, ND deDRoND do€Dp,

P (o — D (5) - n
(3.7) = - > 1 =— ~
doGEpl ! !

Jemnakocr y (3.7) ce moxe mocruhim ako m camo ako D, C D u

n

, o3 —= .
ny — 0
ZdeDiﬂmD c(j, 5) 2, 3a cBaku do € Dy, . Ilrapuine, jexnaxoct
. o(ZL) )
ny — _Pq
> deD®nD c(j,5) = S Ce IOTEeHIUJAIHO MOXKe noctuhn Kopurrhemem

ciydaja 2 u ciaydaja 3 mokasa Jleme 3.4.

U3 cayuaja 3 nokaza Jleme 3.4 BuaumMo Ja jeTHAKOCT » | depdonp c(j, 5) =
e(5) n _3
p1—1 1 ¢ _ 77 donzd(n1/do.j)

u D C D, 3a csaku dy € D,,. To snauu na je D, U D% C D, za
cBaku dy € Epl. Oso nasme nmiutumpa Ja | do€D,, D% = D, C D, mro je
KOHTPAINKIIN]A.

BaXKM, 3a cBaku dy € D), ako 1 caMo axo je p; = 2

Caga, pesonyjyhu kao y ciy4ajy 2 nokasza Jleme 3.4, Mmoxkemo BujeTn

. o e
Jla jeTHAKOCT ZdeD?PmD c(Jyg) = =54

camo axo cy yeiosu DN D =dy (8, =0),y1=a; —1nu

BaxKH, 38 cBakd dy € D, ako u

1 — 1
donzd(n1/do,j1) _
3aJI0BOJbEHH, TJIE je N = pT"l uj; = ﬁ. Hoduja ce ma jennaxoct D = D,

1 1
ciemu uz D N D = dy, 3a ceaku dy € Dy, u D, C D. llrasume, u3

1 mvamo 4L | ji 3a cse dy € D,,. Konauno, nomro je

nq —
donzd(ni1/do,j1)
do|dy € D, } = j ' GG (= 1
nzs{n,/dy | do € D, } = n1 Buaumo na je ny | j; uxako pi* " |j (11 = a1—1)
. . 1 .
MOXKe Ce 3aKJbYUIUTH JIa jeJIHAKOCT BayKM 3 CBaKU j Takas na pi'~ nq | j, a
tame u - | .
p1

]

[Tperxomuum TBphemeM opeuin cMo jeguncrsenu rpad, koju je G, ({d €
D, | p1 1 d}), ca MUHUMAJIHOM HajMaHmOM COICTBEHOM BpeaHOIIhy mely

CBUM TIOBE3aHUM MHTETPAJTHUM IUPKYJIAHTHUM rpadoBuMa pega n. Ta Bpes-

HOCT je jeJIHaKa, —pﬂl U MOXKe ce JIOOUTHU 3a OWUJIO KOJU MHJIEKC j JIe/bUB Ca

n
p1°
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3.3 MwuHUMaJHU CIEKTPAJIHA MOKPUBAY

VY oBOM oj1e/bKy hemo m3padyHaTn MUHMMAJHU CIEKTPAJIHU MOKPUBAT
(enr. spectral spread) y kiacu rpadosa G, (D) yramnpes garor ¢puKCHOD
pena n. Takohe hemo ompemutu cBe rpadoBe ca MUHUMAJHUM CIIEKTPaJ-
HUM IIOKpHBadeM JaTOr' peja. PeSyﬂTaTI/I y OBOM O,Z[eJI)Ky Cy OpUT'MHaJITHU 1
DasupaHu Ha CAMOCTATHOM pajly ayTopa tese [9)].

VY 0BOM 0Ie/bKY KOPHCTHMO HCTY HOTAIM]y Kao U y IIPETXOTHOM, 7. =
piin, j=pi'ji, d= p?ldo u N = m-

Kpos omemak hemo ca f(n) o3HaunTn HajMamu OPOCT JEJIUJIAL KOJU
JIeJIA 1.

Y ocrarky mucepranmje, ca S(G,(D)) = max{\g—\; | 1 <j<n—-1}
O3HaYaBaMO CrieKTpaJyHu nokpusad rpada G, (D).

Jlema 3.5. 3a apusseomnu ungexc j u geaunay, d og n easce caegeha
wepherva:

i) o(5) —c(j,5) =(5), 8a by <ar — vy —2.

i) (%) —c(j, 5) < (1—|—p1 2)e(5), sa fi = oy —y1 — 1. Jegnaxoct sasicu
axo u camo axo je N = 1.

iii) p(5)—c(d, ) < (1+p2_1)90(§); saa1— < B <oy, 1ge jep; = f(N).
Jegnanocw 8adicu aKo u camo axo je N = p;.

Hoxas. Ilpema cayuajy 1 Jleme 3.4 jacmo je ma c(j,5) = 0 u oryza
o) — i, 3) = (3)-

Ha ocrosy ciyuaja 2 Jleme 3.4 zak/bydyjemo na je c(j, 5) = u(plN)%,

omaxne cremn ¢(%) —c(4,5) < o(5) + ;fl(fi =1+ pll_l)cp(g). Ounrsesno
je Jla ce y OBOM CJIydajy MaKCHMaJTHa BPeJTHOCT mocTmke 3a [N = 1.

Konauno, ia ocnosy ciay4aja 3 Jleme 3.4 suammo 1a je c(j, 5) = u(N ) zél%f;
mro mMImEpa ga je o(5) —c(f,5) < ¢(5) — (_soz‘(g\;))) I+, = )o(2).
HaxkJte, mpema jgedunuiiujun BpegHocT N, jeITHAKOCT BaXKU 3a N = p;.

]

Harnacumo ma Bazkn o(5) —c(j,5) =03a N =1nma; —7 < B1 < .

Hexka je G, (D) nosesan rpad ca MUHUMAJHUM CIIEKTPAJHUM [TOKDU-
BadeM y KJIACH CBMX MHTEIPDAJIHUX NUPKYJIAHTHHX I'padoBa JaTor peua 1.
Osnaunhemo 1y BpeaHocT ca minspread(n), Tj. minspread(n) =

min{s(G,(D)) | D C D,}.
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Hexka je D’ npousBosban nojackyn ox D u D = {d;,dy,...,d;}, Takas
na je nzd({d | d € D'}) = 1. I'pad G, (D’) je mosesan u jacuo moarpad
G, (D). Crora, kako je

n

Xo(n, D) = Ny(n, D) = Ao(n, D) = A\y(n, D) + 3 go(g) — (G )

deD\D’

(%) —c(4,5) >0,3a ceakn 1 < j <n —1, To Baxkn na je s(G,(D)) >
s(G,(D")). Iomro je s(G, (D)) = minspread(n), ouna je s(G,(D")) Takobhe
jennako minspread(n) u D' C D. daxse, nokazaau cmo ja mocroju G, (D)
takaB 1a je nzd({d | d € D}) = 1, s(G,(D)) = minspread(n) u 3a cBakn
nozckyn gemmrtana D' C D Baxu ga je nzd({d | d € D'}) > 1 (rpacdosu
G, (D’) mucy nosesann). [lasbe, u3 mocie/iibe MpeTnocTaBKe CIeIn JIa je
nzd(dy,...,dj—1,d41,...,d;) > 1 3a cBaku 1 < [ < t u U3 MOBE3AHOCTH
G, (D) mmamo nzd(dy,ds,...,d;) = 1. 3aro, 3a cBako | 1mocToju mpocT Je-
JIMJIAL P;, OJL 1 Takas na je p;, {dy up;, |dj3acse 1l <j#1<t.
Crora moxkeMo jedrHICATH ONjeKTUBHO MTPEC/INKABAHE

g: {dla"'7dt} — {piu"'vpit}v

jep m3 d;, # di, cnemm p; # p;,. Konaino, sakpydyjeMo Ja 3a CBaku
nenunai d;, 1 <[ <t, Baxn

(3.8) i, 1 di
39) pin"'7pil,1apil+1a"'7pit ‘ dl-

Ha oBaj mHaumu cMmo mokasajin jga MOXKEMO Cy3UTH IpeTpary MUHHUMAJ-
HOTI' CITEKTPAJTHOT TIOKpuBada Ha one rpadose G, (D) 3amaror pega n, Koju
3a,10B0/baBajy cBojcTBa (3.27) u (3.28). 3aro ce y Teopemama 3.18 u 3.19
DaBUMO caMO TTOMEHYTOM MojKIacoM rpadosa. [IlTasure, momro je g ou-
jekimja, MOXKe Cce 3aKJ/byUHTH JIa aKO WHTErPAJHU IUPKYJIAHTHU rpadoBu
33/10BOJbABajy OBa CBOjCTBa, OHJA WM OJI'OBapajy CKYIOBH JeJIWJalla ca
HajBHIE k JIeuiana.

3.3.1 TI'pacdoBu MUHHUMAJIHOI CIEKTPAJHOI IIOKpHUBadya ca He BU-
e ox k agemjiaina

Hajupe hemo nokazaru cienehu momohuu pesysirar, mpe HEro mro u3pa-
YyHAMO MUHUMAJIHUA CIEKTPAJIHHA HOKPUBAY MUPKYIAHTHUX I'padoBa J1aTor
pena. Hakon Tora kapakTepuiiemo cse rpadoBe JaTor pejia n 9uju je CKyIl
Jlesinjiana Marmyd WK jeJIHaK o) kK U MUHUMAJIHU CIEKTPAJHUA MTOKPUBAY
minspread(n), a Koju 3a/0BosbaBajy yciaose (3.27) u (3.28).
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Jlema 3.6. 3a gatwio k > 1, nexa cy pi, .. ., Pr GPOU3BONLHYU TPOCTUYU OPOJESU
U Qy,...,q, Gpupognu opojesu. Taga easice caegeha wepherva:

i) (L4 L)@@ - i) = Y, p, sa k=1
) p1 ) (ptlxl pzk) < Ez 1pz ; 3G k=2u (alaa2ap17p2) =

1+ ,5
( ? 7 73)
(1+

i11) o )e(pft - pit) > S Y, sa k > 2, ocum y cayuagy waga je

(a1, g, p1,p2) = (1 1 2,3).

Jloxas. 3a k =1 u k = 2 tako ma je (g, an,p1,p2) = (1,1,2,3) nu-
PEKTHO TTPOBEpPABAMO Ja jeTHAKOCT W HEjeTHAKOCT BarKe, peCHeKTI/IBHO y
ciydajeBuMa i) u ii). JTokazahiemo 1a je (1+p1 D(pS - pik) > S P,
3a k > 2, ocum y caydajy 3a k = 2 u (aq, g, p1,p2) = (1,1,2, 3). Hokas
hemo crpoBecTr MHAYKIINjOM TI0 OPOjy TIPOCTHX (hakTopa.

IIpernoctaBumo na je k = 2. /Tokazyjemo na je

1 (07 a9 — [0 (0%
(3.10) (1+ o )Pt (pr — 1)ps?H(pe — 1) > pit + ps?

1
ocuM y cnyqajy kaga je k = 2 u (g, ag,p1,p2) = (1,1,2,3). Umamo na

: 1 1
je (1+ —5)pP" (1 — 1)ps? H(p2 — 1) > pi' + p3? ako u camo axo pi’
pP1—
pa . pa2 p a9 — 1_"_1
W. JIako ce Moxke BHUJETU [Ta ]€ W =1+ % <2
Do ™ —Po Do ™ —DPo -1 —DPo

aKo u caMo ako je (py — 2)p52~" > 2. Ilocaeama HejeHAKOCT je MCTHHUTA

aKO U caMo ako (ag,p2) # (1,3) Z[aKJIe ako je (ag,p2) # (1,3) moxe ce

Py’
py?—py? -1
HejesHaKoCT (14 - Lpt  (pr — 1)ps® (p2 — 1) > pi* +p3? exsuBasentHa
ca p{' > 3 mTo je yBeK TavyHO ocuM y cay4ajy kajga (ap,p;) = (1,2). Ha

0Baj HAYMUH CMO JIOKA3aJIH 0a3y I/IH,HyKLH/Ije

3aKJBYyUUTH Ja je p;t > 2 > Ako ps = 3w as = 1 onga je

1

t i
Cana hemo mokasarn (1 + — )e(ptt - plt) > Y P, sat > 3,
npeTocraBsbajyhu j1a TBpheme jieme Baxku 3a cBaku t — 1 > 2. Hanummmo
rOpIbY HEjeTHAKOCT Y OOJIMKY

(1+ Jo(pS - P ) (e — Lpf ! >Zp

p1—1

u cTaBuMo fa je b = (1 + —— et pr ) ma = S pti. Makie, to-

TpeGHO je mokazaTu b(p; — 1)pf‘t L'> a+4p2. Jlepemen 0be cTpane MoCIe e

nejenaxocTu ca (p, — 1)p* ™! 3ak/pydyjeMo na Tpeba JI0Ka3ATH pesIaImjy

a
3.11 b> ——+ 1+ .
( ) (pt—l) ot pr— 1
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Ca npyre cTpane, TpeMa WHIYKIMjCKO] XUIIOTE3U NMaMo J1a je b > a — 1.
[Tommrro je t —1 > 2, onma caean a > 4. Oo nmmunupa 4a — 12 > a u crora
a—1> ¢+ 2. lllrapumre, Kako je p, > 5 To BaxKu Ja je (p; — Dpit~t >4

U CTOra W < %. Konauno, Ha ocHOBY ciiefeher HU3a HejeTHAKOCTH
t—1)P¢
JI00mjaMo
a
b>a—1>—+22—a_+2>—a_+1—|— )
4 (pe — 1)p! (pe — D)py pe— 1

quMe je JI0Ka3 3aBPIIeH.
[

JIema 3.7. 3a gatwu upupogru opoj n, y kaacu ceur G,(D) gawor pe-
ga n U cKYyuosa geausaua Koju cagpotce WavHo k geauaraua, MUHUMAAHU
CUERTUPANHU TOKPUBAY JEGHAK je Zle p;t, wy.

min{s(Gn(D)) | [D| =k D C Dy} =Y pf*.

=1

Jloxas. Heka je G, (D) uHTerpaHu MUPKyYJIaHTHA rpad, TAKaB Ja CKyII
nemunana D caap:ku TadHO K Aesmiiana.

Axo osznaunmo D = {dy,...,d;}, onga 6e3 rydurka OmITOCTH MOXKEMO
peTnocTaBuT ga p; { d; u p; | d;, 3a 1 < i,j < k Tako na je i # j (upema
(3.27) m (3.28)). Illraume, Takohe npermocrasmamo 0 = f; < 1 < 2 <

.. < BY, tie B ozmavasa Sy, (d;), 1 <i < k. Heka je N; = m, 3a

d;, = pfidg nu 1l <i < k. Cama, moxkemo m3adeparu najgerc 1 < j < n —1
TakaB fajey1 = a1 —PBi—1=a;—1. Kakoje a; — i —1 < v1,3a2 <i < k,
n3 Jleme 3.5, cryuajesu 2 u 3, ciequ ja je

1 n 1 n
3.12 Ao — A < (1 — 1+ ——)o(—).
B12) M- X < (el + (U e
=2
[IraBwurre, ako yamemo j; = pg‘Q_l e pgk_l, u3 popmyne N; = m
0 0

Moke ce 3akmyanTh jaa S, (N;) = Sy, (ny/di) — min{S,,(n,/d}),c; — 1} =
a; — min{a;,; — 1} = 1 (2 < i < k), momrro p; 1 df (jep p;i 1 d;). Illra-
e, Sp, (N1) = 0 (p1 1 ny u crora py { Ni) u S (N;) = Sy, (ny/dpy) —
min{sz(nl/dé)val B 1}‘: sz(nl/da) - Spl(nl/d%)) =0,3a 1< 7é [ < F,
(p1 | diy u crora Sy, (ny/djy) < oy —1). OBo KOHAUHO MMILTHIPA Ja je N = 1

118



n N; =p; 3a 2 < i < k. Jakie, u3 Jleme 3.5 MokeMO 3aKJby9YUTH J1a je

jemmakoct y (3.12) mocrurmyTa 3a j = pi* .. pt T .
(313) Ao\ = (14— Yo,
' 0 I P1— 1 dl i—2 P 1 Cl
a;—1

Kaxo p; { d; Baxu 12 je ¢(n/d;) > o(p;*) = (pi — 1)p{"" " u crora Ao — A; >
Zle p;"*. Konauno, Ha OCHOBy ,[[erI/IHI/H_LI/Ije CIIEKTPAJIHOT IOKPUBatia NMaMO

s(Gp(D)) > )\0 — X\ > 38 p% u oryma min{s(G,(D)) | |D| =k, D C
D }> Zz lpz

Caza 1oka3dyjemo Ja ako je n/d; = pi*, onjga S(Gn(#, moRRRRE paik)) =
1 2 k
S P Baj=p Tt p ! npema (3.13), mvamo a je
n o on
S(G(a7 Q) )) )\0_>\_ p
o g Z

Jlakie, JOBOJbHO je JoKazaTH Ja je A\g — Aj < ZZ 1 p;*, 3a cBakn 0 < j <
n— 1 IHomro je 0 = B} < oy = f} = ... = = BY, tne je Bi = S,,(d;),
1 <<k, umamo vy; > a3 — 3] —1 = —1, 3a2§z§kHCTora;L06HJaMo
na je
i 1
o 1 Qi
Jo(pi) + ) 1+ N1 Do),

=2

Xo— A <(1+

p1—1

g
ni _ pi :
- — = " T BEK
dinzd(ni /d}),j1) nzd(p 1) 3aToO J€ yB€

fNi) = pi (0(p7") — (4, pi“) mame nmm jeguaxo (14 27)p(pi)). Ko-
HAIHO, Ao — Aj < ZZ Py, 3a cBaku 0 < j < n — 1, mro uMImMnupa aa

je $(Gu( i, ey o)) < S0 B, a mavie w (G (B, o o)) =

k ) .
> i pit. Ha OBaJ HaYUH J0Ka3yjeMo Jla je MUHUMAJIHU CIIEKTPAJIHI ITOKPH-

a1l < j<n—1,tme je N;, =

Bad jemmak Y p y xmacu G, (D) maror peaa n, raxas a je |D| = k.
]

Teopema 3.18. 3a upupogru dpoj n > 1, easicu jegnarocii

koo

(3.14)  minspread(n) = { =P~ Lo 2ln, 3ln
Sy

i=1Di "y Y CYUpoOwWHoOMm
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Joxasz. Y oBom j0ka3y hemo BHIETH y KOJUM CJIydajeBUMa Cy CIIEK-
Tpanau nokpusaun rpadosa G, (D) mamu o Zle pit, 3a |D| < k. Ucmo-
crasuhe ce na nocroju jeauncrsenu rpad G, (D) rakas ga je s(G,(D)) <
Zlep?i. [Moacerumo ce ma 3a G, (D), Tako na je |D| = k, umamo ja Baxku
s(Gn(D)) > Zle p;*, IpeMa [PEeTXOIHO] JIEMH.

Hexka je G,,(D) Takas rpad na ckyn gemmnara D caapxu t < k memnu-
nara, tj. D = {dy,...,d;}. llpema (3.27) u (3.28), 3a cBaku mesmiarn d,
1 <1 < t, mocroju mpocT Opoj pPyuy TakaB Ja pyq) { di 1 pyy | dj, 3a cBe
1 < j <t rakBe jna je j # I.

ITaBwuiie, momTo MoOXKe IIOCTOjATU BUIIE O jeJIHOT IIPOCTOr Opoja Koju
Jlen cBe Jeqmone u3 D ocuM TadHO jemHOr dj, 3a JaTh [, ca p;, 03HAIaBaMO
MUHHMAJIHE TaKaB IIpocT O0poj, Tj. p;, = min{p; | p; 1 di, p; | dj;1 < i <
k, 1 <j#1<t}. Camuno mokasy mpeTxojHe JieMe, MOXKe Ce JIOKA3aTH Jia
. o n o . O Qi1 Qg Qi
Jetdﬂl»j_m_pil71§l§t3a]_pi1 Py Py Py THE

n

{Pisrr- iy = {01, e} \{Dir» - - -, ps, }. 300r TOTA, MOOHjaMO (7, dl) =

(2)

IIITO JlaJbe UMILJIAIIAPA /13 je

pi;—1?
! 1 n
(3.15) Ao—A =) (1+ Yo(=).
! lzzl: piy, —1 d,
Hexka je {qi,...,qs} noackyn of {pi,.,,-..,Pi,} TAKaB Ja 3a CBaKHU (;
Hocroje HajMarbe jBa jenauona u3 {di,...,d;} Koja HHUCY Je/buBa ca ¢;.

Paznukyjemo JiBa cirydaja y 3aBUCHOCTU OJ BPEJTHOCTH S.
Cayuaj 1. IlpernocraBumo ja je s > 1.
Axo ¢;1d, n ¢; td, 3a u # v oA

1 n 1 n

1 — 1 n
1 n; 1 n; @
1 )+ (1 Ty o

(Lt el ) + (Lt el + 20(07),

rie je S, (n) = aj, u n; = n/q"*. Taxobe, xako je 2p(q;"*) = 2(q; —

7

g " =q" + (¢ — 2)qia“_1 J1001jaMo

]_ nl ® Qg > Ocj.—l
DR+ 2 a3 =g
=1

Py — i=1

t
(3.16) A=A > (1+
=1

Hexka je P = {p1,...,pc} \ {q1,---,qs}. [lo nedurunuju P, sBugumo 1a
3a ceaku 1 < [ < k — s TakaB na p, € P mocroju mexn d;, 1 < i < ¢,
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' di, Tj. pr | M D d
TaKo J1a je pr, { diy Tj. pr, ' | 7 M py, Jlen cBaku Jesmian of D ocum d;.

[rasume, npema Jlemn 3.6, ako je 3t # 6, Baxu na (1 + pill—1)90(g_ll) >

Zprﬁdz Pl T aKO je Z—ll = 6, Baxu ga (1 + Iﬁ)gp(z—f) +1> Zprﬁdl o
ITpema Tome, ako 2 &€ {qi,...,qs} oHma 2 mMoxe npunajgaru P, Te 3aT0

s aj,—1 n ar
umamo y o (¢i—2)¢;” > 1m Z’;Zl(l + pill—l)so(d_ll) > Zprﬂdl pt — 1.
Y cynporaoMm ciaydajy, ako je 2 € {q,...,qs} oana 2 ¢ P u taga nmamo
Y+ 5503 > X, o

Kopucrehnu (3.16), y oda ciayuaja jgabe ce goduja

k—s s k

ay o )

X=X > i+ g = p
=1 =1 =1

Ha oBaj nauun cMo gokasaiu Ja 3a s > 1 umamo ga je s(Gp, (D)) > Ag—A; >
Zlep?i, 3a cBaku G, (D) Takas na je |D| < k.

Cayuaj 2. lIpernocrasumo na je s = 0.

IIpso mpernocrasumo ma ¢ ¢ D. Kopucrehn Jlemy 3.6, modujamo (1 +
pill_l)go(%) > Zpﬁdl p;*, UpU YeMy jelHAKOCT BayKM aKO U CaMo ako d; €
—, —a t (Jlema 3.6, ciaywaj 1). HIrapume, momro ¢ < k, mocroju 1 <

P

g,
g g
[ <'t, Tako nma Oap nBa mpocra (akToOpa, Ha IpHUMeED, p;, U p; He aese d;.
Kopumthewewm (3.10), To 3naun na je (1 + p'171>80(d£l) > > i 3aTo,
’Ll 3
nomro d; # ¢, 3a 1 <1 <t, npema (3.15), ciemm Ao — A; > Zlepg”.
Cama, ako je dﬂl = 6, 3a merko 1 < | < t, onma mmamo fJa je (1 +
L Jo(g) = 2pya, Pyt — 1 camo y cayuajy xana je p;, = p1 = 2, pp =3

pi;—1

= 1 (JIema 3.6, neo 2). U3 uperxojine AuUCKycHje 3aK/bydyje-
MO Ao — Aj > Zlep?i — 1, mpu 9yemy jeTHAKOCT BarXKU aKO W CaMO aKoO

di = § nd = -7 3a cBaku 2 < [ < . Kako je d; memapan u s = 0,
P
14+1 . n
MOYKEMO TPUMETUTH Ja Cy ds, .. .,d; TapHu, ma je 3ato d; # et TOMTO
P

I+1
je 2o++1 memapatn, 1 < [ < t. OBo 3Ha4YM Ja MU MOXKEMO YCIIOCTABUTHU
Pry1

oujeknujy u3 ckyna {ps,...,px} y ckyn {ds,...,d;} Te 3aro mmamo ja
je t = k — 1. Konauno je jacmo ma mopa dourtn S(Gn(%,z%,...,paik)) >
3 k

Ao —Aj = Zle pit—1,3an=2-3-p5* - p*. Ca apyre crpame, 3a CBaku
1 < j <t nokazahemo nma Baxum Ao — \; < Zle pi* —1. Kako je oy = 1 mn
0=p8l<1=p=...=p"" teje Bi =8, (d;), 1 <i<k—1, umamo

> —pBl—-1=0>a;— B —1=-1,3acsaxo 2 < i <k — 1, Te cTora
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J100mjaMo

Mo—N < (1 i

0= A < ( +p1_1 +Z Ty e

rae je Ni = dinzd(Z;/del) = gy W Bon a je f(Ni) = pi. Koma-

9HO je A\g — Aj < Zz—ﬂ% —1,3a cBako 0 < j < n — 1, omakje cjeau

s(Gn(%, pg?’""’pgk)) < Zizlpf” — 1, ma je crora s(Gn(%, Zglg, e #)) =
k (677

D Pt — 1L

Hlrapmme, sumio 1a je () — c(pl*) = (1 + 7i)e (), 3 <
i <k, ako u caMo ako je N; = p; 1 TO je TadHO aKo U caMo ako je pi |7,
kopucrehu Jlemy 3.5 meo 3. Ca apyre crpane, Baxku Ja je p(6) — ¢(7,6) =
(1~|—p1 -)p(6) ako u camo ako je vy = a; — 1 —1=0u Ny = m =1 1j.
3| j (upema Jlemu 3.5, neo 2). Konatano, 3ak/bydyjemMo na A\g — \; JTOCTHKE
BpeEocT SF_ p% — 1 3a

(3.17) j=3-p5 o ph,
[

Y IpeTxo/IHOj TEOPEMH CMO OJIPEIMIM MUHUMAJIHY BPEIHOCT CIIEKTPAJI-
HOT ITOKpuBada Mehy cBUM MHTerpaJIHUM IUPKYJIaHTHUM IpadOBUMA JTATOT
pena n. Irasume, y ciemehoj TeopeMu HaJIa3uMMO CBe CKYIIOBE JIEJINJIA-
na D xoju 3amoBosbaBajy (3.27) u (3.28) u 3a Koje CHEeKTpaaHU MOKPUBAY
Mmoxke goctuhin Bpeauoct minspread(n). IIpso ma momenemo ja mpema J1o-
kazy Teopeme 3.18, moxkemo HpI/IMeTI/ITI/I Jla TIOCTOjU jeJIMHCTBEHU Trpad
Gn(%, %, ey ak) pera n = 2-3-p3®---pp* GUjU CIEKTPAJHN HOKPHBAY

JIOCTUKE MUHUMAJIHY BPEIHOCT Zl 1P — 1 meby cBum G, (D) TakBuM 1a
je |D| < k . HlraBumte, ako je n # 2 -3 -ps®---pi* u CKyH AesuIan D
cajprKi Mambe of1 k jemmiana umamo 1a je s(G, (D)) > SIF po.

Takobe, u3 nokaza Jleme 3.7, ako je 6poj menmrana y D jennak k moxke
ce Bugern ja mehy cBum G, (di,...,d;) KOju JOCTHUKY MUHHMAJH CIEK-
TpasHn ToKpuBad Y i, pi, 3a gemmore d;, 1 < i < k Bamu p(n/d;) =
oPi), pi 1 di mp; | di 3a 1l < j # i < k. OBO AUPEKTHO HMILIH-
mupa ga d; € {-& o 3 az} 1 < i < k. Mehyrum, mnocroje k—Topke jie-

mnana (dy, ..., di) € T { QZ,Q" } mako ma je s(G,(D)) > SF pi.

CnemehoM TeopeMoM JajeMo yCIoBe HO,ZL KOJI/IMa CIEKTPaJIHU IIOKPUBAY Of
G, (dy,...,dy) mocruzke BpeHOCT Zl L Py
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Teopema 3.19. 3a dpupogar dpojn > 1 u ckyt geaunraua D C D,, wakas
ga je |D| < k , saowce caegeha wepherva:

(1) axo 2||n u 3Hn onga 5(Gn(D)) = 28, p — 1 awo u camo axo D =

n o _n }
6’ 0‘37"'7 alc

1) akon #2-3-p5*---pi* onga s(Gn(D)) = k Pt aKxo u camo aKo
( ) 7A k g =117 1
(d17 ey ) E H’L 1{ a,L 3 2p } ZZ SQ d ) al— 1(pl — 2)])?1_ S 2&1—1.

/loxas. Beh cmo yTBp/mim j1a, HA OCHOBY TOpIbE ,HJ/ICKYCI/IjG TBpheme
oI ( ) Baxku. Taxobe je objarmmero zamro s(G, (D)) > S5 pfisan # 2-
3-p5*---pp* u |D| < k. Crora, npermocraspamo j1a je |D| = k u jokazyjemo
(73). Tepheme (ii) 3a HemapHO M OYUIJIETHO TaKohe BaXKi, MOIITO Cy CBU
jgenuoru dy, . .., d; Hermapau 300r dera je d; = 1%’ 1 <i < k. Canano, ako
je n mapan m «; = 1, oHJA je caMoO JeTIJIall gll Hermapan u ds,...,d; Cy
napuan (36or (3.27) u (3.28)), omakie 3akspydyjemo d; = S 1 <d < k.
Tpusnjaiuo je BuieTH Ja BAXKI D ;g 4o, 1 (Pi — 2)pfit < 2011,

Cana nokasyjemo tBpheme mos (i7) 3a cayuaj n € 2N u ag > 2. Y
JIoka3y hemo 3aJpKaTh CJAUIHY HOTauI/ij Kao y noka3y Teopeme 3.18 m

[IPETIIOCTAaBUTH Ja d; = pZi wm d; = 2pal, 1 < i < k. Hagaspe, o3HaIaBAMO
Bi =8, (d;), 1 <i<k,umnpernocrasmpamo ga 0 = <1< 2 < ... <y,

rie je B € {a,a; — 1}, 2 < i < k. lpema Jlemu 3.5, 3a npousBo/ban
0 <7 <n—1 Mmoxemo TICaTH

1
N-NS Y e+ k) Y ()
i:'y1<a1—5i—1 P i:'y1:a1—5§—1 '
1 n

301 >a1—ﬁi—l

ITomto je B =0 u B € {a; — 1,1}, 2 < i < k, mocroje TaqHO JiBE BPE/I-
HOCTH 7 32 KOje \g — A; morenrujauno moxxe nocruhu s(G,(D)). Taunuje,
oBe aBe Bpeanoctu vy cy oy — i — 1 € {0,aq — 1} 3a B} € {0,y — 1},
PECIIeKTUBHO, TIoImTo 3a 31 = ay mobujamo v; = —1, mro je memoryhe.
Ako je 71 = a; — 1 oHza ce TOpHA HEjeIHAKOCT CBOJM HA HEjeTHAKOCT
(3.12) (me mocroju B TakBo ma je oy — 1 = ;1 < a3 — Bt — 1). Taunnje,
a—1l=ym=a1—-Bf—1ua;—1=~ >a —8i —1¢€ {0,-1}, za

2 <i <k, jepje ay > 2. JemTHAKOCT je IMOCTUTHYTA 34 jl = py?~ L. PR 1,

omake saxmyayjemo s(G,(D)) > Ao — A; = Sor, p$, mormro o(F) €
al—l

{o(pi"), p(2p[")} m crora o(3-) = (pi — 1)p;
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Axo je y1 = 0 onyia ag — 81 — 1 > 1, momro oy > 2. IItasuiie, umMamMo
Ja je 1 :0:061—51'_1,335{ =a;—1luy=0> 041—51_1 3351 = Q.
Ba rakas j, kopucrehn nejenaxoct (3.18), modujamo cienehy nejegnakoct

n 1 n 1 n
Ao— N < o(— 1 — 1+ ———)o(—).
i} =a1—1 i:8}=a1
JeanakocT ce Moxke jioctuhm 3a j = Hﬁl —a; P -1 Hﬁz,a D5, jep BaxKn
N, = m oflaKJie 3aKJbydyjeMo qa je N; = p;, 3a ﬁl =qo;,ulN; =1, 3a

Bl = a; — 1. JakJje, 3a TakBo j, J00UjaMo

do= A= eI+ ) Y e+ Y e

, : —1
iBi=ay—1 " Bz bi

Osa dopmyita ce gabe MOXKe I0jeJHOCTABUTH Ha ciemehn HadImH

«a 1 a;—
o= A= (p—1)p T+ (1+p1_1) > (- D!

i:ﬂ{:alfl

1 o

Cana, crexkrpasnnu nokpusad ox G, (D) JIOCTHKE BPEHOCT S P,
I caMO aKO je HejeHAKOCT Mg — A; < ZZ | p;" 3amoBosbeHa. 3a p; = 2,
3aKJbYIyjeMO J1a je OBa HejeJHAKOCT TadHA aKO U CaMO aKO je TadHO

Zi;ggzal_l(pi — 2)p§‘i_1 < Qo1
O

[Tperxomna TeopemMa KapaKTEpHIIe CBe WHTErpaJHe IMUPKYJIaHTHE Ipa-
dbose maTor pega n m CKynom Jesusiana KapIuHATHOCTH MAarbe UJIN jell-
Hake k ca MUHMMAJHUM CIIEKTPAJIHUM MOKpuBadeMm minspread(n) koju 3a-
noBosbaBajy yesose (3.27) u (3.28) (ycsoBu (3.27) u (3.28) uMrutummpajy

n

|D| < k). Beh cmo xomenTapucamu na je rpad G (g 7pa?,,...,pak) pena
3

n=2-3-p3---pp* Je,ZLI/IHCTBeHI/I rpa(b YUjU CHEKTPAJHU MOKPUBAY JTOCTHU-
K€ MUHUMAJIHY BPEIHOCT ZZ 1Pyt — 1 mebhy cBum rpadosuma G, (D) xoju
sajioBosbaBajy |D| < k. Cnomennmo ja cy rpadOoBH OIMUCAHU Y JIPYTOM Jie-
iy Teopeme 3.19 jemunu rpadosu gaTor pega n # 2-3-ps® - - - pi* u CKyHOM
D ca najsuine k gemiana 9uju CHEKTPAJHA TTOKPUBAY AOCTIIKe Zl N

Bancra, ako nocroju G, (D) takas ga je s(G,(D)) = Z¢:1 p;*, Ipu deMmy je
|D| < k un gemmornm u3 D we 3a10BosbaBajy penarmje (3.27) u (3.28), onga
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nocroju ckyn genuiana D' rakas ga G, (D \ D) 3agoBossasa ycnose (3.27)
u (3.28) u s(G,(D\ D)) = ¢ | p*. Ipema komenTapuma mocte Teopeme
3.18, mmanmo ma je s(G,(D\ D)) > S p%, jep |D\ D'| < k, mro je

KOHTPA/IUKITA]a.

3.3.2 TI'pacdoBM MMHHMAJIHOI CIIEKTPAJIHOI IMOKpPHBAaYa ca BUIIIE
o k meamiana

Hacraspamo ca kapakTepusanujom rpadosa G, (D) raksux ja je |D| >
k, KOoju DOCTHZKY MUHMMAJIHA CHEKTPAJHN MOKpUBad Mel)y cBUM HMHTerpaJ-
HUM [IUPKyJaHTHUM rpadosuma qaror peaa n. Heka je G, (D) rpad rakas
ma je D = {dy,...,di}, t > k u s(G,(D)) = minspread(n) = Zlepf”.
Hajupe tBpaumo ja nmocroju genunarn d; takas ja je G, (D \ {d;}) noezan.
Bancra, ako mpermoctaBuMo ja je 3a cBaku 1 < i < t rpad G,(D \ {d;})
HEITOBe3aH, OHJIA TIOCTOjU JIeJIUJIALL P; TaKaB J1a p; | dj,3acee 1 <j#i<t
u p; 1 d;. Ha oBaj HaYMH CMO YCIOCTABUJIM WHjEKTUBHO IIPECIUKABAHE
fAdy, ... di} — {p1,...,px} Tako na je f(d;) = p;, anu OBO je KOHTpa-
JUKIja momro je t > k. Jlakie, mokasaJm ¢cMO Jia TOCTOjUA CKYII JIeJTAIaIa
D" rakas ga je G,(D \ D") nosesan, s(G,(D \ D"”)) = minspread(n) u
|D\ D"| = k. ¥ namem Texcry ca D’ o3nagaBamo ckyn genunara D\ D”.

Heka cy Ag,...,An_1 ¥ [o,...,[MHn_1 concTBere Bpemuoctu G, (D) un
G, (D), penom. Kopucrehu unmenniy ma 3a ceaku 0 < j < n — 1, Ba-

2K
n

Ao — Aj = po — pj + Z @(%) — (4, 3),
deD\D

omaxne 3akspydyjemo ma je s(Gn(D)) > s(G,(D")), jep ¢(5) > (4, 5), 3a
ceakn 0 < j < n — 1. Kopucrehin nedununujy minspread(n) nmamo na je
minspread(n) = s(G, (D)) > s(G,(D’)) > minspread(n), onakie TpusujaJi-
HO Baxku Ja je minspread(n) = s(G,(D’)). Hlrasume, u3 nokasa Teopeme
3.18 u Teopeme 3.19 MoKe ce MPUMETUTH JIa C€ MUHUMAJHHU CIEKTPAJIHU
nokpusau Moxe roctulin 3a jo = p' L p* T 1. 8(Gu(D')) = po — -
Crapmajyhn j = jo y ropmy jemHadmnmy, sakimbydyjemo aa ¢(5)—c(jo, 5) = 0,
3a cBaku d € D\ D'. Ilocrenma jeHaIMHA je TaTHA KO 1 CAMO aKO tn jo = 1
u oTyza 5 = nzd(%, jo). Onasae 3aksbydyjemo na 3a ceaku d € D\ D' Baxu

n n n ., .
(3.19) ‘P(E) — ¢(Jo, E) =0 Pl | Jo,

a OBO je TAYHO aKO M CaMO aKO BaxKu pi - - - py | d. To 3Haun na ceaku rpad
Gn(D), tae je |D| > k, Koju 1ocTHKE MUHUMAJHH CIIEKTPAIHNA HOKPHBAY
uMa cKyn genuiana ooauka D = D'U D" rne je D' jeman o cKynosa
onmcanux y nckady Teopeme 3.19, a 3a D" Baxku D" C {d € D, | p1-- - px |
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d}. Mebyrum, mocroje rpadoBu ca CKyIOM JeIHONa OBOI ODJIMKA KOjU He
nocTizky minspread(n).

JIema 3.8. Hexa je n upupogan Opoj wakas ga je n # 2 -3 - ps®---pi*.
Taga cuemupaﬂ,uu aokpusay paga G, (D) 1ge je D = {dy,...,dg,dx1},
(dl,.. dk) c H 1{ 0%72” } U (dl, .. dk) =+ (p_1 "’pk) gocwiudice 6peg-

noct minspread(n) = Zi:l pit axo u camo axo

) < pi 1 za Spi (1) <a; —1,1<i<k.

() (14 Lp)p(2

dki1

U 8AHCU JEGAH OF YCAOBG:

(i) Zf:Lizsb(di):Oq—l(pi_z)p?i_l+2S0( ) <2071 awo Sy(dyyr) = ar—1

dk41

(112) Zf:l,i:SQ(di):arl(pi = 2)p0 T+ () <2971 ako 1< Sy(ds) <

041—2

(ZU) Zf:l,i:SQ( di)=a1— l(p 2)pz%71 < 20‘171; axo 1 < SQ(dk-‘rl) = aq.

di41

Jlokas. IlpernocraBumo ja je cruekrpaanu nokpusad rpada G, (D) jen-
Hak minspread(n) = Zle pii. Ako osmaummo B = S, (d;), 1 <i < k+1,
onjia umamo Ja je B = 0, Bf,...,ﬁl c {a; — 1,a;} u ¥ > 1, momrro
d; € { al,Q" b1 <i<kwup - pp| dpr1- Kako nocroju dap jeman

d; = al, 2 < i < k, ounrmemio je ma je n mapan. Illtasumme, momTo je pfil
1
HenapaH oHza ¢y da,...,d mapuan (30or (3.27) u (3.28 )) u crora je 2[)%

mapaH, MTo Jajbe UMIJIUINPA J1a je oy > 2.

Iax/ie, MOCTOju HajBuille TpU BpeAHocTH v, = oy — Bi — 1 € {a; —
1,0,y — f“ — 1} 3a xoje A\g — A\; MOXKe HOTEHIUjaJIHO [a JIOCTUTHE
5(Gn(D)). Moxe ce mpumernTn qa je a; — 1> 0m ay — 1 > ay — i — 1,

Cana, pasmukyjemo cienehe caydajese 3a Koje A\g — Aj MOXKe ITOTEHIIN-
jammo na nmocerue s(Gy,(D)).

Cayuaj 1. vy = a; — 1.
C obsupom sa je vy > a; — i —1 € {0,-1},3a 2 < i < k, v >

o — f+1—1H71:a1—611—1M0>Ke ce BUJIETH JIa BarKW HEjeTHAKOCT
Mo X € (1 ——)p(2) (14 ()
’ 7 p1—1 4 dy J(Npg1) — 1 4 it
k
1 n
3.20 1 —).
(3.20) + ;( o))
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Hajupe obparumo naxmy Ha To ga () — c(j, 1) pocruzke speauoct (1 +

pZ:L—l)SO(d%)’ sa ceakn 1 < i < k, ako u camo ako je j = pi ... pttT !
(mpema Jlemu 3.5 memoBu 2 m 3, xopucrehu uusbenuie ga cy Ny = 1 u
N, = m = pl) [Irapumie, y ToM ciydajy, HOIITO Py -+ Pk | dii1

Te je crora c(g,ﬁ) = gp(dkﬂ), Ha ocHoBy (3.19).

Konauno ,H‘O6I/IJaMO go(m) — (7, K) =0u A — A\ = Zf 1P
IpermocraBuno ja je j = potipg2 1. .. pfist =yl P Lptlg <
0 < oy —2,3a meko 2 < i < k. Kako je Sp,(di) = 0 < a; —6; — 2,
2 <i < k upema Jlemn 3.5 seo 1, nvamo na je () — c(j, ) = o(F)-
ComHO TOMe, KAo MTO CMO IPETXOAHO 3akibyuund, ¢(z) — c(j, ) Ao-

n

cruke (1 4+ —)gp(d—l), 3a ceaku 1 < | < k, | # i. C gpyre crpane, Ka-

pi—1
up - pg | dgrr mmanmo ga je pp 4 Nigq, 3a

KO je Npi1 = L

dE T nzd(

k+17j 1)
1<l <kul##i. ILaK.He Npi1 je creneH p; U MaKCHUMAJHA BPEJIHOCT
(=) — ¢4, dk+1) moxke outn (1 + —=)o(52), 3a Npy1 = p;. llrasn-

di41 pi—1 di41
me, Ny = p; ako u camo ako je §; = Sy, (n/dy+1) — 1 1 To Moxke duTH
cilydaj ako u caMo ako je Sy (n/dyi1) > 1, 1j. S, (dpy1) < a; — 1. Cro-

k+1
a1—1_as— 1 Qj—1— 1 ai_ﬁi

=1 _aip1-1 ag .
ra, ctaBbaMo j = pit T ps2 T - pit T eyt -+ pR* u nodmjamo
ma p(g) — e, 7)) noctmke maxcnmagy spenmoct (1 + ﬁ)gp(dk’il),

KOpI/ICTehI/I Jlemy 3.5 neo 2. Komadno, oBo nmMIaummpa Ja je A\g — A\; =
S Do) + (1 + Iﬁ)gp(dk’il) u nomro je s(G,(D)) jemnaxo
Zi:lpi ,ILOSI/IJ&MO Ia je Ag — Aj < Zleplo” u oryzna (1 + ﬁ)gp( n) <

dit1

p>!. OBo ,[LOKaSyje yenos (i) 3a 2 < i < k.

-1 a;,—1 o —1 615 ig o; . . .
Hexa je j = piy g oo pi o pr o pit, o e 1 =iy < iy <
<y Mgy < g < - < 4y um0< 9, <o —2,s+1 <1<k
p.

CummgnoM JucKycmjoM jpodujamo ga je INV;, = ﬁ =p,3a1<1<s

nzd(p;, " .

" sz.l (di)) =0 < a; —9, —2,3as+1 <1 < k. llpema Jlemn 3.5, neo

3 u meo 1, 3ak/pydyjeMo ma je go(%) — c(j,%) = (1+ pill_l)ga(d—’;), 33

1<i<suo(g)—cl )= go(i), 3a s+ 1 <[ < k. llraBume, Kako
2l Y

. k ailfﬁfﬁlfmin{ail Bll +1 6l}

je Neww = [y saKiby'yjemo ga je o(z"-) —
S ) 1 n

c(7, m) <1+ p¢s+1—1)90( dk+1) (6€e3 TyOIbEba ONIITOCTH MIPETIIOCTAB/HAMO

na je §;,,., > 1). Konauno, numamo
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D Y ,1 >w<%>+2¢<ﬁ>+<1+ .

IIpU 9eMy BPEIHOCT Ha JIECHO] CTPAHU HEjeIHAKOCTH HE MOXKE OUTH CIIeK-
TpaJHU TOKpUBa4 rpada, jep je Mama o]1 Zle p;*, mormro cMo Beh yTBp-
auma faje (1+ - _1)90( ) <ptt

Cayuaj 2. 7 < a; — 1.

Y oBoM carydajy umamo v, € {a; — ATt —1,0}.

Cuyuaj 2.1. oy — 1 —1=0

IIpumernmo Ja Ao — A; MOXKe y3eTH MaKCHUMAJHY BPEJIHOCT CaMoO 32
=0 Tomrojeay —fl — 1=y —1>a; - —1=a, -3 —1=
v1=0>a — 6{ —1l=-1,3aB8l=a,—1mn 6{ = oy, kopucrehu (3.18),
MOKEMO HAIlCATH

di41

n 1 n 1 n
Ao — N < o(— 1 1 —
o= X S+ oo + 04 =) D elg)
Spy (d)=ap —1
F 1 n
+ 22 ( pi—l)w(i)'
Spl(di)zal

Kaxo je a; — i — 1 > ~; umawmo ja je () —cld, ) = (7)) (Jlema
3.5, cayuaj 1). H_ITaBHme, u3 Jleme 3.5, meo 2 qupekTHO cieam ga () —
() = (L4 25)p(F), tae je B} = a1 — 1, 2 < i < k, ako u camo aKo

N; = #@l) =1, a TO je TAYHO aKO M CAMO aKo p;"

o(g)—cli ) =1+ JTﬁ)gp(dﬂi), rie je 81 = ay, 2 <1i < k, ako 1 caMo aKo
N; = ﬁ;ﬁi) = p; (JIema 3.5 1eo0 3), mTO je TauHO aKO I caMo aKo pli 4.
Kako je Ny = e Zd( ) J= Hf:2 @-;SZ(di):al,lﬁin 2 i:55(d; )_alpzal_l
up-pr | dig, I/IMaMOO Jit:) # | 71, a Tume u Ny = 1. HlraBurre,
nomto je B = a1 — v — 1 1 Npyy = 1, us Jleme 3.5 meo 2 modujanmo
1A gp(dkH) — (7, dl::»l) mocrmxke (1 4+ m)w(dk ). OBo mMmmIMIMpa Ja 3a
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: k Tk i1 :
J = Iiz2 isa(an—an—1Pi Tliza iisy(a—a,Pi’ AODHjaNMO

k k
n n
/\o—>\j290(2a1)+280(dk+1)+2 ) @(E)Jr ) (1+p_1
i=2 v i=2 v

Sa(dj)=aj—1 Sg(dj)=or

()

u rrorro je s(G, (D)) jemmaro YO, pi mMopa duti A\g—A; < SO pf. Tocae
kpaher padyna 100mja ce 1a je Zi:Sg(di)zalfl(pi_Q)p?i_l+2(p(d,:_LH) < 207h
Oso mokasyje ycios (ii) TBphema.

Cuayuaj 2.2. oy — S —1 > 0.

Ipermocrasumo maje y; =0. M3 a1 —1=a; — B —1 > oy — F1 -1 >
al—ﬁi—lzfyl:0>&1—5{—1:—1,saiHjTaKoznajeBi:a1—11/1
B{ = ai, upema (3.18), Mmoxke ce NpUMeTUTH Ja je

n

) + o (

1=2 pz_l

Spq (dy)=ay

Ha wctm HaymH Kao IITO CMO YPaJujaud y IPETXOJHOM CJIydajy, Kako je
Bi = a—v —13a B = a — 1, npema Jlemu 3.5 meo 2, Bugu ce Ja

je (&) — (4, %) = (1 + pll—l)"p(d%)’ 2 < i <k, ako u camo ako N; =

- dI(J;p N o= 1, mTo je Tauno ako m camo ako p;' | j. Ca gpyre crpame,
ik
n - n _ 1 n . . .

ako N; = — dz(); o7y = Diy TTO j€ TaYHO aKO M CaMO aKO piai*lH j (upema Jlemu

k+1
1

3.5 neo 3). Illtasume, nomo je 0 = B < B! < a3 — vy — 1 umamo ja je

() —c(j, 3) =p() u gp(dkﬂ) — (7, #) = Qp(d:ﬂ) (JTema 3.5 neo 1).
Oparze cienn 1a 3a j = [[1, Z.:S2(di):al_1pf"'nf:2 Z,:Sz(di):alpf”_l, J100u-

jaMo

Ao — A = o(27) + ¢(

k
n n 1 n
+2 —)+ 1+ el
AREED MIORED DI
Sa(d;)=ay—1 Sg(dj)=ay
u nomrro je s(G,(D)) jennako Zlep?i nobujamo ma je Ag — A; < Zle i
Hakon xkpaher pauyna mobujamo Z’[:Sg(di):al—l(pi - 2)pf‘f1 + () <

di11

22171 Opo nokaszyje yciios (iii) TEphema.
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IIpernocrasumo caza ma je v, = ag — BFH — 1, Kako je a; — 1 =

—ﬁ11—1>041—'f+1—1:71>a1—ﬁf— :0>Oél—ﬁ{—1:—1,33
i u j rakse ja je 81 = a; — 1 u ] = «ay, Ha ocuoBy (3.18) Baxku

do= Ay < PG + (14 =)l ) + (1 + (5

Bakmydyjemo ma ¢(g) — c(j, ) Aoctmxe (1 + Iﬁ)@(dﬂi), 3a CBaKH
Pyt

2 <1 < k, ako u camo ako je N; = = p;, ITO je TAYHO AKO U

nZd(jlvp?i)
caMo aKo je j; = p52 t- pz’“ ! (JTema 3.5 neo 3). Ca mpyre cTpane, KaKo je
n mn .
Nij1 = 25— 1 p1 - Dy | dp1 uMamo —iy | j1, 1 oryaa Ny = 1.
dg ™ nzd( k+17]1) dg

Caja, oITo BaxKun Bf“ = a1 —7y1— 1, mpema Jlemu 3.5 1eo 2, 3aK/bydyjeMo
na (") —c(4, #) locTizke BpesHoCT (14— _Qgp(#ﬂ). OBo uMILTHIIIPA,

d41

aasaj =i pgr e oBujano

)+ L0 )

u nommro je (G, (D)) jennax ZZ L pi modujamo ;La je Ao — )\ < Ez L
Haxon kpaher pauyna Moxke ce BUIETH 11 j€ 2<p( ) < 2911 Hamomenn-

Ao — A = @(27) 4 2¢( dk+1

MO jOIII TO J1a OBa HejeIHAKOCT BaxKku ako il < a1 - 1 OJIaKJIe 3aKJbydY]eMO
Jla PETXOJIHN apryMeTHH KOMIUIETHPajy J0Ka3 yciaoBa (i) TBphema.
Cuayuaj 2.3. oy — S —1 <0.
OBaj yc108 je ekBuBasenTan ca Si T = ay. Omase taxobe ciaemu 4, = 0.
Kakojeay —l=og -l —1>a —fBi—1l=m=0>a - — 1 =
o — B —1=—1,3aiu j rakse ma je i = oy — 1 u B) = ay, HA OCHOBY
(3.18), MOXKe ce IPUMETUTH Jia je

Ao—Ajéso(d%) + <1+p11_1) Z ()

Spq (d ) a;—1

k

X e+ (1 )

Spy (d;)=a1

Ha unctn maunn xao 1mro je To ypaheno y ciyuajy 2.1., MOXKe ce 3aKJbyIUTHU
- TTF ai 7Tk a;—1 n © o\
aasa j =[], i:80(dg)=a1 —1Pi [Tizs i:So(dy)=ar Pi > AMAMO 90((17) — (], d_i) =

1+ A5)e(4), te je B = an = 1,2 <i < b, m () —c(f, ) = (1+

P

130



pl_l)go(ﬂ_), rie je Bi = aj, 2 < i < k. Ca apyre CTpaHe IOIITO BaXKN

p1-Pr | diy1 Ouhe k— | 7, ma je m o(
OBo 3Haun na je

7o) — cld, 77 ) = 0 sanoB0/EHO.

K K
o n 1 n
Xo— A=) +2 > <P(E)+ > (1+p——1)w(d_)'
52(‘1;)::2&1_1 52(;1:)22041

[Tomro je s(G,(D)) = Zlep?i nobujamo ga je Ag — Aj < Zle p;" u crora
Zf:u:&(di):m_l(pi — 2)p¥~! < 2171 mro je zampaso ycios (iv). Crome-
HUMO JIa OBO HUje HOBU YCJIOB, jep Jenmonnu di,...,d; Beh 3a0BOsbaBajy
ycaos (ii) Teopeme 3.19.

isy1 L =1 Qg iy,

HeKaJe]:pi;"'ng pzs+1 cpnt Tt Tae e iy =1, 0y <
C <y 1 < e < gy g1 < - <zk,0<6ll§ail—2333§s§k,
1<i<s, Bil:a1,3a3+1§l§tmﬁil:a1 1,3at+1 <[ < k. Imamo n1a
je o( nl) (J;d ) = 90(%) jep Spil(du)_OgaZz_éiz_2a2§l§5(ﬂeMa

1)), Jep e

3.5 meo 1). H_ITaBI/Ime Bazku 1a je o(7-) —c(j, 7-) = (
U Y
& '
Nil = % :pim_l = Oél—,Bil—]. <M= 0, s+1< l <t (HeMa 3.9
nzd(p;, " p;,

100 3) 1 o) — c(j, 2) = (1+ 75)(3) nomrro N, =

p1—1

t
nzd(p?l” ,pZ” )
ap—f—1=0=my,t+1<1<k (ﬂeMa 3.5 geo 2). Takobe BugmmO

. s ail—ﬁikl"'l—min{ail le 04, } n Cn
a2 je Nir = [1L, 0, i erora p(2) — c(j, ) < (1+

1
Pig—1
ropme JINCKYCHje 3aK/bydyjeMo fa je

Y

)o(7-) (6e3 TyduTKa ONIITOCTH HPETIOCTaBbaMo Ja je 0, > 1). U3
i1

s t
o= X <27 Y (p — DRt D B

=2 l=s+1
i 1 1 n
+ 2 Py — Dpit ™ 4+ (1+ @ )
3= 0T+ (e

Kopucrehu Beh nokazame yciose (ii), (i4i) u (iv) nmamo na je
SO (g = 2)pt < 297! wm ekuBasento 25)° i (p —

So(dj)=aq—1 Sa(dj)=aj—1
Dpt~t <2145 p™ na ce MOKe 3aKIbyUHTH ,uajeZZf:tH(pil—
2(d )=ap—1
1)pg”_ < 2l 4 3yt Tpema Beli okasaHOM yciioBy (i) mMamo
1+ —L)p(2) < pio;ifl u cTora \g — A; < 2% +p 12 + 30 o (py —

Dig -1 dk+1
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aq;—1 k Qi k ay .
Dp;"  + 2Py, < 2oy Py Konauno jodujamo na Ao — A; He Moxe
OUTH CIIEKTPAJHU TOKPUBa4d rpada, jep He MOXKe Jia mpeBa3uhe BpPeTHOCT

> i1 D, 3a j ca TOPEHOM KaHOHCKOM (DaKTOPH3AIII]OM.
[

Y cnenehem TBphemwy kapaktepuimiemo cse G, (D) Koju umajy crex-
TpaJHNA HOKpUBad jenmak minspread(n) tako qa D = {#, S dii1}-
Hanme, oBaj mpobieM ce MOXKe MOCMATPATH Kao ITOCJIEIHIA leéTXO,ILHOI‘
tephema. 3aucra, nomro je A = 0, B = ay, 2 < i < k nocToje TavHO JIBe
BpeTHOCTH 32 Y, = oy — B — 1 € {a; — 1, a1 — BT — 1} 3a Koje \g— \; Moxe
norennujanso ga mocrurhe s(G,(D)). dakie, ako u3y3mMeMo pa3MaTparbe
ropmer Jiokasa 3a ciay4aj y; = 0, Mmoxke ce 3akspyuntu ja je s(G, (D)) jen-
Hak minspread(n) ako u camMo ako Cy yCJIOBU U3 ciydaja 1 u apyror jesa
ciydaja 2.2 3aJI0BOJbEHE U TO Jiaje yCJIoB (i) Jieme.

IMocnenuna 3.2. Heka je n apupogan bpoj waxas ga je n # 2-3-ps* - - - ppr.
Taga cuext@panrnu Goxpusay paga G, (D), ige je D = #, cee #, dgi1},
1 k
a;
i

goctuoice epegrocti minspread(n) = Zle D
1 <i <k, saorcu

axo u camo aKo 3a CeaKu P;,

1 n
- &

waxo ga je Sp,(dyy1) < a; — 1.

Ozi—l

(1+ ) <pii,

it

Y cienehem TBphemy yommnTaBaMO TOPHbU 3aKJ/bydaK Ha CIEKTPAJJIHU
n

nokpusad rpadosa G,(D) rakeux jga je D = D'UD", D' = {F’ ce ﬁ}
1 k
u D' = {dys1, ..., dy).

JIema 3.9. Hexa je n upupogan 6poj wakas ga jen # 2-3-p3® ---p*. Taga

s(Gn(D)) 8a D = #,...,#,dkﬂ,...,dt} goctuotce minspread(n) =
1 k

Zlep?i axo u camo axo 3a ceaxu p;, 1 < i < k u ceaxu d; waxas ga je
Sp(dj) <oy —1, k+1<j<t, wo saoxcu

)Y w(dﬁlH > w(dﬁ)ép?”‘l-

bi — 1 I=k+1 I=k+1 !
Sp; (d})=Sp, (d;) Sp,; (d))<Sp, (d;)

(321) (1+

/oxas. 3a t =k + 1 nupektrno npumemyjemo [ocaeauiy 3.2.
[Ipermocraumo ma je t > k + 2 u s(G,(D)) jemnako minspread(n).
OsmraunMo ca d; = #, 1<i<kup=5,(),1<i<t Kako je
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0=p <Bf=..=08=a,\— )\ Moxe norennujaano gocrulin

5(Gn(D)) 3a Bpeanoctu v, € {a; — 1,a; — ™ —1,...,a; — B¢ — 1},
Cayuaj 1. vy = a; — 1.
Kopucrehu (3.18) u wumenmuiy sa je Sp, (d1s) > 1 umamo a; — B —1 <
a—1l=7y,1<s<t—-kunuy=a—-1>a; -0 —-1=-1,2<i<k.
3aT0 MOXKEMO THCATH

do= X < (4 —)el) + D+ TPl

(3.22) + > (a+

Hajnpe, younmo na ¢(7-) — c(j, ) nocruzke speanoct (1 + ﬁ)gp(dﬂi),
3a cBako 2 < i < k, aKO 1 caMo aKo je j; = p5> - -pg’fl (ma ocuoBy Jleme
o

nzd(jlo,p?i) = pi)- Taxohe npumehyjemo ma

3.5 neo 3 u unmenHune aa je N; =
%nZd(lmjl)
P1

nmoctizke BpegaocT (1+ pll_l)go(dﬂl), npema Jlemu 3.5 neo 2. Mehyrum, Kako

jeyi=0o; —1luszaroj=p .. ~p2’“_1, kopucrehu py - - - p | diys, UMAMO

T | j u Haj3am go(#) —c(g, ﬁ) =0,1<s<t—k, (maocuosy (3.19)).

Otyna cmo nokaszasm na je Ag — Aj = Zle i

je Ny = =1I/I’Y12041—611—1:a1—1HCToragp(dﬂl)—c(j,;—1)

a1—1 as—1 ai—1—1 6&; ajy1—1 ap—1

Cayuaj 1.1. j = p{"™ p; " Dic1 Di Piga P ud; #o; — 1,
3a HEeKo 2 < g < k.

Axko je 0; = o; oA = Pyt = pfi j mro mvmmmnupa o( ) — c(J, dﬂZ) =
0, mpema (3.19). Ako je §; < o; — 2 m crora S,,(d;) =0 < a; —6; — 2, Ha
ocuoBy Jleme 3.5 neo 1, mmamo ma je ¢(4) — c(j, ) = (). Hocneamum
JOKa3yjeMo J1a Y OBOM CIIydajy Ao — A;j JOCTHZKe MAKCHMAJIHY BPEIHOCT aKO

je 0; < a; — 2. Taxobe, ¢(3) — c(j, ) Aocrmke Bpeanocr (1 + ﬁ)cp(dﬂl),

3a ceakun 1 < [ < k, | # ¢ (upema Jlemu 3.5 smeo 3 u dumeHunu Ja je
__ "
Ni= CaGm = p)-

C napyre crpane, 3a 1 < s < t — k, momro p;---pg | dirs uMamo
J1a Spl(d%%) < S,,(j41), mro mame mmiumnupa ga p; { Niis, jep Nprs =
ni
dp P nzd (ks 1)
49

k+s . k+s
a;—p; " ° —min{a; —B8;"°,6:} k+1 t
. : camo kaya Baxu 0; € {o; — B —1,..., 0 — Bl — 1},

onzia A\g — A; Moxke norennujanuo gocruhu s(G, (D)), rue B = S, (d)), 1 <
[ < t. Bamcra, camo y ciy4dajy 3a d; = «; —Bf“o —1,3anekun 1 < s <t—k,

N

da 1 <[ < k ul # ¢ IraBume, nomro je Npis =
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Niis, MOXKe OUTH jeHAKO p; U cTora ¢-—> drre ) — ¢(y, ﬁ) MOKe TTocTHhu

d

[IpumeTnMo J1a y 0BOM citydajy, Mopa outu BT < a; — 1 360r &; > 0.

3a jgemwone dy,, Takse ga BFTS > Bf“‘), za 1 < s <t—k, moxke ce
VOUHTH JIa je a; —ﬂf” 1 <a;— Bf“o 1 =6; 1j. a; — BF* < 6; mrro masme
VMILTHIIDA /13 je 7 | j u crora gp( ) (g, ﬁ) = 0, npema (3.19). 3a
nemuone dy,, ; TaKBe ,[La Bitso > ghts 341 < s < t—Fk, Baskm a; — BT —
o; — BT — 1 = §; omakze nobujamo ga je gp(dk+ ) — (7, ﬁ) = <,0(dlc+ )
npema Jlemu 3.5 meo 1,3a 1 <59 <t—k

Konauno, u3 ropme JucKycuje, JIaKO ce BUIU 1a A\g — Aj JTOCTUIKE CJIe-
Jehy MakcuMaJIHy BpeJIHOCT 3a HeKu u3adpanu 1 < 5o <t —k

AOA_Zp 1) Y e Y el

dk d

) +s0 k+s
k+s +s

B; O*ﬁf

BPEJIHOCT (l—i—;i)go( ZSO) (penma Jlemu 3.5 1e0 3, jep 1 = ay — vy < BF70).

k+sq k+s
l;ﬁz /81 >ﬁi

u nowrto je (G, (D)) jemnaro S p nodujamo ma je Ao — A < ZZ o
Cama, pasmarpajyhu oBy HejeTHAKOCT, HAKOH KPATKOT padyHa J00UjaMo

325 1+ Y e+ Y e <

pi — g0 _gho it g0 gho it s
3a 2 <3 <k.
Cuay4uaj 1.2. Ilokazyjemo HejegHakocT A\g — A; < minspread(n) 3a j =
) ) j J
o; d; i - i —1
pill---pillpZﬁl 1-~~p;);’“ mueko 2 < | < k, e 0 < 6;, < oy, — 2,

1<m<li1< <’il,il+1< <ikﬂil+1=1
MozkeMO 3aK/bYIUTH & je gp( ) (],d ) = ¢p(g~)sal <m <

I (Jlema 3.5 neo 1), u o(7*) — (j,d ) = (1 + o 171)@(#), 3a CBaKuU
[+1<m <k (Jlema 3.5 neo 3). IHTaBmue, 3a MPOU3BOJBHU JIEJTAIAIL ), 4 g,
rae je 1 < s <t — k, nupema gedununmju t_n»_
k+s

1 Qi 7,6’k+sfrn1n(ozZm 7,8k+5 Sim X
[ S . OBo umILIMIIIpA ;La ako nocroju 1 < m <

[ Tako nma je 0;, = «;,, — Bz]j:s
p(g=) — i 5=) < (
je &, <y, —BET -1, OHﬂa je P,

)QO(dlc ) Axko mocroju 1 < m < l TaKo Ja

() — el ) =
go(dlc ) Konauno, ako je 6;, > a;, — 5“5 1 3a cBaku 1 < m < I, umamo Ja
= 1 m crora ("~ ~ ) c(g, = . ) = 0. To 3naun na c,o(dk+ )—c(7, ﬁ)
,ZLOCTI/I}Ke MaKCHMAaJIHy BPETHOCT ako 3a cBaku 1 < s < t — k mocroju
1§m§lTaKaBg1aje5im:aim—ﬁfjs—l
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Haxkie, 3a di,1 ocroju 1 < my; <[ Tako jJa je 6im1 = a4, — ﬁk“ — 1.

imy
Heka je D, mogckyn memmiana djii,...,d; Tako ga je Bf;ls ﬁf:rll
1 <s<t—krtj Dy ={dpss | 1 <s<t—k, Bf;ls < Bf:“ll} Caunyno,
moxkemo jiecpunucaru D,, 2 < r < [, tako ma je D, = {dyys € D1 U ... U

D, |1<s<t—k, ,Bfwts < 61':?}, rme m, O3HadaBa WMHIEKC TaKaB Ia

Y

je i, = oy, — @krj: — 1. IIpernocrasumo na cy Dy, ..., Dy Henpasuu n
D¢y = ... =D, =0, 3amexkn 1 < f < [. Ilo pebunnnuju D, u m,,
3a 1 < r < f, MO2KeMO JIaKO TIPUMETUTH JIa Cy CKyIMoBHU D, IO TapoBUMa
mucjyaktan, D1U. . .UD; = {dj11,...,d;} 1 1a cy uHIeKCcH M, IO TapOBIMA
PA3JIMINUTH.

Ha ocroBy nperxojue quckycuje, kopucrehu (3.23), 3a npoussossto D,
1 <r < f, umamo

t—k n

> ol d - g —)<
am1 k—i—s k—+s
dyy €Dy

AN
—
+
—_
M
ﬁ

,Bk+r—,3k+‘s

Tmy Tmy

i, —1

< D

1 300r TOra J1ajbe JJ0OUjaMo J1a je Zs 1 gp(dHS) (4, d;:s) ZT | pZ:LTT <

l Oéim—l .
Yome D Komauno 3ak/bydayjemo

l k

X=X <) o)+ > A+ —— 1_

m=1 im m=I+1 tm m=1

Kpos cayuajese 1.1. u 1.2. ncnuraam cMo CBe BPEIHOCTH j 328 KOje A\g— A
MOKe Jla JIOCTHrHe BpegaHocT minspread(n) u mokasanu jga je yciaos (3.21)
3a 2 <1 < k jeHU KOjH JEJIMOIU MOPAjy Jia 3aJ0BOJbE JIa OU CIIEKTPAJIHA
noxpusad o1 G, (D) mocerao pemroct minspread(n) y caygajy pit ' |4.

Cay4daj 2. v = a1 — 77 — 1, 3a mexo 1 < 59 < t — k.

Kako je vy > 0 saKbeqyJeMo 1a je fET <oy — 1.

HpI/IMeTI/IMO Ja Baxku ciejehin uus Hejenakoctn ap — B —1=a; —1 >
=B 1 > a0 —1 = vy, 3a gEF0 > g 1 < 5 < t—k. IltaBume,
CITHIHO UMaMO g — 170 — 1=y >a; — T —1>a - —1=—1, 3a
it < gt 1 <s<t—ku2<i<k. KopHCTehH (3.18), modujamo
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t—k

n n 1 n
Ao — )\ < + +(1+
0 So(dl) ; SO(dle—s) ( P — 1) ; QO(dk;-i,-s)
51+§0>Bk+9 ﬁ1+90 ﬁk+s
_ 1 n k 1 n
3.24 + 1+ + —).
(3.2 > ) >+ el

=
phtss gltso

n

Kaxo je ¢(#) — c(j, ) mocrmxe Bpenoct (1 + _L)QD(E), 3a CBaKW

k+
2 <i<ky cryajy kaza je p[j 1, j = . Tyt pi’“ ‘u
p(3") — el g™) = 0, 3a diws Taxo ga je By > B (o — B <
oy — BT — 1 prpp | diys 1 p— | 7, mpema (3.19)), 3aksbyuyjemo Ja

Ao — A; mocruzke cienehy BpemgHoctT 3a Heknu uzadpanu 1 < sy <t —k, Tj.

n
Xo— A = (p1 — Dpit!
0—A; = (p1 — 1)p] + Z:; @(kors)
ﬁk+30>ﬁk+3
1 t—k
+ (I+ )+ ) "
( p1— 1) ; dk+s Z
6k+50 BkJrs

ITomrro je CHeKTpaJIHI/I TIOKPHBAT rpada G, (D) jennak Zl L Pyt mobmjamo
Ja je g — A; < EZ | p;%, 1Ia W3 OBe HEjeJHAKOCTO, mocie kpaher padyHa,
nobujamo HejenHakocT (3.21) 3a i = 1.

[IraBuire, MoXKeMO MOKa3aTH Ja je Ao — A; < minspread(n) 3a j =
dip Qg q—1 oy

u

5i -1 .
Pyt Dy Py, corpy,s muekn 2 < [ < k, rae je 0 < 0i,, <, — 2,
L<m<lig <...<ip i <...<igit=1m6 =a;, — B —1, na
IIOHABJbALEM IIEJIOT JI0OKa3a M3 ciaydaja 1.2., Ha Taj HAUWH J00UjaMo Ja je

HejeaHakocT (3.21) jenuuu ycaoB TBphema.
O

Kopucrehu Jlemy 3.9 okapakrepucahemo cBe rpadose peﬂa n=2-3-

p5% -+ pp¥ KOjU MMajy MUHMMAJIHE CHEKTPAIHU HOKPHBAY ZZ L Py

Teopema 3.20. Hexa jen apupogaH bpoj waxas ga jen =2-3-pg® - pp*.

Taga je s(G, (D)), sa D = {6, T #, dii1,---,di} jegnax epegroctiu
k
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minspread(n) axo u camo axo 3a ceaxu p;, 1 <i <k, u ceaxu d; waras ga
je Sp(d;) <o —1, k+1<j<t, jegnar

1 n n 1
(3.25) ( D R o S N GO
pl - ]‘ I=k+1 dl l=k+1 dl
Sp; (d)=Sp, (d;) Sp, (d))<Sp, (d;)
/loxas. Hajupe, yciocraBumo ojipehene pesnarnuje namely crekrapa
Gn(%,%,...,#,dkﬂ,.. ydy) Gy, ( ag,...,pgk,cl’“rl ., d), pemowm, rae

jen; =% d—al,3<z<kﬂdl—#3<z<t3a0<]<n—1

;LechHHmHMo jo Kao OCTAaTak Jesbera j ca Ni, Tj. j = niq + jo, TIe je
0<jo<n —1

Ba 3 <i < k, KaKko BaxHu 7 = Z—} u nzd(p", n1q +jo) = nzd(p", jo),
. = a; . — p?"‘. = Pal e pl g fnd .

UMaMo tn J tPiZ,] nzd(p;*,j) nzd(p; ¢ ,n1k+jo) nzd(p;*,jo) tpi “,do tdé
w onya c(j, ) = cljo, 3. Koo, cnean 1 je (%) — c(j, ) = p(2) -
(j(b da)‘

Canuno, 3a k + 1 < i < t, momrro je = % u nzd(d ,j) = nzd(dz ,n1q +
L - . o 72 B n
Jo) = nZd(d_éajO)a 3aKJby1yJeMO Ja td%_u T dmad(G ) dlnzd( 2 L ) dlnzd(ll L jo)

=ty waato 0(3) — (i ) = 9(3) — elio. )
Konauno, 3a ceaku 1 < j < n — 1, umamo j1a je

t

A=A = +Z<,0 ) — (4, 6) — ZC(J}%):

=3 ¢

2(6) —c(j,6) + Z o) = 2 clivs go) = 9(6) = €(3.6) + o

=3

r7ie Cy \j ¥ i, corcTiene BpeaHocTu rpacdosa G, (§ pQS e #, i1y, dy)
3 k

u G, ( a:ﬁ,...,pak,cll“rl cdb), peom, 3a 0 < <n—1u0<j, <n;—1.

Ipernocrasumo ja je s(CGy, (D)) jemnax minspread(n) = 3% p% — 1 u
na ce moctmzke 3a Hekn 1 < j < n — 1 TakaB ga je \g — A\; = minspread(n).
U3 (3.17) Bupumo na 21 ju 3 | ju oTy 2 c(j, 6) = —p(6) = —2. [IIraBume,
JOBHJAMO fig — fijy = Ao — A; —4 = S° 1pz -5 = Zf:3 p;". Kona1aHo, Kako
CHEKTPAJTHU TOKPUBAY O/ Gn1 (pg?, ey ak ,dETY . db) mocTmake BpemHOCT
minspread(n, ), Ha ocHoBy Jleme 3.9, Ba}KI/I HejeTHaKOCT (3.25).

CnuaHo, ako Heje,ZLHaKOCT (3.25) Baku, OHJA CIEKTPAJHU TTOKPUBAY
34 Gnl(p33 e ak it dl) moctmxke BpeamocT minspread(n;), mpema

Jlemu 3.9. OBo HMILIUIMPA 18 j€ fig — fbj, = Zf:g p;t, 3a ek 1 < jo < nj—
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1. Cajta, oo je g — A; = @(6) — (4, 6) + S0 3D, Ao — Aj MOzKe J1a, y3me
MaKCHMAJIHY BPEIHOCT aKO U caMo ako je ¢(j,6) = —gp( ). OBo je TauHo 32
j TakBo fa 21 j u 3 | j. Ilocse 3amene nodujamo A\g — \j —2p(6) = Zf:3 Py

o k a;
U KOHAYHO \g — Aj = » . pi" — 1.

O

Teopema 3.21. Hexa je n upupogan 6poj waxas ga n # 2 -3 - ps® - - ppr.
Taga s(Gn(D)), sa D = {dy,...,dk,dgs1,-..,di}, g€ je (dy,...,dy) €
{5 T 2” Puldy,... di) # (55, ..o oF), goctiuoice spegrocty mmspread( )

=% pY amo u camo axo

i) (1+ pﬁl) Sk e(g)+ S e e(7) < P& a4 ceanu

Sp; (d))=8p; (d;) Sp; (d)<Sp; (d;)

pi, 1 <1 <k, cearu d; waxo ga je Sy, (dj) <a; —1, k+1<j <t

i) " o (=P T Y e e 42X e () <

Sa(dj)=ai—1 1<Sp(dj)<ag—2 Sa(dj)=aj—1

2a1—1

Joxas. 3a t = k + 1 nupexktHO puMersyjemo Jlemy 3.8.

[permocrasumo na je t > k + 2 u $(G,(D)) = minspread(n). Cra-
swajyhu 8 = S, (di), 1 < i < k+ 1, umamo na je 8 = 0, B%,...,0F €
{a; — 1,1} u gith k+5>1 oo je d; € {4 h1<i<km

P11 Dk | der1. Kako mocroju dap jeman d; = p%, 2 < i < k, ouurJen-

az?zaz

HO je 7a n Mopa outu napan. Illrtasurre, momTo je pail HelapaH OHJa CY
l

da, ..., dy napuu (300r (3.27) u (3.28)), na je saro je ;

UMILTAIIIPA J1a je oy > 2.

7 IIapaH, IITO JaJbe

Kako je 81 =0, 87,...,87 € {a1—1, a1}, To \g— \; MOKe IOTEHIIUjATHO
1a nmocerne 5(G,(D)) 3a Bpeamoctn v, € {ay —1,0,01 — ¥ —1,... oy —
B —1}.

Cayuaj 1. vy = oy — 1.

C odzupom maje v, > oy —fi—1€{0,-1},3a2<i <k, a;— B —-1<
aop—1=7,1<s<t—kuvy =a— ﬁ% — 1 BuamMoO 18 BaXKu HeJe,Z[HaKOCT
(3.22), Te 3aT0 MOXKEMO MOHOBUTH 11€0 JIoKa3 Jleme 3.9 ciydaj 1 u moduru
J1e0 1) TBphema.

Cay4aj 2. v = a1 — f““ —1,3amek0 1 < sy <t—k.

IIpernocraumo 1a je v; > 0. Bugumo j1a je B{”SO < ay — 2. [Ipumernmo
na Baxku cieaehn nus mejeamaxoct o — Bl —1=a; —1> o — ™ —1>

o — B0 — 1 =y, 3a BT > BT 1 < s <t — k. Mlrapume, cammo
mMaMo o — BiT0 — 1= > a; - T 1> 01— B -1 € {0,-1}, 3a

Bt < phts ] < s <t—ku2<i<k Kopumbemem (3.18), moxasyjeno
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Jla BaxKn HejemHakocT (3.24), ma 3aTo0 MOXKEMO IOHOBUTH I1eo j10ka3 Jleme
3.9 caywaj 2 u godutu craBKy i) TBphema 3a 1 =1 u S, (d;) < a; — 2.
Cayuaj 3. 11 =0
Younmo uuz petamuja o — 1 =a; — B —1>a; —Bi—1 =~ =0>
— Bl —1,3aiuj rakse ma je i = ay — 1 u ] = oy. Hlrasume, xKako
je kgigdk’: ) —c(j, =) = (dkﬁ—s') a:o 1 caMo aKo 1041 — B 1>y =0
(B4 < oy~ 2) 1 6(a) — (7, 222) < (14 7y Jol2) o 1 canto
lc+s -1 ( k+s

aKoO > o — = (1), UMaMO Ja je
1 ’

t—k k
n n n
=N < o)+ Y e(—)+2 Z () +
dl am1 dk—i—s dz
1<89(djyy ) Sag —2 (d) a1 1
t—k k
n 1 n
2 —_— 1 —
2 wlg )t 2 T+
32(dk4;s)=a1—1 Sg(dj)=0
t—k
1 n
1+ .
Z:: ( FNe) = 1)¢(dk+s)

Sa(dpqs)=a1

Ha unctn naunn Kako cMo To uymHWIM y ciy4dajy 2.3. Jleme 3.8, 3a
N k (o7} k a;—1 . . n
J = izs isu@=ar 170 Tlizs i:s,()=a, Pi" 32KYIyjemo ma je o(g) —
C(ja dﬁl) = (1 + p1£1)¢(dﬁi)7 rue ﬁi = 01 — 17 2 S i S k n 90(0%) - C(ja d%) =

(1+ ﬁ)gp(d_i), rie je Bi = ap, 2 < i < k. Ca apyre crpane, Kako je
pre- P | dres, 381 < s < —k umanmo 22— | j, 3a BIT = o, ma je zaTo

o(2=) — c(7g, #ﬂ) = 0. OBo 3Ha4M Jja 32 TAKBO j JIOOHjaMO

di41
t—k k
Ao — A; = 207 " yi9 1)p2i—?
0— Aj = + Sp(d )+ (pi — )pi" ™ +
s=1 k+s i=2
1<Sg(dpqq)<ap—2 So(d;)=aq—1
t—k
2 > Z Py’
s=1 dk+
Sa(dg4g)=ca1—1 Sz(d >—a1

. k
Tomro je 5(G,(D)) = 32 | p® nodujamo ma je Ao — \; < SO p,
HakoH Kpalier pauyna modujamo craBky ii) TBphema. HOMeHI/IMO Jla yCJIOB
i) TBphema 3a i =1 u S, (d;) = oy — 1 cnenn us 7).
Sig Qigyq—1 -1 @iy

. . 51'2 s Oéik . . .
Hexa je j = p? - -prop T oopn ' ot py s T je iy = 1,y <
-<isai5+1<---<it7it+1<---<ik50§5ilSail_23algl§37

139



Bl =ay,3as5+1<1<tufl =a;—1,3at+1<1<k Haucm
Ha4YMH KAKO CMO CIIPOBEJIH JI0Ka3 y ciaydajy 2.3. Jleme 3.8 To moxkeMo n
OBJ/Ie YUYUHUTHU U 3aKJ/bYIUTH JIa je

Sl ) = S T 3 2 Y (e
¢ =2

l=s+1 I=t+1

Kako ycsioB i) TBphema Baxku, ciudHo ciay4dajy 1.2 Jleme 3.9 3akibyuay-
. — . ip—1 ..
jemo ma > ts:l; gp(ﬁ) —c(y, ﬁ) <>, pZ . IlraBwuiie, mMOIITO yCJIOB 47)

. i —1 _ i
TBphema Baxku, 100ujamMo 2 Zf:tﬂ(pil — l)pio:l < -1 4 Zf:tﬂpzl, na
Oézl

k . k Q;
3aTO ) i, Sp(d%) —c(g, d%) =243 (i, —1)py, +Zl:s+1 p;," - Komauro,
Ha, OCHOBY TPETXOJHE JIUCKYCHje T0OMjaMO

k k
n . n n
Moo= =D o) =l )+ ) _el—) — (i,
i=1 v ’

'Mw
“Q

s—1 dk+s dk+s i1
k ‘ .
Hakie, \g—\; ne mozke dutu Behe oz ) .| ;" 3a 1aT0 j ca rope HaBeJIEHOM
KAHOHCKOM (DaKTOPU3BAIIjOM.

]

Casla HACTaB/LAMO Ca U3PAadyHABAIHLEM MAKCHMAJHOL CIHEKTPAJHOT II0-
kpuBada rpadosa G, (D) maror pena n, Tj.

maxspread(n) = max{s(G,(D)) | D C D,}

U KapakKTepusalnujoM rpadoBa UUju CIEKTPAJHU MOKPUBAY JIOCTUXKE OBY
BPEJTHOCT.

Teopema 3.22. 3a apupogar opoj n > 1, easrcu ga je maxspread(n) = n.
Cuexwmpanru Gokpusay osezanot ipaga G, (D) goctuoce maxspread(n) =
n axo u camo axo nzd({d | d € D, \ D}) > 1.

Jlokas. 3a npoussosbru rpad G, (D) MOXKEMO TPUBHjATHO BUIETU JIa
Ao — )‘j < Ao = ZdeD 90( ) < ZdeDn (3) =n.

Caza Hasa3umMo cBe ckymose jgenminana D rtakse ma je s(G,(D)) = n,
3a jiatu pen n. [IpBo, mokasyjemo ciegnehe tepheme. Heka je G, (D) rpad
takaB ga je D = {dy,...,d;} n nzd(dy,...,d;) = d. Ouna je d > 1 ako u
CaMo aKo je Ag = Az.

Hexka je G, (D) rpad rakas na Baxu nzd(di,...,d;) = d > 1, rue je

D = {dy,...,d;}. 3a j = %, umamo ga je ' | Z, td%vj = Tmd(Ep = 1, ma

7
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je zato c(j, ;) = (7 ), omakyie jame ciemm An = S e(Z) = X Ca
Apyre cTpame, ako je Ag = A; onma >, (%) — c(j, %) = 0. Illrasume,

nourro je cBaku cabupak (7)) — c(j, ) Belin mim jeqnaxk HysM, IMamo

() = c(j,7), 3a cako d; € D. Ha ocmosy (3.19), nperxoana jegHakoct

n

BasK1 aKo 1 caMo ako 7 | j 3a ceako 1 <4 < ¢, 1a je crora nzs(dl,... ,dﬂt) | j.
2

. - n ny _ ;

Ca AIPyTe CTpae, aKo je nzd(dy, . .. ,dt)‘ = 1 onma nzs(a, cee d_t) =n|j,

ITO je KOHTPAIUKIMja IIOIITO MHIEKC j MOXKE y3€TH BPEIHOCTU y OICETY

1 <j<n-—1.3aro je nzd(dy,...,d;) > 1.

Hexka cy cama Ao, ..., A\y_1 ¥ o, - - ., fin—1 coricrBerne Bpegauoctu o1 G, (D)
u G,(D, \ D), penom. Kako je G,(D,, \ D) rommnement ox G, (D) mo-
Opo je mO3HATO Jila BaXu figp = n — 1 — N pu; = —1 — X, 3a 1 <

i < n — 1. Ha ocHoBy mperxomao gokasanor tephema, 3a G, (D, \ D)
nodujamo d = nzd{d | d € D, \ D} > 1 ako u camo aKo g = fin.
OBo je exkBuBajieHTHO ca N — 1 — g = —1 — )\%, IMITO UMILTUIIAPA J1a je
Ao — Az =n < 5(Gu(D)) < maxspread(n) = n. Iocnenmwa jepnaxoct je
ounrseHo ekBuBaseHTHA ca $(G, (D)) = n.

]

3.4 MakcumMaJiHU JIujaMmeTap

Y oBOM 0jieJbKy heMO OfpeanTH MaKCUMaJjHe BPEIHOCTH JIujaMeTrapa
rpadosa y kiacu rpadosa G,(D) maror pena n. Takohe hemo okapax-
TepucaTu CBe TakBe rpadose. Pesyinrarn y oBoM oie/bKy Cy Oa3mpaHu Ha
opurnHagHUM pajoBuma [12; 13]. MoruBanuja 3a Hasaxkeme OO/bE TOp-
Ibe TPpAHUIlE JTujaMeTpa HHTEIPAJTHAX ITUPKYJIAHTHUX TpadoBa MpeacTaB/ba
cieneha omrrpa ropea rpanuia gara y paay [63].

Teopema 3.23. 3a gawu tpag G, (D), neka je t seaununa Hajmarver agu-
WUBHOT Tenepattiopa og L, cagpotcarnor y D. Taga je

t < diam(G,(D)) < 2t+ 1.
JunpekTie mocseue npeTxoaHor TBphema cy cienehe rpanmnie

(3.26) 2 < diam(Gn(D)) < 2|D| + 1.

JeaH o7 raBHUX pe3yJsiTara y OBOM OJIeJbKY TBPJIU Jia MaKCUMAJIHU
JjaMeTap HHTerPaJHUX IUPKYJIaHTHUX IpadoBa 1aTor pea 1 MOXKe OUTH
jennak r(n) + 1, ako n € 4N + 2 u nocroju mpoct (hakTop p; TAKaB Jia je
a; =1, u r(n), y cynpoTHoM, TJ€ je

r(n) =k+|{i |, >1, 1 <i <k}
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3an = pi'---pp*. 113 oBux pesysrrara oaMax 3aK/bYUIyjeMO [1a TOPHa rpa-
mura u3 (3.26) Hukaza Huje goctmkHa 3a |D| > k (kako |D| pacte, Tako
pacre u paziuka usMeljy ropme rpanure u3 (3.26) u crBapHOr Jmjamerpa
rpada).

Hajmpe nokasyjemo ma cy rpanure 7(n) u r(n) + 1 gocrmkHe 3a nHTE-
rpasge upkynantae rpadose G, (D) takse ga je |D| < k. OBa unmennna
HAM TIOMAazKe J1a JIOKAyKeMO JIa jé MaKCUMAJIHH JUjaMeTap, CBUX MHTErPaJI-
HUX IUPKyIaHTHUX rpadosa G, (D) garor pejga n U KapIUHAJIHOCTH CKYIIa
nemmiana |D| = k, jeqnak r(n) . OBaj pesysrar IUPEeKTHO UMILIUIAPA A
cy aujameTpu rpadoBa y 0BOj KJiacu rpadoBa Mambu Win jegHaku 2k, u3
Jera 3akJbydyjeMo Ja Hu rpanuna (3.26) muje moctmxkua. lasbe HaTaznMo
cee G, (D), |D| = k uuju je nujamerap jemnak r(n). Pasmarpamo unTe-
rpaJine nupkyaantHe rpadose G, (D) takse ja mocroju npoct 6poj p; Koju
He Jienu Hujempan d € D u j0Ka3yjeMo Ja je MaKCUMaJHU JijaMeTap OBe
kjace rpadosa jeanak r(n). Hakon kapakrepusaiuje CBUX €KCTPEMATHUX
rpadosa, Takohe oxpehyjemo cse G, (D) TakBe ma MocToje MOCTOjU IIPOCT
6poj p; Koju He nesn Hujenan d € D uuju je qujamerap jennak 2| D]+ 1. Osa
kjaca rpadosa reHepanusyje npumep gar y Teopemu 5 u3 [63]. Konauno,
onpehyjeMo MakCUMAaJHK JInjaMeTap HHTErPAJIHUX IUPKYJIaHTHIX IrpadoBa
G, (D) maror pejia n M KapJAMHAJIHOCTU CKyTta jewiana t < k | npu demy
ce KapaKTEepHIly CBU eKCTpeMaJIHu rpadOBU. 3alpaBo MOKa3yjeMo J1a MaK-
CHMAJIHU JujamMerap MoxKe mMmaru Bpenmocra 2t, 2t + 1, r(n) m r(n) + 1y
3aBUCHOCTH OJ BPEJIHOCTH ¢ ¥ N, KAo IITO je To jaro y jeanakocru (3.41).

Hexka je G, (D) nosesan rpad ca MakKCHMAJHUM JIUjaMETPOM y KJIach
rpadosa pena n u D = {d;,ds, ..., d}.

Hexka je D' npoussosbHu mozckymn ckyna D, tako na je nzd({d | d €
D'}) = 1. I'pad G,(D’) je nmosesan u jacuo na je noarpad ox G, (D), na
BayK1

diam(G,(D)) < diam(G,(D")).

[Tomro G, (D) mma makcumannu gujamerap, umamo diam(G,(D’)) =
diam(G,(D)). 3aro hemo mahm makcumasHn aujamerap MeDy cBEM rpa-
doBrMa Tako Ja 3a CBaKU IpaBu MOACKyI gejmiana D' C D Baxu Ja
nzd({d | d € D'}) > 1 (rpadosu G, (D’) uucy nosesanu). Ilrasume, u3
HOCJIe (e TpernocTaBke ciean ja je ged(dy, ..., ds_1,dsi1,...,d) > 1 3a
cBakn 1 < s < ¢, a u3 nmoBesanocru G, (D) umamo nzd(d,ds, ..., d;) = 1.
Jakme, 3aK/byIyjeMo /1a 3a CBaKO S IIOCTOJH IIPOCT JEJIUJIAIl P;, TPUPOTHOT
Opoja n TakaB ga p;, {ds mwp;, | d; 3a cBe 1 < j#s <t

Nwmajyhm y Buty HaBeileHO MOXKeMO jeduHIcCaTH OMjeKTHBHO MTPEC/INKa-
Baibe

fddy o dey = Apis i)
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nomro ds, # ds, mMumnupa p;, - # pi,,. KoHa1no, 3akspydyjemo Ja 3a
cpaku genuaall dg, 1 < s < t, BaxKn

(3.27) pi, 1 ds
(328) pil?"‘7pis—17pis+17'“7pit ‘ ds-

Y ocraTKy ojie/bKa MOXKEMO IIPETIOCTaBUTH Ja Jejmonu rpada G, (D)
33/10BOJHABAjy TOpIhe pejalyje, OCUM KaJjia TO HUje Jpyradrje HaBe eHO.

Y ciieneheM mpuMepy IMOKa3yjeMO KaKO ce IIpeTpara 3a MaKCUMAaJHU
nujamerap Mely cBuMm rpadoBuMa pega n = 12 MoOXKe Cy3UTH Ha Camo
oHe ca cKynoMm jenmiania D’ koju 3aj0BosbaBajy cojersa (3.27) u (3.28).
Jlako je Bumerm ja mmamo camo jBa TakBa npumepa ckymna D' = {23}
u D' = {3,4}, a nujamerpu rpacdosa G12({2,3}) u G12({3,4}) cy 2 u 3,
pemom. Mehyrmm, mqujamerap rpada Gi2({3,4,6}), kao npumep rpada Koju
HeMa cBojcTBa (3.27) u (3.28), He Moke dutu Belim o7 IujaMeTpa MpeTxoIHa
nBa rpada (ciauka 15).

S ] -
7N
N

e gl

Ciuka 15: I'pad G12({3,4}) ca nese u rpad G12({3,4,6}) ca necue crpane
Ydju Cy JWjaMeTpH jeHAK! 3 U 2, PeJioM, NPeJCcTaB/bajy KaHIuJIaTe 3a
MaKCUMAaJIHU JujaMeTap y Kjacu rpadosa ca 12 aBoposa.

[Moxcernmo ce ma cy asa usopa a u b u3 Gy(di,ds,...,d;) cycemnn
ako u camo ako je nzd(a — b,n) = d; 3a wexku 1 < i < t. Yaumajyhu y
063up Jja je rpad G, (D) YBOpHO-TPAH3UTUBAH, MOKEMO ce (POKYCUPATH HA
npou3Bo/bHE YBOP (Ha npuMep 0) U KOHCTpyHcaTu Hajkpaliu 1myT oJ1 YBopa
0 s10 dusto kojer mpyror uBopa 0 <[ =|a —b| <n — 1.

YKoamKo ycrmeMo ga Habhemo pememe x = (21, T, . .., x,) CUCTEMA

1+ 22+ --+z, =0 (modn)
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nzd(z;,n) = dp@),

3a 1 < i < ¢q u Heko npecamkasamwe h : {1,...q} — {1,... t}, orma Mmoxkemo
KoHcTpyrcaTu myT o 0 10 [ qy»KnuHe ¢ KOju IpoJasu KPOo3 YBOPOBE

0,71,21 +T2,..., 21 + X2+ -+ + T4

Pemema ropmer cucrema KOHTPYEHIINjCKUX jeTHAYNHA MOYKEMO TPazKu-
TH KaO pelemne ciiejieher eKBUBAJIEHTHOT CUCTEMa KOHI'DYEHITN]CKUX jeTHA-
qUHa

(3.29) dyyy +doys + -+ dyyy =1 (mod n)
ca OrpaHUYeHIMA
(3.30) nzd(d;y;,n) = d, 3a 1<j<t,

Ije CBaKH cadmpak d;y; oarosapa jemHoM min Bumre x;. IIpumermmo ma
HeKH of y;, 1 < j < t, Mory OuTH jeqHaKH HYJIM U y TOM CJlydajy He
pa3MaTpamMo JOTHYHO orpaHuderse cucrema (3.30).

VY cnenehoj meMu J1oka3yjeMo Ja je ropma IpaHulia gujaMerpa rpada
Gn(dy,day ... dy), 3a t = k, jemmaka k + |[{i oy > 1, 1 < i < k}| n 1y
BPEJIHOCT Y JIAJbeM TEKCTY O3HadaBaMo ca 7(n).

JIema 3.10. Jujamewmap paga G, (dy,ds, ..., dy), ige D = {dy,ds, ..., dy}
3agosonasa ceojcttisa (3.27) u (3.28), je marou uau jegrak r(n).

/loxas. Kako je nopenak nenunaia y D npousBosbaH u [ 3aJ10Bo/baBa
(3.27) m (3.28), MOXKEMO [IPETIIOCTABUTH Oe3 TyOUTKA OIIITOCTH 114 je iy = S,
3a 1 < s <k.3at=k, permaBamo cucrem jegHadusa (3.29), 3anucyjyhu ra
y cienehem odauKy

(3.31) dith +doyo + -+ diyr =1 (mod p?j) 1< <k,
y3 OrpaHmvenha

nzd(d,y;,n) = d, 3a 1<j5<k.
[locnenmwa jegnadnua je eKBUBAJIEHTHA CA

(3.32) nzd(y;, dﬁ) =1 = pity;, ako Sy, (d;) < a;,1 <i<k.
J

s (3.27) mmamo S, (d;) = 0 < a; u Baxkn 12 je p; { ¥
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ITrapuie, kako je nzd(d;,p;’) = 1 onasze ciemu

yj = (l—p;t)-d;* (mod pi’),

rjge cMo ca p;t osHauwmim diyp + - + dj—1yj—1 + dipyip + oo+ die
IIpumernmo Ja je jeuHM yCJI0B KOjU Y; MOPa Jia 3a8JI0BOJ/bU Taj Ja y; He
MOKe OUTH JIeJbUBO Ca Dj, KAKO CMO Bell IPeTXOJHO JUCKYTOBAJIN.

Axo p; me nemm [, MOXKeMO JUPEKTHO U3PAUyHATHU Y; KOje HHje JIeJbUBO
ca p;. IIpernocrasumo cana ga p; gemnn [.

Ba o =1, u3 p; | | mmamo

yi=(—pt)-d;' =0 (mod p)?).

Ha ocnoBy mpeTrxoiHor BUIUMO Jia He YKJ/bydyjeMo oBaKBe cadupke d;y; y
ropmu 30up (y CyIpOTHOM J00MjaMO KOHTPAJUKIMH]y Ca YCJIOBOM P; { Uj).
OBo ycrBapu 3Ha4n Ja MOXKeMo cTaBuTH y; = 0 (OZHOCHO UTHOPHCATH OBaj]
cadupak), IIa y 0BOM Ciydajy He pasmarpamo yciaos nzd(d,y;,n) = d;.

3a o > 1, mpermocTaBuIMO

(3.33) yi=(—pit)-d;' =p" s (mod pj’),

rae p; 1 s. 3a ; = a;, MOKEMO CJIMYHO H30CTABUTHU cadupax d;y; u3 30upa.

Axo je B < aj, ouna y; = 0 ounryielHO HUje pellee KOHI'PYEHIIN]CKe
jemnadune. Mozkemo cajia y; pa3ioKuTH Ha 301D JiBa cabupKa y; + ¥ Koja
cy 0da y3ajaMHO IIPOCTa Ca Pj, a HUXOB 301D je jeHaK pfj - S TI0 MOJTYJTY p?j .
Ogo ce j1axo Moxe ypajuTu ofadupom y; = 1 u yj = pfj - s — 1. 3bor Tora
MOZKeMO HallUCaTH cadbupak d;y; Kao 30up JiBa CadUPKa KOjU 33/10BOJbaBa]y
yCJIOBE

dj-1+d;-(p s —1).

To snaunm ga cy 3a mpocre dakTope Umju Cy crenenn o; > 1 morpedme
JiBe TpaHe jia ducMo KoHcrpymcasau myT ox 0 710 | Kaja Baxku pfj Il — pjt,
6]' < Q.

Konagno, 3ak/pydyjemMo j1a ako KeJuMO J1a KOHCTpywuiremo myT o 0 1o
[, 3a mpou3BoJbaH [, Tpeda HAM HajBUINE je/THA TPaHa KOja OJroBapa MOLYJIY
Dj, aKo je «; = 1, u HajBuIle JiBe I'PaHe KOje OJIroBapajy MOAYILY pj, aKo
a; > 1,3a ceaku 1 < j < k. To 3uauu ga je diam(G,(d1,...,dy)) < r(n).

]
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VY cienehoj Teopemu mokasyjeMo Jia je MaKCUMAJIHU JgujameTap rpada
G, (dy,da, ..., d;) 3a t =k jennak r(n) u KApaKTEPUIIEMO CBe eKCTPEMAJIHE
rpacdose.

Teopema 3.24. Makcumanru gujametmap ipagpa G, (dy,ds, ..., dy), 1ge ckya
geaunaya D = {dy, ds, ..., dy} 3agosomasa ceojctuisa (3.27) u (3.28), je jeg-
nak r(n). Jegnakoci eastcu y caegeha gea cayuaja:

i) axo je oy > 1 onga Sy (d;) > 1,301 <i#j<k

i1) axo jen € AN+2 u dy € 2N+ 1 onga Gocmoju wawno jegarn 2 < j < k
waxo ga p;jldy, Sp,(d;) > 1, 3a2 < i <k, a octliaru Upoctiu Parimopu
m (1 <1 #j < k) sagosonwasajy Sy, (d;) > 1, axo je oy > 1, 3a

1<i#1<Fk.
Jlokas. Tlomro je mujamerap G, (dy,ds, ..., d;) Mawn win jeasax r(n),
rjae ckyn gemmnana D = {dy,ds,...,dy} 3amoBomasa csojcrBa (3.27) u

(3.28), mpema Jlemu 3.10, y mpBOM Jlesty Jl0Ka3a aHAJIM3UPAMO Kaja rpad
uma aujamerap Mamu of r(n). U3 (3.33) 3akspydyjemo ma je To cirydaj Kaaa
je ycmo I — p;jt =0 (mod p?j) 3a/I0BOJbEH, 3a oy > 1 m p; | I

Youumo sa cyma p;t Moxke Ooutn 3anucana y ciejaehoj dopmu

(3.34) Pty + - +ty,) + i (tuyg1 + - + i),

rne uj = [{d; |t € {1,....5 — 1L, j+1,....k}, pilldi, diyi = pitit] m
p;j {ti,... ty,. U3 (3.32) 3axspydyjemo ja je 3amuc y oBoj (opMu 3amcTa
yBeK MOryh Iomrro BaxKu pj { yi,...,%u,, jep 1 = Sp,(di) < ay, 1 <@ <

u;. IIrasuimre, momTO y3uMaMo y OO3UD BpPeTHOCTH d;y; 1O MOJYJLY p?j,
MOYKEMO HPeTIIOCTaBUTH, 0e3 IyO/berba OMIITOCTH, a je Sy, (p?ti) < a; 3a
uj +1 < i < k, nae diy; = pit;. Y oBoM ciydajy, Ha ocHOBY (3.32) Mopa
ouru p; 1 y;, 3a cBako 1 <i < k.

IIpernocraBumo Hajupe ga je u; > 2. Umamo na je I —p;t =0 (mod p?j)
aKO M CaMO aKO

! o
(3.35) ti+ -ty + ity + o 1) = 0 (mod p;” ).
j

[IraBumre, kako je Dj J( t, BuamMoO Ja t; Mopa Jia 33/I0BOJbaBa ciegehn cu-
1

creM t; = pij —ty— - —ty, — pj(tu41+--- +tr_1) (mod p?] ) mty £ pjs

(mod p?j_l), 3a Heko 0 < 81 < p?j_z. ITonoBo, momTo Takohe Bazku p; { to,

nodujamo ty # {pL] —t3 — o =ty — pj(tu,41 + - F te_1) — DjS1, PjS2)

—1 —2 .
(mod p?] ), 3a HeKO 0 < 59 < p;-” . Haxie, axo je p; > 2 moxkemo Hahu
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BPETHOCT ty IO MOIYITY p?j - KOje je pelleme CUCTeMa YKOJIUKO y3MEMO
NIPOU3BOJbHE BPEJIHOCTH 3a U3, ...,lk—1 IO MOIYIY p?j - (BpemHocT t; 1O
MOJTYITY p?j ~ ce MOKe OuMIIIEHO M3pAYyHATH HAKOH yBPIITABAbA BPE/I-
HOCTH 19, ...,t5_1). AKO je p; =2 & pLj —t3—---—ty; € 2N+1, He MmoxkeMO
nahu merrapmo ¢y Koje du 0o pereme cucreMa. 3a TakKBO [, HA UCTU HAYUH
MOZKEMO IIOKA3aTH 13 CACTEM dl(yil) —I—y§2)) +doyo+- - A dj1yj—1 +dj 1Y+

<+ dpyr =1 (mod p?j), Pt ygl), y§2), Yoy« Yi, IMA PEIICHHA HEIOBUM Pe-

nyKoBameM Ha GopMy b + 1] +ty + - + by, + Pty + - F 1) = pij

(mod p;’ ). Jlakue, y 0BOM cilyuajy noTpeSHe Cy JBe IpaHe 3a 1eJ10Be IyTa
oxn 0 1o | koju oproBapajy MOLyIHNMa py H pj;, nomro | — p;t =0 (mod pj‘j)
u y; = 0. Konauano, 3akspydyjemo na je amjamerap Mamu ox r(n), jep je
r(p") +r(p;’) > 2.

Hexa je cama u; = 1. Ako je p; > 2, c/In9HO Kao y IPETXOJTHOM CJIy-
vajy ucnuryjyhu cucrem dl(yg) + y§2)) +doyo + -+ dj_1yj—1 + djyi +
<o+ dpyr = 1 (mod p;xj) (mro omroapa cucremy ¢ + t3 + p;(ta + - +

tp1) = pij (mod p?jfl)) up, Ty%l), y§2), Y2, - - -, Yk, BUIUMO J1a MOXKeMO Hahu
t1, 13, ta, ..., tpy Taxse ga je [ —p;t = 0 (mod p;’) u 3aT0 MOKEMO CTABH-
tu y; = 0. [raBuie, xako py | da, ..., d; Baxnu ga je dl(ygl) + y§2)) =1

(mod p;) m ako cy obda yil)hyf) # 0 oHJa 3aKJbydyjeMo Jia 3a p; = 2
u |l € 2N + 1 mapHocT JieBe M JIeCHE CTpaHe jeJHAYMHE je PasJInduTa
(p1 1 yil), y?)). Hakne, y oBoM ciiydajy morpedHa je jeaHa I0JaTHa TpaHa u
3aTO HajBUIIE TPU I'PaHE 34 JeJIOBe IIyTa Unja je MyKUHA jeTHAKA JTujaMeTpy
ozroBapajy MoiyauMa p; u p;. KoHadno, 3ak/bydyjeMo Ja ce MaKCHMAJIHU
nujamerap rpada Moxe goctulin ako je BpegHoct r(plt) + r(p?j) jemnaxa
3 W OBO je cJIydaj ako W caMo akKo je ag = 1.

Axo je p; = 2, Beh cmo soKazamm 1a 3a pij € 2N cucrem t1 + 5 4 p;(t2 +

et tyy) = pij (mod p?j_l), p; 1t1, 1 nma pememe (caydaj u; = 2) 1 3aT0
je l —pjt =0 (mod p?j) (y; = 0). Pasmarpajyhu cucrem mo momymy pi,

MoxkeMO Halin yg), y£2) KOJU HUCY JIeJbUBU Ca P U ygl) + y£2) = (I —pot)d;?,

rue je plt, = d2y2 + ...+ dj—lyj—l + dj—l—lyj—i—l —+ -+ dkyka Jep je P11 > 2.
Y oBOM ciIydajy moTpedHe cy HaM HajBHIIE JBe IpaHe 3a jejoBe 1myTa o ()
10 | xoju omorsapajy mMomyiuMma p; u p; (aujamerap oBor rpada He MOXKe
JTOCErHyTH BpeaHOCT 1'(n)). AKo je pij € 2N + 1, npernocraBumo Ja p; 1 [,
OHJIa aHaJIM3upameM cucreMa diyy +doys + -+ +d;_1y;—1 +dj1Yj + - - z+

dryr = 1 (mod p;”) (o oxrosapa jemHauuHu ty + pi(ta 4 -+ + tp_1) = o

(mod p?j_l)) ap; 1 Y1,Y2,--.,Yk Bugumo ga t; € 2N 4 1 3amoBospasa
crnenehu cucreMm t; = pij — pj(tu41 + -+ + tx—1) (mod p?jfl) uty # pjs
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(mod p?j_l), 3a HeKko 0 < 5 < p?'i_Q. HlItapumre, y; = (I—pit')d;" (mod pf*)
je pelerbe KOHTPYEHIINjCKe jeTHadnHe 1O MOJYJIY pi, Ia HAM je y OBOM
ciydajy morpedHa jeana rpana 3a jgesone myTta of 0 10 | Koju omrosapajy
MOJLyJIUM& D1 U P; (ﬂﬂjaMeTap oBor rpada He MOXKe Ja JIOCETHE BPEJTHOCT
r(n)). Konauno, ako je - € 2N+1up, ] [, cnenehn cucrem MoXKe ce CIIUIHO

pemaBatu dolys + -« - - + d (yj + yj) + -+ dpyr =1 (mod p] ), pj Ty] ) yj~

Ilokazaau cmo ga ako je u; = 1, n € 2N u l,dy € 2N + 1, MmoxeMO

)+y§)+y(3))+d2y2+---+

3
diayi 1+ diayin + -+ diye = 1 (mod p7), pitui )yt ol v, e
Younmo na axo je uj =1lm p]||d1 MoKkeMo Tponahin pereme cucrema
KOHI'DyeHI[H]a, dl(y + ?J(Q) + )+ doys -+ dj1yj—1 +djyj + -+

2
dryr =1 (mod pj N, pit y1 ,yi ), yg ),yQ, ., Yx. OZaBme ciaean ga MOKEMO

craBuTd y; = 0 U 3aK/bYy9IUTH Ja Cy HaM IOTPeDHE TPU IDaHe 3a JEJIOBE
IIyTa KOJU OJIOTBapajy MOJYJIUMa pi, p; U Pj, & JYzKUHA OBOTI' IIyTa HE MOXKe
na gocerte oy BpemHocT 1(n). VeTm 3ak/bydak BayKu 3a BHINE O] JBA
mpocTa pakTopa.

nponahu perremne cucreMa KOHIPYEHITHja dl(y1

U3 ropme auckycuje 3ak/bydyjeMo Jia JdjaMeTap MoxKe JIocTuhu Bpej-
noct 7(n), ako je Sy, (d;) > 1saa; >1miec{l,....,75—1,j+1,...,k}
(ciygaj u; = 0). ¥ joIr jeaHOM CiIydajy BPeZHOCT 7(n) MOXKe OUTH IIOCTHT-
HyTa, a To je ako Baxku Sy, (d1) =1 < S, (d;), 2 <i < kwup;,d € 2N+1,
3an € AN + 2 (cay4aj u; = 1). Cazna gokasyjeMo ma mocToju 4BOp [y TAaKO
na je pacrojame o 0 710 ly jemHako r(n) y oda HaBeleHa CiIydaja.

Y npBoM ciaydajy, Mmoxkemo Hahu [y n3 cucremMa KOHI'DYEHIINjCKUX jeTHa-
qnHa, 3a cBakn 1 < j < k,

lo=-1 (mod pj) aKo o = 1

lo=p; (mod p;’) ako o > 1.

3a cBako 1 < j < k Tako za je oj = 1, moTpedan HaM je HajMarmbe jelan
cadbupak d;y; y peupesenrtanuju (3.31) dpoja ly momro ly # 0 (mod p?j)
U CBU ocTayu d; Cy Je/bUBU Ca p?j 3a i # j. Ca gpyre crpane, 3a CBaKO
1 <j <k rtako ma a; > 1 He MOKeMO UMaTH Ta4HO jeJIlaH TaKaB CabUpaK,
unade Sucmo mvamn d;y; = lo — pit’ = p;s (mod pj‘) u pj Y s, mro on
Omta KOHTPaJUKIMja IOMTO p; { d;y;, Tae je pjt =dy1 + -+ dj1y-1 +
d;j1Yj41+ - - -+ dpys. Ilpema Tome, moTpedna cy HaM HajMarbe JBa CadUpKa
3a a; > 1.

Y npyrowm ciaydajy Hajmasumo ly u3 ciesieher cucremMa KOHIDYEHITN)CKIX
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jeHAYNHA

lo=-1 (mod p;) ako a; = 1
lo = p? (mod p;”) axo S, (dy) =1 < Sy (dy), 2<1<k
lo=p; (mod pj) ako o > 1, i # J.

Ocraje 1a moKaxkeMo Jia Cy IOTpedHe JBe rpaHe pa3Marpajyhn momyme
p?j, 3a pj,dp € 2N +1m S, (dy) =1 < Sp,(dy), 2 <1 < k. Baucra, ne
MOKeMO Hahu TayHO jeJaH TakaB cadUpak, jep OM y CyHpPOTHOM HMAJHU
djy; = lo — pjt = pjs (mod p3’) u p; { s, WTO je KOHTPaIUKIMja yCiIes
p; 1 d;y;-

OsuMm J0Ka3yjemo Ja je aujamerap rpada G, (D) y oBuM ciaydajeBuma
Behn nwm jeguax ox r(n) u 3aro je diam(G, (D)) = r(n), dume KoMmILIeTH-
paMo JI0Ka3 TeopeMe.

O

JlajeMo HEKOMKO TIpuMepa KOoju WIycTpyjy Kako ce Teopema 3.24 mpu-
Memyje Ja du ce yrBpauio ga qm gujamerap rpada G, (D), |D| = k, mo-
cruxke r(n).

i) Akojen =2%2.3%-5u D = {32.5,2%2.5,22.3%} ouna diam(G, (D)) = 5,

cx0/IHO TpBOM ety Teopeme 3.24 u 3aTo aujamerap rpada JTOCTUZKE
r(n).
Takobhe hemo mzpadynatu gujamerap G, (di,ds,d3) 3a n = 2%-33 .5,
di =3%-5,dy =2%-5uds = 2% 3% 1a om mwrycTpoBaam MeTole U3
nokaza Teopeme 3.24. 3auncra, 3a dmwio koju 0 < | < n—1 nokymrahemo
Jla pemumMo jeaHauwny y ciaemehem odmuky diy; + doys + d3ys = |
(mod n), ca orpammuemuma nzd(d;y;,n) = d;, 3a 1 < j < 3. OBo je
€KBUBAJICHTHO cJiejeheM cucTeMmy

1 = (I —dyyo —dgys) -d;' (mod 2%)
yo = (I —dyyr —dsys) - d;l (mod 33)
ys = (I—diyy —dagp) - dg'  (mod 5),

rie je 24 y1, 31 y2 m 54 y3. Ao 2 { | oHZIa MOXKEMO JTUPEKTHO U3pady-
Hatu ;. Coamano ako 3 1 [ wam 5 1 [, MOXKEMO JIMPEKTHO M3padyHaTH
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i)

i)

iv)

yo wm y3, pepom. Konkpernuje, ako 2 11, 311 u 5 1 | 3akspydyjemo
na je pacrojame n3mehy 0 u [ jemaako 3.

Axo 22 | | — doyy — dsyz wim 33 | | — dyyy — dsys w5 | | — dyyy — doyo
OHJIa JT0dMjaMoO J1a je pelreme oiaroBapajyhe jemnaunmbe y; = 0 wim
yo = 0 wm y3 = 0, pegom. C apyre crpane, ako 32|/l — dyy; — dsys
wm 3|l — dyy; — dsys He MoxkeMo poHahn Yo Koje 3a/10BO/baBa TOPILY
KOHI'DYEHIM]CKY jeJTHAYNHY Tako Ja 3 1 yo. Mebhyrum, 3a Takso I
mocToje Yy, U Y4 Taxsu Aa je yh + vy = (I — diyy — dsys) - dy ' (mod 3%)
u 3 1 yy,yy. To 3uaum ma cy Ham morpedHe JBe TpaHe @ OUCMO
koHcrpyucasu myT o 0 1o [ kaga 32|l —dyy, —dzys nm 3|[l—dyy, —dsys
Koje oroBapajy moay.ty 3°. Comano, ako yamemo 2|1 — days — d3ys 1a
oucmo KoHcTpyucasm myT ojx 0 1o [, morpedHe cy HaMm JiBe I'paHe Koje
onrosapajy moayry 22. Komauno, pacrojame m3mehy Omiro koja asa
YBOpA je Mame WIN jeJIHaKO 5. Ha OoCHOBY ropme aucKycuje MOKeMO
n3adpaTu [ Tako Ja je

I = —1 (mod 5)

3 (mod 3%)
| = 2 (mod 2?)

o~

u u3paaynaru ja je | = 354 kopucrehu Kunecky TeopeMy o ocramuma.
Crora 3ak/pydyjeMo 1a je pactojambe uamehy 0 u [ jeanako 5.

Akojen =2-3%-5u D = {3-5%2-5% 2-3?} onna diam(G, (D)) = 5,
300r mena ii) Teopeme 3.24, jep mocroju Ta4uHo jegan p; = 3 | d; Takas
na je Sy, (d1) =1 < Sy, (ds3) mdy € 2N+ 1, 3an € 4N+ 2 u qujamerap
rpada je jeanax r(n) = 5.

Akojen=2%.32.5-TuD={3-5-7,22-5-7,22-32.7,22.3%.5}
ouma je diam(G,(D)) = 5 (mame ox r(n)), momro je n € 4N nako
cy ocramm yciaoBu u3 zena ii) Teopeme 3.24 3amoBosbenu. Ca japyre
crpane, mormro Sy, (n) > 1, 3a pr = 3, u Sy, (d1) = 1, 3akmpydyjemo na
IPBU JICO TEOPEME HHUje 3a10BOJbEH.

Axkojen=22-3-5-TuD=1{3-5-7,2-5-7,22.3-7,2%2.3-5} onya je
diam (G (D)) = 4 (mame of r(n)), TOLUITO Cy CBH yCJIOBU U3 Jeja i)
Teopeme 3.24 3amoBosbenu ocuMm Sy, (dy) > 13ap; =2udy =2-5-7.

Akojen=2-32-52.7?uD={3-5-7,2-5%.7%,2.32.7%2.3%. 5%}
ouna diam(G, (D)) = 5 (mro je mame oz r(n)), HOIITO je YCJIOB U3
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nena ii) Teopeme 3.24 33/10BOJbEH 3a BUIIE 01 jeTHOT JeJHoIa (Y OBOM
cilydajy 3a Tpu Jenmona p; € {3,5,7}).

Takolje, MOXKEMO IUPEKTHO 3aK/bYUNTH Ja Y KJIACU CBUX IpadoBa JaTor
pena n u k—eneMeHTHUM CcKymnoMm [) He MoxKeMO IpoHahm mpuMmep 3a KOju
diam(Gy(dy, - .. ,dx)) = 2k+1, momrro je diam(G,(dy, ... ,dx)) < r(n) < 2k.
Haxite, y oBoM cirydajy ropma rpanura of (3.26) Huje JOCTHKHA.

Jlema 3.11. Hexa je d tpoussonmru geaunay, og n. 3a ceaxo l gewuso ca d
TOCUWoje Y1 U Yo WAKESU

dy1 +y2) =1 (mod n), axo g €e2N+1

dly1+y2+1) =1 (mod n), a%o%GQN

unzd(dy;,,n) =d, 1 <i<2.

/loxas. Hamazumo penpesentanujy [ y caemehem odmauky dy; + dys = 1
(mod n) Tako ga je nzd(dy;,n) = d, nzd(dyz,n) = d u g0Kazyjemo Ja pe-
npesenTtanyja | mocroju axo je 5 € 2N+ 1. 3anpaso Mopamo Jia nponahemo
Y1 M Yo Tako 1a je 41 + yo = L (mod 2), nzd(y:, %) = 1 u nzd(y, %) = 1.
Heka je cama p; mpomsBosbaH Jenmialn of 5 Takas jga je S, (%) = o
PermaBamem ropmer cucreMa KOHIDYEHIIMJCKUX jeHAYNHA 110 MOJYILY Py’
nobujamo Jia je y1 = 5 —yp # piu (mod pf) m yp # 0 (mod p;) (mro je
eKBUBAJICHTHO ¥y Z p;v (mod po)), 3a 0 < u,v < pf~ ! — 1.

Kouano modmjamo y» # {p;v, L — pu} (mod pf"), ma ce name moxe
3aKJbYIUTH [[a MAKCHMAJHU OPOj BPEJHOCTH Yo MOJYJIO P;* KOjy OBaj OPOj
He MOXKe y3eTH, jeJHaK je 2pf‘i_1. OBaj Opoj BpeaHOCTH je Mamu 01 Opoja
ocTaTaka o MOAyy p;', 3a p; > 2. To 3Haum ma oBaj CHCTEM HUMa pPeIere
y oBoM ciy4ajy. llpermocrasumo cama na je o € 2N. ¥V ciayvajy kamga je
Pi = 2 MOXKEMO YOUHUTH J[a TaKohe IMoCToju s 1Mo MOIYIY p;* aKo é € 2N.
IraBurre, 3a p; =2 n é € 2N + 1, Beh cMo 3ak/byImsIn j1a MOCTOjE Y1, Yo €
2N+ 1 raksu 1a je dy; +dys = | —d (mod p{) (npumernmo na je =4 € 2N),
na 3aro penpesentaryja dy; + dys +d =1 (mod n) mocroju, Mo ycIoBIMa,

nzd(dy,,n) = d u nzd(dy,, n) = d.
[
Teopema 3.25. Hexa je diam(G,,(d1,...,d;)) =d > 2. Ban' > 1 wakso

ga je nzd(n’',m) = 1 sasrcu

/
(3.36) diam(Goy (dy, ..., dy)) = { d+1, n' €2N

d, n' € 2N+ 1.



Jloxas. Heka je djy1 + dyys + - - - + dLys penpesenranmja opoja 0 < [ <
n'm — 1 mo mMomyny m Koja 3amoBosbasa yciaos nzd(d;y;,m) = dj, e je
0<s<dud e{dy,...,di}, 1 <j<s.

Caga hemo ucniuraT Koje JI0JaTHE yCJI0Be OPOjeBU Y1, Yo, - - . , Ys MOPA]Y
3aJI0BOJbUTH pa3dMmaTpajyhu ciaemehn cucrem

dyyr + dyys + - +dyys =1 (mod mn')
nzd(d;-yj,mn’) = d;, 1<j<s.

Homrro Baxkm ma je nzd(n',m) = 1, nzd(d,y;, m) = d; n dyy, + dyys +
-++dLys =1 (mod m), 3akspydyjemo jia je J0BoJbHO poHahn y1,ys, . . ., Ys
TaKBe Jla 3a CBakW p; | n’ BaXxu ja je

(3.37) 1+ doys + -+ diys =1 (mod n')

rje u o3HavaBa OpOj Pas/IMUYUTUX IIPOCTUX (akTopa o1 n/'.

Hexa je s = 1. U3 (3.37) u (3.38) ciemu ga yenosu yy = d; 'l (mod po)
uy; Z 0 (mod p;) mopajy durtu 3a0B0/beHH, 38 cBako 1 < i < u. MehyTuwm,
ako p; | | oHza cucreMm Hema periema ma MO}KeMO HaCTaBI/ITI/I ca pasmarpa-
IHEM penpesenTanyje opoja [y 00Ky dlyl + dly1 = [ (mod m) Tako ga
jorr Bazku nzd( 1y§ ), m) =dj u nzd(dﬁy% ), m) = d}. Ha ocuoBy Jleme 3.11
OBaKBa, PEIPE3eHTAI]a ITOCTOJU aKO d, € 2N+ 1. [IIraBure, kopucrehu nc-

TO TBpheEmbe 1mocToju penpe:aeHTauHJa opoja [ y obyuky dly1 +d1y12)—|—d’1 =1
(mod m) Tako Ja je nzd(d’ly1 ,m) = dy u nzd(al’ly1 ,m) = dj, ako je
d’1 € 2N.

[Ipumerunmo 1a je s = 0 ako u camo ako je [ jpe/puBo ca m. To 3Ha4M J1a
d;j | l3a1<j<tu crora MOKeMO IOCTYIIUTU Ka0O y IPETXOIHOM CIIydajy
TakKo ITO heMo mpoHahn pempe3eHTalujy of [ 10 MOIYJIY 1M ca JABa WIN
TpU CadUPKa Y 3aBUCHOCTU OJI ITAPHOCTH M.

CaJa, y HACTaBKy [OKa3yjeMo Jla 3a CBaKy pernpesentanujy d;y; + dsys +
~+dys =1 (mod m) ca orpanmaemuma nzd(dy,, m) = d; u s > 1 nocroju
perpesenTaiyja (3.37) o orpanndemnumMa (3.38) ca s uian s + 1 cabupkom
(y saBucHOCTH 0J] mapHOCTH Opoja n'). 3amcra, 3a OUIO KOjU MPOCT OPO]
pi | n (1 <i<wu), raeje S, (n') = o, nmamo ma je nzd(m,p;) = 1 mro
nMiumnupa ga je nzd(d;,p;) =1, 3a 1 < j < t. Jakue, u3 (3.37) u (3.38),
3aKJbydyjeMo J1a je

(I —dyyo — -+ —dys)dy " (mod p)

i—1

(2
U1

RSl

piv  (mod pi), 0 <wv < pf
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U3 osa apa ycsosa npoumsunasu g (I — dyys — - — dlys)d "t # piv
(mod p), 0 < v < p~!, omakie game m06mjaMo

yo # (I—dyys— - —dys — pidiv)dy * (mod p)
yo Z pw (mod pi), 0 <w < pfit

[omTo v m w Mory y3ern p ' BPEIHOCTH, 3aK/byHyjeMO [a je Mak-
cuMaJiaH OpOj BPETHOCTH MO MOJYJIY P;’ KOje Ys HE MOXKE y3eTH jeJHaK je
Qp?i_l. Osnaj b6poj je ounrieHO Mambu 0J] Opoja ocTaTaka 1Mo MOMLYIY p;* 3a
p; > 2, ofakJie Jajbe 3aKbydyjemo ja ako je n' € 2N 4+ 1, ma oBaj cucrem
KOHI'PYEHIIM]CKUX jeJIHAYNHA UMa PeIIerhe 110 MOJLyIy /.

Axo jen’ € 2N u p; = 2 onya (3.38) ummuurupa na cy yi, . . ., ys € 2N+1
u Kako cy di, ..., d, nemmoru on m € 2N+ 1 takohe Baxku 1a je d), ..., d. €
2N + 1. C apyre crpane, ako uzabepemo | # s (mod 2), oHIa 1001MjaMO
na je djiy + dyis + -+ + dliy = s £ | (mod 2), mTo je KOHTpaJUKIHja.
OBo 3HaYM J1a He MOXKEMO Jla HAIIPABUMO perpe3eHTanujy [ momohy s > 0
cabupaka KOju 3aJI0BOJbaBajy CUCTEM KOHIDYEHIMjCKUX jeaHaunua (3.37)
u (3.38) 3a n’ € 2N u [ takaB na | # s (mod 2). Mehyrum, nomro je
[ #1—d| (mod 2), mocroju pernpesenranuja ca s cadbupaka opoja | — d| u
OTyJIa TIOCTOjU perpe3eHTalnja ca s + 1 cadbupkom 0poja | Taksa ja | Z s
(mod 2).

U3 ropme muckycuje 3akbydyjemo ga je 3a n' € 2N 4+ 1 (m € 2N)
mujamerap rpada G, (di, ..., d;) jennak max{3,d} = d. C apyre crpase,
ako je n' € 2N (m € 2N + 1) mujamerap rpada G, (di,...,d;) je jemHak
max{2,d+ 1} =d + 1.

]

Hamnomena 3.1. Ilpumetiumo ga je 3a xomunewiar ipad G, (D) guja-
mewap papa G (Dy) jegnax 2 axo je n' € 2N + 1 w jegnax 3 axo
n' € 2N. Bauctwia, Gowwo 3a ceaky IPany UV TWOCWOju TYW U — W — v,
saknpyuyjemo ga 3a ceaxo 0 < I < m — 1 Goctwoju petpesenimiavuja (3.29)
o mogyay n Ha § = 2 cadupaxa, Wo u3 gpylol geaa Toprel gokada Gu-
pextuno sasicu wephere. Illmasuwe, 3a Ipad Wakas ga my je gujame-
wap diam(G,,(D)) = 2 um € 2N+ 1, apema toprvem gokazy umamo ga
je diam (G (D)) = 3. Ca gpyte cwpane, axo je m € 2N u 3a ceaxo
0 <l <m-—1 agociogu ayw 0 — Iy —1 3a nexo 0 < [, <1 < m —1,
gujamemap papa G, (D) ocuaje ucwu kao u gqujamewap ipaga G, (D).
Hnave je diam (G, (D)) = 3.

U3 Teopeme 3.25 caenu ma diam (G (dy, ..., dy)) < diam(G,(dy, ..., dy))
+ 1, 3a mexke n’ > 1 u nzd(n,n’) = 1. Hagame, mo Teopemu 3.24 mmamo
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diam(G,(dy, ... ,dy)) < r(n), mrro mvmmymnupa ga je diam(Gy. (dy, . .., dy))

< r(n)+1. Konauno, uz nedununuje dbyuxnuje r, nomro je nzd(n,n’) = lu

n' > 1, ciienn na je r(n)+1 < r(n-n') u crora Baxkn na je diam(Gy,..(dy, . .., dy))
< r(n-n'). [Ipema ToMe, ropmwa rpanuia 3a gujamerap jgarta y Teopemu 3.24

ce ne moxke oBehatu kopucrehu Teopemy 3.25, anu moxkemo mponahu Hose
Kjace TpadoBa KOJU JOCTUXKY Ty TDAHMAILY.

Hame Bumumo na jemmakoct diam(Gp.(di,...,d;)) = r(n-n') Ba-
ki ako u camo ako diam(Gp.(dyi,...,d;)) = diam(G,(dy,. .., dy)) + 1,
diam(G,(dy,...,dr)) =r(n)ur(n)+1 =r(n-n') = r(n)+r(n'). lIpema Teo-
pemu 3.25 godujamo ga je diam(G.(dy, ..., dg)) = diam(G,(dy, ..., dy))+
1 ako u camo ako n’ € 2N u n € 2N + 1. IIIrapumre, momro je n € 2N + 1,
mujamerap rpada G, (dy, . . ., dy) Moxe moctulin BpemHocT 7(n) camo y ciiy-
4ajy gaToMm y npsom jesy TBphema Teopeme 3.24. Konauno, r(n) + 1 =
r(n) + r(n’) Baxxku ako u camo ako je n' mpoct Opoj mro jjoKazyje cienehy
TeopeMy.

Teopema 3.26. Hexa je diam(G,(dy,...,dy)) > 2. Jujamemap ipaga

G (di,da, ... dg), 1ge je n' > 1, nzd(n,n') = 1 u ckya geaunraya

{di,da, ... ,dr} 3agosomasa ceojctiea (3.27) u (3.28) y ognocy wa upocitie
opojese {p1,...pr}, maru je usu jegnar r(n - n'). Jeghakoct easxrcu axo u
camo axkon' = 2, n € 2N+ 1 u cxyu geaunraya D C 2N + 1 3agosonasa
ycaos 1) ud wepherva Teopeme 3.24.

Beh cmo momenysu j1a cy Saxena u ocTasn OJIpe U TOPHY TPAHUILY JTHU-
jamerpa G, (d1, ..., d;) y dyukuuju dpoja nemnnana t, tj. diam (G, (dy, ..., d;))
< 2t + 1. Onu cy rakobe npesenrosayiu kiacy rpadosa G, (D), n = 2m,
m=p?---piuDy={m/p} ...,m/pi} y Teopemu 5 [63], 3a kojy je ropma
rpanuiia JoctukHa. MehyTtum, Kopucrehn ciimaaH MpUCTYIT Kao y JI0Ka3y
Teopeme 3.26 moxkemo okapakrepucaru cse rpadose G/ (dy,. .., d;) aujun
je nujamerap jeqnak 2k + 1. [Ipumernmo Hajupe Ja je

diam(Gpp (dy, ... dy)) < diam(G,(dy,...,dp)) +1<r(n)+1<2k+1.

JepHakocT Baxku ako u camo ako je n’ € 2N, a1 > 1,...,ap > 1 u ckyn
nemmnana {dy,...,dp} C 2N+ 1 3a;0BosbaBa yciaose u3 i) y TBphemy Teo-
peme 3.24. Konauno, qujamerap rpada G/ (dy, ..., di), 3a nzd(n,n’) = 1,
JlocTHxKe ropry rpanuiy 2k + 1 ako u camo ako je n’ € 2N u 3a cBaku
di € 2N+1,1<j <k, pjtd;,p}|dj1<i%#j<k Jacno je na
kitaca rpadosa Gon,(Dy) npesenroBana y Teopemu 5 u3 63| nma Hajmarse
mapamMeTrpe n u dy, . .., d; KOju 33/I0BOJbaBajy TOPIU YCJIOB.

Ha ocnoBy Hamomene 3.1 moxkeMo m3BecTu HOBe KJiace rpadoBa Yuju
MAKCHMAJIHU JINjaMeTPU JIOCTHXKY TOpEbe rpanutie r(n) wiu r(n)+1 y Hekum
CIIEIIIjaJIHUM CJIyvajeBUMA.
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Teopema 3.27. 3a upupogan bpoj n > 1, gujamewmap paga G, (D) jegrax
je r(n) y caegehum cayuajesuma:

i) n=pip2 € 2N+ 1, D = {1},

)
i) n=dpy, D = {1},
ii) n = 2psps, D € {{1},{1,p2},{2,p2}, {p2, p3}, {1, p2, 3} },

w) n=2p3, D€ {{1},{1,p}}.

Tujametiap tpaga G, (D) jegnar je r(n) + 1 axo je n = 2py, D = {1}.

Jlokas. Ilpumernmo 1a je diam (G, (D)) = 3 ako je diam (G, (D)) =1
u n' € 2N. Bugumo na diam(G,,./(D)) mocruzke Bpenoct r(n - n') ako
n-n' € {2p3,4ps, 2pap3}. Tomro je nzd(n,n') = 1, game umamo (n',n) €
{(2,p3), (4,p2), (2, pap3), (2p2, p3) }- Ako je n = py, ouna je diam(G, (D)) =
1 3a D = {1}, ako je n = p3, onna diam(G,(D)) = 1 3a D = {1,p,}
U ako n = pops, ouga diam(G,(D)) = 1 3a D = {1,py,p3}. llrapuire,
diam(Gy,... (D)) nocruzke r(n-n')+1 ako n-n’ = 2py u crora (n',n) = (2, ps),
D = {1}.

Hujamerap rpada G, (D) jennax je 2 ako je diam(G,(D)) =1un’ €
2N+ 1. HIrasume, diam(Gy,.., (D)) mocruxe r(n-n') ako je (n,n') = (p1,p2)
u diam (G, (D)) =1 ako je D = {1}.

Hujamerap G,/ (D) jennak je 3 ako je diam(G (D)) 2un €
2N + 1. IIrasume, diam(Gy,.(D)) = 3 mocruxke r(n - n') ako (n/,n) €
{(2, pap3), (22, p3), (2,02)}. Ako je m = pop3 onga dmm(Gn(D)) = 2 3a
D € {{1},{1,p2},{p2,p3}} m ako n = p3 omma diam(G,(D)) = 2 3a
D = {1}.

Hujamerap Gy, (D) je jeanax 3 ako je diam (G, (D)) =2, n € 2N u o-
croju 0 <[ < n—1 raksu ga cy (0,1) cycemun u e nocroju 0 < I} # 1 < n—1
takBo na cy (0,11) cycenunu u (Iy,1) cycequu. Iltasume, diam(G,,.,(D)) = 3
nocruxe r(n - n') ako (n',n) € {(paps,2), (p2,2p3), (P3,2), (p2,4)}. Axo je
n = 2ps, ouna D € {{1,ps},{2,p3}} n ako je n =4, ouna je D = {1}.

]

Y cinenehem TBphery 0e3 ryduTKa OMINITOCTH IPETIIOCTABIHAMO J1a CY
uHyekcn {iy, ..., 4 u3 perammja (3.27) u (3.28) jemmaku {1,...,t}. Hlra-
BUIIE, MIPETIIOCTaB/baMO JIa 38 CBAKU IPOCT Opoj p;, 1 < ¢ < k mocroju dap
jeman dj, 1 < j < t, takaB ga je p; | d; (y cymporHOM ciaydajy cmo Beh
uspadyHasu gujamerap y Teopemu 3.26).
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Teopema 3.28. Hexa je G, (dy,da, ..., d;) pad Wakas ga je t < k u ckya
geaunaya D = {dy,ds, ..., d;} sagosomasa ceojctusa (3.27) u (3.28) y og-
Hocy wa upocitie bpojese {pi,pa,...,pi}. Taga je gujametap ipada marbu
UM JEGHAK:!

i) r(n), ako n € AN + 2 u wocwoje najmare gea geauoua p; u p;, 1 <
i # j < k, waxea ga je a; = a; = 1. Jegnarxoci 6adcu axo u camo
ako {dy,...,d;} sagosomasa (i) us Teopeme 3.24, uocwoje p1,...,p; €
2N+ 1 u unjexyuja f: {t+1,...,k} = {1,...,t} @Waxsa ga 3a ceaxu
apocti opoj pj, t+1 < j < k, Goctoju wawno jegan dyj) Waxae ga je
pitdsg) wa; = apg =1

ii) r(n)+1, axo je n € AN+ 2 u Gocwoju bap jegan geauray p; € 2N+ 1,
1 <4 < k, wmaxas ga je o; = 1. Jeghaxocti 6asicu axo u camo axo
{di,...,d;} sagosomasa (i) uz Teopeme 3.24, Uoctwoje pi,...,p; €
2N + 1 u unjexyuja f : {t+1,...,k} — {1,...,t} waxea ga je 3a
ceaxu upocti 6poj p;, t+1 < 5 < k, toctwoju wayuno jegan dy(;y Waxae
ga je pj tdpi) u oy = s = 1.

ii1) 2t, axo jen € 2N+ 1 u Goctwoju Hajeuwe jegan geaunray p;, 1 < i < k,
waxas ga je o; = 1. Jegnaxocti easicu axo u camo axo Uociioje
P1y--.,pr Wako ga 3a céaxu d;, 1 <j<t,p?|d;, 1<i#j<t.

iv) 2t+1, axo je n € 2N u Gocwoju najsuwe jegar geauray p;, 1 < i < k,

wakas ga je oy = 1. Jegnaxocii 6asicu Ko U CaMO aKO TOCTLOJU
P10 € 2N+ 1 wako ga sa ceaxu dj, 1 < j <t,p?|d;, 1<i+#
Jj<t.

Jloxas. Hajupe mokasyjemo jnesoBe i) u i) TBphema. Ha ocHoBy no0ka3a
Jleme 3.10 mokasyjemo na HaM je 3a cBakm mpocT dakrTop p;j, 1 < j < ¢,
norpeOHa HajBUIIe jeJHa I'PaHa ako je o; = 1 u JBe rpaHe ako je a; > 1 1a
ou ce kouctpyucao myT o1 0 1o [, 0 <[ < n — 1. /lakse, MOXKeMO TIHCATH

(3.39) diyy +days + -+ + dyy =1 (mod p;”),

zal <j <t rae nekn y;, 1 <1 < ¢, Mmopajy duTu 3anucanu Kao 30MPOBH
nBa cabupka y; + y. 3a a; > 1 u oxpebene BpemnocTn | 1o Momysty p?j.
[IpumernMo f1a HEKO Y; MOYKE OUTH jeTHAK HYJIU.

VY HacTtaBKy NeMO MCIUTATU KOJIMKO I'PaHa MOXKEMO HajBHIIE JIOIATH I
ou JoduIm MMy T AyKUHE JujaMeTpa, pasMarpajyhn momyne p;, t+1 < j < k.
Capna, Heka je p; mpoct dakTop oxn n Takas ga je t+1 < j < k. Younmo ma
ce peranmja (3.39) moxke npenmcaru y ciaegehem obauky

(3.40) 814+ -+ Su; +pj(3uj+1 + o+ 3t> =1 (mod p?‘j>7
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rae je u; = |{d; | i € {1,...,t}, pj{d}|, si =diy;,3a1 < i< wu;m
PiS; = dzyz, 3a Uj —+ 1 S ) S t.

IIpernocrasumo p; > 2. CaudanuM pasmarpameM Kao y Jgokasy Teopeme
3.24 rze je mokazaHO mOCTOjambe li,...,tx_1 y jemuaumnn (3.35) Ha ucTu
HAYMH MOXKEMO 3aKJbyUUTH & IIOCTOje Si,...,S; IO MOIYIY p; 3a u; >
1, rako na je p; { y1,...,y:. OBO 3HAIM 1a HAM HHUCYy HIOTPeOHE HHKAKBE
nofarHe rpane 3a myT o 0 10 | koje oarosapajy moiymiy p;. Mehyrnwm,
ako je u; = 1 omma mopa Oomru ma p; | s; 3a | memuBo ca p;, MmTO je
kourpaauknyuja. [llrasume, kako je p; € 2N+ 1 u p; 1 d;, upema Jlemn 3.11
BayKU Jia Ce Y; MOXKe 3aIiCcaTh Kao 301p JBa cabupka y; 4y, MoIITo mocToje
yi m Y| xoju HuCy nemuBu ca p; Tako ga je yi +yi = (I—p;t)d;’ (mod pj7),
rae je pjt = duy;110u;41+ - +diye. Jaxne, y oBoM citydajy cy HaMm MOTpeDHE
JIBe TpaHe 3a JleIoBe IIyTa KOju OJroBapajy Mojaynauma p; u p;. Konauno,
3aKJbydyjeMo Ja ce JIy2KUHA IIyTa rmoBehaBa 3a je/laH ako je moTpedHa jeiHa
rpaHa 3a Jeo0 IyTa KOju OJAroBapa MOIYIAY p; y ciaydajy a; = 1. Takobhe
OPUMETHMO Jla OBe JiBeé I'paHe MOTY Ja J0CerHy BpemnocT r(pit) + r(p?j)
aKo M caMo aKo «; = 1. AKo mocroje 1Ba mpocTa 0poja pj, > 2 u p;, > 2
Koja He jene di, 3a t+ 1 < j1, 72 < k, MOXKe ce oJiMax BUJIETH JIa MIOCTOje
Y1, Yy mo Momyiy pj;, Tako na je pj, 1 yi, vy, 1 <i <2 u gykuna myra ce He
mozke noBeharu. Tume mokasyjemo Ja je maykuHa myTa yBehana 3a jeman
aKO W CaMO aKO IPOM3BOJbAH JEJINJIAIl HUje JIeJ/bUB Ca TAYHO JIBA MIPOCTA
dakTopa p; mpj, tneje 1 <i<t, t+1<j<kwuo; =0a; =1 Axo caga
u3zadepemo [ tako na jexpHaumHa (3.39) mma MakcumasaH Opoj cabupaxa,
a To je 3a r(p{'---pit), modujamo na je mujamerap rpada jemmak r(n) 3a
n € 2N + 1. Ha oBaj Haunn cMo Takobhe J0Ka3a/H Jia je JujaMerap Marbu
onr(n) mur(n)+1,3an € 4N u 4N + 2, peciekTuBHO ako je p; = 2. Crora,

y HACTaBKY IIPETIIOCTAB/bAMO JIa je Pi,...,p; € 2N + 1.
ITpernocrasumo cama Ja je n € 2N. Ako je p; = 2, cIMYHO Kao y
MIPETXO/IHO] JIMCKYCUJU MOYKEMO 3aKJbyIUTH JIa IOCTOJE S1, . . . , S¢ TI0 MOJTYJTY

pj 3a u; > 2, Te HaM HHUCY IOTpeOHe HUKaKBe JIoJlaTHE I'paHe 3a IyT o 0
qo [. Hlrasume, ako je u; = 1, na ocnosy Jleme 3.11 ciemu ja ce y; MoxKe
3arcaTy Kao 3oup tpu cabupka vy +yi +y1’, p; 1 v, yi, yi’. Y oBoM ciayuajy
cy HaM ToTpedHEe TPH I'paHe 3a JeJIOBE IyTa KOjU OJIroBapajy MOLYIIMA Pi
U p; U OBe TPHU Tpame JOCTHXKY BpeaHoct r(pf') + T(p?j) + 1 ako u camo
aKo je oy = a; = 1. OBuM 10Ka3yjeMo, [1a MO/ yCIOBUMA JATUM Y eIy 44)
TBphema, aujamerap rpada gocruxke r(n) + 1. lrasume, ako je n € 4N
ouma r(pi") +r(p;’)+1 > 3ur(pt*) +r(p;’) = 3 ako u camo axo je a; = 1.
Tako 3aK/bydyjeMo Jia ToJL yCJAOBAMA U3 JeJa 1) aujamerap rpada J0CTuxKe
BpenHoct r(n), 3a n € 4N.

a ducmMo y TOTIYHOCTH JOKa3as TBpherbe i) U i), MOPaMO JOKA3aTH
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Jla aKo je p; = 2 u u; = 2 jpyxwuna myTta o 0 Jo | He moxke dutn Beha uim
jemnaka om r(n)+13an € AN+2 u r(n) 3a n € 4N. Baucra, moHOBO MpeMa
Jlemu 3.11, norpebue cy nam tpu rpase (y),y] u y2) 3a menaoBe ImyTa Koju
OArOBapajy MOLYINMA pPi, P2 U p; 1 Kaxo je r(pl') + r(ps?) + r(p;”) YBEK
Belie i jenpaxo Tpu, Buau ce ga je r(pit) + r(py?) +r(p;’) +1 > 3 za
nedN+2ur(pl) +r(ps?) +r(p;’) >3 3ane4dN.

Cagia hiemo jlokazaTu JiesioBe iii) u 1v) TBphema. [IpBo, npermnocraBumo
Ja mocToje pq,...,P; TaKO Ja je aq,...,q; > 1. IIpema mokazy Jleme 3.10
nyt ox 0 mo [, 3a oxpehene Bpeanoctu 0 < [ < n —1wu dy,...,d; KOju
3aj10B0sbaBajy i) u3 Teopema 3.24, MoxKe ce 3ammcaTu y 0OJUKY

di(yh + )+ da(ys +95) + -+ di(y; +y)) =1 (mod p37),

3a 1 < j <t. Ilparehin ropmy JUCKycH]y 3aKJbydyjeMoO Ja 3a CBaKO p; > 2,
t+1<j<kmraxo na je p; {ds, 1 < s < t, moxxemo nponahu y, u y” 1o
MOJIyJly p; Tako Ja p; { y.,y”. Cnmumno, ako je p; = 2 u p; { d, 3a HeKH
1 < s <'t, ouna He MOKeMO HpoHahU Y, U Y. IO MOIYILY p; TaKBe [ je
pj 1 Y., y.. Crora 3amerbyjeMo OBe JBe rpaHe y,+y. ca Tpu rpane y,+y. +y.'
10 MOZYJLy p; Tako jma p; 1y, yo, ys'. Hakie, ako je n € 2N + 1 He MoxKeMO
nponahm [ Tako ja HaMm Tpeda Buie oj 2t cadbupaka, a 3a n € 2N To je
moryhe roBehamem Opoja cabupaka 3a jegaH.

Konauno, ako me mocroje pi,...,p; Tako jJa je aq,...,cqp > 1 oHga
nocroju Jesuiar d; Takas Ja je p, { d; = a, = 13a 1 < u < k. Ca gpyre
cTpaHe, IOIITO IIOCTOjU HAJBHUINE jeaaH HIPOcT (PaKTOP pP; OF N TaKO Ja je
a; = 1, Bugumo J1a je p; jenmuu dakTop Koju He meru d; (ako mocTojn)
u 3a cBe ocraje npocre dakrope Baxku p, | di, 1 < u # 1 < k, vae je
a, > 1. IIpema mokazy Jleme 3.10 iyt ox 0 1o [, 3a ojapeheHe BpeHOCTH
0 <[l <n-—1, ce Moxke HalMcaTH Ha cjeiaehn HAINH

di(yy +y))+- -+ dyi +-+di(y, +y/) =1 (mod p?j),

3a 1 < j <t (makcumanau Opoj cabupaka je jemnak 2t — 1 ysumajyhn
y 003up Moayie pi,...,p:). Kao mro cMo Buzenn 3a duio koju p; > 2,
t+1<j<kmrako naje p; tds, 1 < s # i <t ne Moxkemo noseharu 5poj
cabupakau3zap; = 2,t+1 < j < k tako ma je p; 1 ds, 1 < s # i <t moxkeMO
nopeharu Opoj cadupakxa 3a jegaH, ajad He MOYKEMO JOCTHNU BpeaHOoCT 2+ 1.

]

Hanomena 3.2. Ha ocnosy 1) u i) wWephera moncemo Upumeuiuy ga
aoctioju, wogckyt {dsui1y, - - -, Ay} cryta gesunraya D Waxas ga tGocitioje
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Wawno gea Upoctia gesuoua p;, pre) 1 dray w Pi, Prwylin, sa t +1 < i <
k. Caga, axo je s(n) = |[{i oy = 1, 1 < i < k}| 3axwyuyjemo ga je
2(k —t) < s(n), aa je 3amo k — L@J <t < k. Haxne, wephera i) u
1) eagice 3a CKYUOBE (EAUAANAUL KAPGUHAAHOCTUYU Kk — L@J <t <k,

a 3a xapguHasroctiu t < k — L@j ce 6pA0 AAKO MOICE 6UgEliu §a je
diam(G,(dy,...,d;)) <2t axo jen € 2N+1 uwdiam(G,(dy, ..., d;)) < 2t+1
axo je n € 2N (pesonosarve je ananotHo onom Yy geaosuMa i) u iv)).

[Ipumerumo Jj1a He MOkeMO TToBehaTn HuTH poHahu HOBe KJjace rpado-
Ba 4uju JaujameTpu JocTukKy r(n) wiu r(n) + 1 kopucrehu Teopeme 3.25 u
3.28, rae je n pex rpada. 3aucra, ako je n’ € 2N+ 1 onga nujamerap rpada
Gy (dy, ..., d;) ocTaje mcTu U HOTEHIIjATHA TOPHa rparuia r(n-n') ce He
Mmoxe gocrulin momrro r(n - n') > r(n). llrasume, ako je n’ € 2N onga
n € 2N + 1, na Baxu

diam(Gy.p (dy, ..., dy)) = diam(G,(dy,...,d)) +1<r(n)+1<r(n-n).

Huje remko yountn ma ako je diam(Gy.n/(dy,...,dy)) = r(n-n') ouna je
n' = 2 u crora je n-n’ € 4N+2. Mehyrum, kako je n-n’ € 4N+ 2, Ha ocHOBY
nena ii) Teopeme 3.28 mocroje di, ..., d; tako na je diam(Gy.(dy, ..., d;))
jennak r(n-n') + 1.

Caga, axko je n-n' 1e/puBO ca HajBUIIE JeJHUM IIPOCTUM (DAKTOPOM, HOBE
KJjace rpadoBa UMju JujaMeTpu JOCTHXKY Tpanuiie 2t u 2t + 1 mory outn
nponabhene y ciayuajesuma n-n' € 2N+ 1 u n-n' € 2N, pegom.

Ca zmpyre crpaHe, akO m UMa HAjBUINE jeJlaH Jeawiall p;|n u n-n' je
JIeJBHUBO Ca HajMarbe JBa JeJINoIa p; U P; TAKo Ja je p;, pj||n-n’, onga nmamo
san €2N+1,n €2N D ={dy,...,d;} penanujy

diam(Gy,. (D)) = diam(G,(D))+1 < 2t+1 < 2(k—1)+1 < r(n) < r(n-n’).

Ciymuno, ako je n' € 2N+ 1 u n € 2N MoKeMO0 3aK/bydIUTH Ha CANIAH
Hauna na je diam(Gy.(di,...,dy)) = diam(G,(dy,...,dy)) < 2t +1 <
r(n-n'). IlomTo je n - n' me/puBo ca HajMarbe [1Ba JeIHOIA P; U Pj TAKO [
je v = oj = 1, mpema i) u ii) ropmer TBphema IOCTOjH CKYII Je/IIIama
d),...,d; rakaB ga je diam(Gy,.(d},...,d;)) > r(n-n') u crora He MOXKEMO
nosehatn wHuTH nponahum HOBe Kjace rpadoBa UUjU JIUjaAMETPH JOCTUKY
MaKCHUMaJHe BpeiHOCTH KopuiihemseMm Teopeme 3.25.

Ha xpajy majemo cdbopmysiny 3a MakCUMaJHH Jgujamerap rpada JgaTor
pela n u cKyna jenuiana [ duja je KapJIMHAJIHOCT ¢, Tj.
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( r(n), t==k

2t+1, ne2N, s(n) <1, t<k
2t, n€2N+1, s(n) <1, t<k.

r(n)+1, n€dN+2, s(n) >2, k— "W | <t <k
r(n), n¢g€dN+2, s(n)>2, k— LS(;)J <t<k
max(diam(Gn(D))) = 2t+1, ne2N, s(n)>2, t <k— [
2t, n€2N+1, s(n)>2, t <k— [P
1
)

(3.41)

Y HeKuM peaTHUM IpUMeHaMa J00pO je 3HATU MaKCUMAJIHU JIdjaMeTap
MHTErPAJIHUX IMUPKYJIaHTHUX IpadoBa JATOr peaa 1.

HososbHo je mpoBeputu Ja ju nocroju vHeku G, (D) 4uju je MakcuMaJHu
mujamerap 2|D| + 1 wan 2|D| u Behu je ox r(n) + 1 wm r(n). Uz (3.41)
crequ fa nujamerap rpada G, (D) moxe gocruhin 2|D| + 1 umm 2|D|, ako
je s(n) <1lwm s(n) >2ut<k-— L@j CaJia, IPeTHOCTaBIMO IPBO J1a
s(n) < 1. Ako younmo HU3 HEjeTHAKOCTH

diam(G, (D)) < 2|D|+1 < 2(k—1)+1 < 2k—s(n) = s(n)+2(k—s(n)) = r(n),

OHJIa BUJUMO Jia Ce Yy OBOM CJydajy He Moxke Hahm kjaca rpadosa ca
nujamerpom Behuwm of r(n).

Axoje s(n) >2ut<k— L@j OHJIa UMaMO

diam (G, (D)) < 2|D|+1 < 2(k— L@J—l)—kl =2k—(s(n)—1)—1=r(n),

[a 3aTO 3aKJ/by4yjeMo Ja je MaKCUMAaJIHu jujamerap jeaHak 7(n) + 1 ako
n € 4N+ 2 u s(n) > 2, wim r(n) y CynmpoTHOM.

Ca apyre crpane, mpuMehyjemMo ga He MOKEMO ITOOOJBINATH JOHY I'pa-
HUILY y HejeqHakocTH (3.26) 3a 1aT0 N 1 OMII0 KOjy KAPJAWHATIHOCT CKYTIa Jie-
munana D. Baucra, npema Teopemu 9 u3 [44| mvamo 1a je diam(G, (1)) = 2
AKO U CaMo aKo je n CTelleH JIBOjKe Wiu je n Henapas (y oba ciydaja mMamo
JIOJIATHU yCJIOB Ja je 1 ciioxkeH ). OBo nmiutunupa jia je diam(G,, (1, da, . . ., d}))
= 2, 3a duiio Koje t u momeHyTe BpeaHocTH N (cBe J0K je {1,ds,...,d;} #
D,).

Y apyrom caydajy, 3a n = 2*'m, tae je m > 1 HemapaH U oy >
mMozkeMo Jokazatu Ja je diam(G,(1,2*")) = 2. 3ancra, 3a ceaku 0 < [
n — 1, rakaB na je | mapan, mokaszahemo mocrojame | y 00JIUKY S; + So
[ (mod n) rako ma je nzd(s;,n) = 1, nzd(sy,n) = 1. Caza, Heka je p;

A =
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IPOM3BOJbAH MIPOCT JEIHJIAl, O N Takas ga je Sp,(n) = «,. Pemasamem
TOPI-Er CHCTEMa KOHI'DYEHIH]CKUX jeTHAYNHA [0 MOIYJIy p;' 1odujaMo Ja
je s1 =1 — s9 Z piu (mod p;*) u sy Z 0 (mod p;) (mITO je €KBUBAIEHTHO
ca 85 Z pv (mod p)), 3a 0 < u,v < p&~ ' — 1. Jaxie, nobujamo sy #
{piv,l — p;u} (mod p;"), ma ce MOXKe 3aK/ByUINTH [1a je MAKCHMAJAH OPOj
BPEIHOCTH KOje S IO MOy pit He Moke y3ern, jexHax 2p' 1. OBaj 6poj
je mMamu o1 dpoja ocraraka 10 MOJyIy p;’ 3a dmio Koju p; (momrro je |
napas), TaKoO Jia 0Baj CHCTEM WMa PeIllelbe y OBOM CJIYUajy.

IIpernocraBumo cama ma je [ € 2N + 1. Hamazumo s; u $o TakBu Jia
je s1+ s =1 (mod n), nzd(s;,n) = 1 u nzd(se,n) = 2. Cauano Kao y
IIPETXOIHOM pacyhuBarby, MOKEMO 3aKJ/bYIUTH JIa CE€ TOpe HABEJIEHH YCJIOBU
Mory csectu Ha cienehn cucrem so Z {pv,l — pu} (mod p;”), 3a 2 <
i < kwu sy, =0 (mod2*). Kako je p; > 2 oBaj cucreM mMa peIlemne.
Konauno 3akspyuyjemo na je diam(G,(1,2%,ds,...,d;)) = 2, 3a dujio Koje
t u momenyTe BpemHoctr 1 (cBe 70K je {1,2%,ds, ..., d;} # D,).

3.5 CioxkeHocT n3padyHaBama U nmepdopmMaHce Mo/ie-
Ja

Y 0BOM 0JIe/bKY UCIUTYJEMO CJIOKEHOCT U3BPIIaBarmha IPadOBCKUX MO-
Jlesta 9dja je MaTpuIla cyceacTsa Mozena Tenmnosa. Ja Ou ce pemmo oBaj
3aJ1aTaK, HajIipe NeMO OJIPEIUTHU CJI0KEHOCTH CIIEKTPAJHUAX JEKOMIIOZHUIIN]a
KJIaca IMUPKYJIATHUX I'padoBa J00UjeHUX y IPETXOMHUM OJIeJbIuMa (IIOIMITO
je uneja anpokcumupary TermaInIoBy MaTPHUILy TIOTOHOM IUKJINIHOM). [Ipe
cBera ce 3aJpxKaBaMoO Ha CIIEKTPY, C OO3UPOM Jia Cy COICTBEHH BEKTOPU
naru opmynom (1.7).

Hajupe uzpauysamo cioxkenocr Pamanyianose dyuknuje c(j,n), 0 <
j < n—1 nebunucane dopmynom (1.9), yzeBmmm y 0d3up Ja ce myTeM OBe
dyukiuje wamasu cnekrap rpadosa G,(D) u X,. [Ipumernmo ma Baxkun
nzd(j,n) = nzd(nzd(j,n),n), na nocaeauaHo UMAMO 1A je€ t,; = tnnsd(jn)
u c(j,n) = c(nzd(j,n),n). Ogasae 3ak/pydIyjeMo Ja HHUje MOTPeDHO n3pa-
qyHATH CBe BpemHoctu c(j,n), 3a ¢ukcupano n u ceako 0 < j < n — 1,
Beli je moBosbHO M3padyHaTu camo one BpeaHoctu c(d,n), rue je d € D,.
Kako je Opoj menmmana mpupoAHOT Opoja N MAamK WM jJeJHAK Of 24/M, TO
Opoj Kopaka nmorpebHUX 3a u3padyHaBambe dyHknuja ¢(j,n), 0 < j <n—1,
crajia y KJacy acCUMIITOTCKe BpeMeHCKe cioxkeHocT O(y/n).

Hame, ako Hajupe uszBpmuMo (aKTOPU3alMjy Opoja 7, MTO MOXKe-
MO ypajuTH y BpeMeHCKoj cioxkenoctu O(y/n), oHma momro t,; | n, Tj.
tnj = pfl x -p'gk, JIOBOJbHO je m3padyHartu crerene [, ..., [. llomro 3
J1001jaMo Kao Opoj MOHAB/balba MOCTYIIKA UCIUTUBAIA JIEJbUBOCTU 1 €A P,
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Ka0 M IbUXOBOT JIe/betha, TO 3HAYN j1a hemo [, ..., 5, Hahu y Opojy Kopaka
b1+ -+ Br. Ca apyre crpane, Kako je pf”'"w’“ <n< p£1+"'+ﬂ’“, uMa-
MO Ja ce Opoj Kopaka 31 + - -+ + [ MoxKe Hahu y BpeMECKO] CJIOKEHOCTH
O(log n). ®yukuuje 11 u @ Takohe ce W3BPINABA]Y y JOrapUTAMCKOj BPEMEH-
cKoj ciroxkeHocTr. KoHaqHO MOXKeMO 3ak/byInTH ga ce dyHKnuja c(j,n) 3a
dukcupane j U n U3BPIIABA Y JIOTAPUTAMCKO] CJI0KEHOCTH YKOJUKO 3HAMO
KaHOHCKY pakTopu3arujy opoja n. KoHaaHo MOXKEeMO 3aK/bYIUTH JIa TEJI0-
Kyman crekrap rpada X, A; = ¢(j,n), moxxemo usspumru y |D,| kKopaka
y3 IPETXO/IHO U3BPIIaBaibe aJropuTMa KaHOHCKe (hakTopusaluje opoja n,
na je ykymna cioxkenoct O(y/n++/nlogn), mro je Mama CJI0KEHOCT OJ1 JIH-
meapue. [logceTnmo j1a ce crekTap Mpon3BOJbHE IUK/INTHE MATPUIE MOXKE
edukacuo onpenutn y ciaoxkenoctu O(nlogn) dpzom PypujeoBom TpaHc-
dopmarmjom.

MebhyTum, 0Ba CJI0KEHOCT U3padyHaBamba CIIEKTPa ¢e MOXKe JOJATHO I0-
OOJBITIATH YKOJIMKO Ce TIpUMeTHu ja ce X, MO¥XKe JIeKOMIoHOBaTu Kao Kpo-
HEKEPCKH 1Ipon3Boz rpadosa X o:, rae je n = pit - pek (penammja (1.14)).
Ha ocnoBy Teopeme 3.7 umamo j1a je cBakm o rpacdoBa jako perysapaH,
Tj. ©UMa TPU PA3JIUYIUTE COICTBEHE BPEIHOCTH, 1A KAKO Ce CIeKTap rpada
X,, MOXKe T0OUTH MHOXKEIHeM COICTBEHUX BPEIHOCTH rpacdoBa pri (y mpo-
U3BOJIMMA M3 CBAKOT OJ k CIeKTapa MHOXKHUMO 10 TaYHO jeJHY COICTBEHY
BpenHocT), 3a 1 < i < k (Bumern penarmjy (1.15)) mmamo Ja je CI0XKEHOCT
uspagyHasama osor Meroma O(3%). Kaxo je cpemmn pen Benmaumne 3a k
jennak loglogn, modujamo ja CJI0XKEHOCT m3padyHaBamba CIEKTPa CHaja y
O(logn).

Ha ocuoBy mnperxomna jasa ogebka umamo ja rpad G,(D), tae je
D = {#, ey #}, “Ma HajMalbU CHeKTPaJHd HOKpUBad u HajBehm ju-
jaMeTap y KJacH CBUX MHTEI'DAJHUX IUPKYJIaHTHUX I'padoBa pesa n. Behu
JFjaMeTap U MamW CIHEKTPAJHU MOKPUBAY WMILIUIINPA MAbU TJIABHU JIE0
criekrpa. Y pagoBuMa [21] u [71] je KOHCTATOBAHO Ja IUKJIMYHA MATPUIA
KOja J100po anmpokcumupa TermioBy MaTpUILy UMa CBe COIICTBEHE BPEIHO-
CTU OCUM HajMaibe W HajBehe COICTBEeHe BPEIHOCTH CIEKTPA KOje Cy T'YCTO
KJIaCTepOBaHe OKO cpeihe Bpeanoctr. OBO 3HAYN J1a Cy MOMEHYTH rpado-
Bu G, (D) nobpu kauaugaTu 3a anpokcumanujy Teruiose marpuiie rpada
MOJIEJIA.

Hajmpe, moxkemo nipumeTn J1a 3a j = pfijo, rie p; 1 jo, BaxKu Jjia je

07 B’L S o; — 2
(342) C(]7pzal) = —DPi, 5@ =0 — 1
17 /Bz = Q5.



Opnasne nmamo ma ce dbyuxmmja c(j, p;’) n3spmasa y O(1), 3a cBako 1 <
1< ku0<j<n-—1.Ilomro je cpeama BpeIHOCT peia Bendune 3a k jei-
naka O(loglogn) [74, 30], To je ciioxkeHOCT M3padyHaBabA CBAKE COIICTBEHE
Bpeanoctu jegpuako O(loglogn), onnocHo nesnor ciekrpyma O(nloglogn).

Cana 3a gary TemmunoBy marpuily A 3amaTy eJleMEHTHMa IPBe KOJIOHE
I BPCTE G_(5_1), - - -

yA_1,Q0, 01, .-, Cp_1, MOXKEMO OJIPETUTH H0j HAJOJIMKY ITUKJIUNIHY MATPUILY
C 1o PpobeHunjycoBoj HOpMHU dUHja je IIpBa BPCTa Cg,...,C,_1. VI3 oBOr
. ia_(y_s)+(n—i)a; .
yCJIOBa IPOM3UJIA3MU JIa Je ¢; = —— ———— 3a CBaKO —(n—-1)<i<n-1
(Bugeru [21]). Cama, OBy IMUKJIMYHY MATPHILy AIPOKCUMUPAMO MATPHUIIOM
(' amja ce mpBa BpPCTa CACTOJU OJI €JIEMEHATA €}, . .., C)_1, TJ€ je
n—1
/
G=w=( Y  c)pn)
=1
nzd(i,n)=1

3a cBako 1 < j <n — 1 Tako ja je nzd(j,n) =1 u

n—1

G=wr=( Y e)/(n—1-¢m),

=1
nzd(i,n)#1
3a cBako 1 < j < n—1 tako ja je nzd(j,n) # 1. Omasue 3akbyayjemMo jia je
CIIEKTap MUKJIMIHE MATPUIlE 00K wi\; + wo(—1 — N;),3a 1 <i<n—1,
e je A\; cuektap rpada X,. Kako je ciiokeHocT m3padyHaBama MaTpPH-
ne C jeanaka O(n), oBa CIIOKEHOCT HaJ(jadaBa CIOXKEHOCT M3DadyHABAbHA
criektpa Marpuie C’ na je ykyiHa caoxkeHnocT anpokcumarje O(n).

Axo kopuctumo criekrap rpada G, (D), tae je D = {1%, ce pZ—k}, Taga
1 k

MOxkeMO m3padyHatu marpuily C' Ha ciaenehun Hauw:

3a CBaKO j € UleGn(pZi) u

G=wr=( >  a)fln-1-¢n),

iguleG’n(pl%l)

3a CBaKoO j & UleGn(#). CanvHO Kao y IPeTXO0/IHOM CJIydajy UMaMo Jia je

CIIeKTap MUKJIMIHE MaTpuile odauka wiA;+ws(—1—X;),3a1 <i < n—1, rme
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je A; cuekrap rpada G, (D). Y oBoM cirydajy KOpak H3padyHaBatba CIIEKTPa
rpada G, (D) 1o BpeMeHCKO] CJIOXKEHOCTU HaJjadaBa KOpak (OpMHUDamba
marpurie C, ma je cioxkenoct merona O(nloglogn).

IIpocerr rerepucama mojaTak je cJmdaH OHOM KOjH je KOPHIINEH y eK-
CIIEPUMEHTAJIHO] ITOCTABIU U3 IIPETXOIHOT IOIJIaB/bha, Ha ra HeheMo 1yo/be
esiebopuparu. Haume, Ha BeKTOP Yirgin, C& KOOpJAUHATAMA Y;, T€HEPUCAHOT
u3 wopmasre pacnogene N (0, 1) momaje ce dbukcuHa 1mym U3 pacrojese
N (0, 0.33), a 3atum ce Ha rpane rpada G, 100MjEHOT U3 TeHEPATOPa CUH-
TeTUIKUX TpadoBa unja je Marpuia cyceactBa TemmuioBa ca (pUKCHUM
HUBOOM Tpankce rycrune ox 30%, momajy TexKuHe Koje Cy eKCIIOHEHIIU)aJI-
HE Cl)yHKI_[I/IJe paS.T[I/IKe KOOp,Z[I/IHa,Ta. ﬂpyI‘I/IM pqu/IMa, TEe2KIMHCKa ManI/IHa
cycencrsa rpada G caxpxu Texxune e YY) 3a (i,5) € E(G), tme cmo ¥
nobum u3 y; gojgasameM mryma u3 pacuogeae N (0, 0.25).

VKOJIMKO KOPUCTUMO allpoKcuMalinjy da3upany Ha yHutapaHom Kejan-
jeBom rpady, npu yemy je mouerHu rpad pema 1500 modbuhemo 1a je HUBO
cpeame-kBaaparHe rperike 0.33 JI0K je BpeMe u3Bpiiema Mojesna 0.1740.02.
Ca apyre crpaHe, aKO KOPHCTUMO aIIPOKCUMAIIA]y OasupaHy Ha IUPKY/IaHT-
HOM rpady Gn(#,...,paik) 00MjaMo J1a je Cpedmbe-KBaJpaTHa IPEIKa
HECTO HHUXKa U HU3HOCH 0.2k3 JIOK je BpeMe HM3BpIlNera MOJesIa BHINE U W3-
vocu 0.25 + 0.03. Mebhyrum, ykosmko ce Opoj uBopoBa rpada mopehapa
n € {5000, 20000, 30000,40000}, noK je duKcaH HUBO rpaHCKe I'YCTHHE O]
30% sanprkan, npumelyjeMo s1a ce cpeame-KBaJpaTHa IPelrka MoJesa, oa-
3UPAHOr Ha IMUPKYJIATHOM rpady cMambyje 0 HeKe IDaHuIE, JTOK TO HHUje
clIydaj ca Cpeilhbe-KBaJIpaTHOM I'PEIIKOM Mojiesa dasupaHor Ha rpady X,,.
Pagzstor Tome siexxku y unmenuru mrto ce podennycoBa HOpMa alIPOKCHMa-
IIje CIIpaM peJjia MAaTPHIE Y OBUM CJIydajeBuMa cMmambyje. Bpeme usBpiiema
MOJIeJIa 3aHCOBAaHOr Ha yHuTapHoM KejiujeBom rpady KOHCTAHTHO OUBa
Matbe Y OJIHOCY Ha JAPYTU MOJIEJ, IITO je U OUJIO 3a0UEeKUBATH C OO3UPOM Ha
pa3nKe y aCUMIITOTCKAM BPEMEHCKHUM CJoKeHocTuMa. CIIMIHA Pe3yaTaTh
1 3aKJbYYUIIM Ce JI00Ujajy U y ciaydajy 0/10K-TernmumoBux MaTpuria.
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4 3akJspydak

Y aucepranuju Ccy Mpe3eHTOBAHU MATPUYIHA METOJU IIITO Malhe aCHMII-
TOTCKE CJIOKEHOCTU KOjUMa OU Ce IIITO MPEIU3HUje MPOIEHUIN HEITO3HATU
rmapaMeTpu HEyCMEPEHOT IpadUIKOr MOJIe/Ia MPUJIMKOM FbUXOBOT HYyMepH-
YKOI' M3BPIIABaba M U3padyHaBama. lIpermsnuje, Hymepudku (Hajderhe
IPaJINjeHTHN) MEeTOJ OIepHIIe JIMHeAPHOM MaTpudHOM dyHKimjom Jlaria-
coBe marpuiie rpada Mozgena (MATPUIOM IIPEIM3HOCTH), 114 je 33 UTepa-
THUBHO a)Kypuparbe IapaMerapa Mojesa IoOTPedHO HaJlayKemhe Tpara WHBep-
3a JlammacoBe marpure. Ilomro je mpodsiem ontumuzaruje moryhe dop-
MYyJ/JIMCaTU y €KBUBaAJICTHU HpOSJIeM HaJlazKeba OIITHUMYMa PaluOHaAJIHUX
dyHKIHja IO HEIMO3HATUM IapaMeTpuMa MOJIejia CHEKTPAJIHOM KOMIIO3H-
nujom JlarmracoBe marpurie rpada, y aucepraiuju cMo odpaanian ojapehene
aIrpOKCUMAaTHBHE METO/Ie 3a HaJlaxKeme crekTpa Jlammacose marpuiie rpada
MOJIesIa, KaKO Y CIIeIUjaJJHUM CJydajeBuMa, Tako u y ommireM. reparus-
HU METOHM 3a HaJlazKeibe COIICTBECHUX BPEIHOCTU M BEKTOPaA U3BPIIIECHU Ha/I
nesioM MaTpuriom rpada cy padyncku ciaoxenn (QR, Lancozs, Power itera-
tions, Inverse iterations), ma ce ampOKCHMATHBHU METOIM YTJIABHOM CBOJIE
Ha HaJlayKelhe MaTpuIla HUXKer paHra Koje Om ampokcumupaJe Jlarraco-
By Marpuily rpada Mojesa, a Koja Ou 3ajipKaJjia JOMUHAHTHA CIEKTPAJIHA
CBOjCTBa IMIOMEHYTE MATPUIIE.

[Tormrro ce cBaka peastHa Mperka MOKe Ha e(peKTUBHU HAYUH [TPE/ICTABU-
T Kponekepckum rpadom, mpupojHo ce Hamehe ujeja ja ce rpad momesna
armpokcuMupa KpoHeKepcKuM IIPOU3BOJIOM JiBa I'pada y OJHOCY Ha HEKY
nopMmy. IIpobsiem nasaxkema oBux rpadoBa CBOJU Ce HA MPUMEHY METOJIa
3a HaJIaYKerhe CHHTYJIapHEe JIEKOMITO3UIIje paHra 1 Ha ogpeheHn TUIl IepMy-
TaIoOHe MaTPHUIle U3BEJIEHe N3 MaTPHIlEe CyceJCcTBa rpada Mojesra, ma oBaj
KOpPaK IPOY3POKYje J10/IaTHO yBeharme CJI0XKEHOCTU aJITOPUTMAa CIIEKTPAJTHE
nexkommosuiaje. Mehyrum, oBa ujaeja ce He MOXKe JTUPEKTHO TPUMEHUTH, C
003UPOM Ha TO JIa Ce CIIeKTpaJHa Jiekomosuiuja Jlammacose marpuiie Kpo-
HEKEPCKOT TPOu3Bo/a rpadoBa HE MOYXKE M3BECTH yIOTPEOOM CIIEKTPAJIHE

165



JIeKOMIIO3uIje rpadoBa dYnHMIIAIA, T€ je OUI0 MOTPEOHO OCMUCIUTU HO-
Be alpOKCUMAaTUBHE METOJE 3a PeIIekhe OBOI IIPodJIeMa, IIITO je OMo jejiaH
o/ ImJbeBa jucepranuje. Hamomennmo ja ce KapakTtepusanuja Jlammaco-
BOTI' CIIEKTPA U COICTBEHUX BeKTOpa KpoHekepckor mponssoja rpadosa Ko-
purnihemem JlammacoBux ciiekTapa dpaxkTop-rpadona JI0 JaHac cMaTpa OTBO-
pernM mpodsiemom. [Iporiermene concTBene BPeIHOCTU U COIICTBEHU BEKTOPH
cy nopehenu ca OpUTHHAJHUM y OJIHOCY Ha PA3JIMIUTE BPCTE PAHJ/IOM I'pa-
doBa um HEUBOe I'paHCKUX rycTwHa. JloOWjeHe mpoIleHe cIleKTapa Cy BeoMma
O/iMcKe HYMEPUYKHM U3PAdyHATUM CIEKTPUMa Ca IIPOIEHTUMA TI'peIakKa y
pactiony ox +10% 3a BehuHy concrBeHUX BpPEIHOCTH, 3a peTKe rpadose.
[IITaBuiiie, TEOPUjCKH je TTOKA3AHO J1a ITPOIIEHHEHE COTICTBEHE BPETHOCTH T10-
CTajy TadHUje y OJHOCY Ha CTBapHE BPEIHOCTU KaJa peJl rpada pacrte win
ce noBehaBa HuBO rpancke rycrure. OBuM je objallbeHa IHHEHUIA 1A, je
pacro/iesia IpOIEHTYAJTHUX I'periaka u3dMely nporemennx U OpUTrHHAJTHIX
COTICTBEHUX BPEIHOCTU CKOPO paBHOMepHO pactopehena oko (. Taumoct
IIPOIIEHEHNX COIICTBEHUX BEKTOPA MCKA3aHO je KpO3 METPUKY Koedwuiimje-
HaTa KopeJjalldje, IJie je M3padyHaBareM EKCILIUIUTHUX (popmysia 3a oJ1-
pebene KoeduinjeHTe Kopesaluje youeHo /ia OHe MOTy JIa UMajy BeoMa BH-
COKe BPEIHOCTH (IIITO je U eKCIIEPUMEHTAJHO MOKA3aHO). Y JUCEPTAII]H CMO
PUMEHUIN TTpoTieHe JlarracoBux CONCTBEHUX BPEIHOCTU U OJIroBapajyhmx
COTICTBEHMX BeKTOpa 3a KpoHekepcku mpousBoj rpacdoBa HA HEYCMEPEHU
rpacdoBcku moen. Jla ducmo TecTupasn mpeIoXKeHe Mo/iesie, CIipOBeIeHN
Cy EeKCIIepUMEHTH Ha TPU TUIIA CJAy4YajHuX rpadoBa W IOCTUTHYTO je 3Ha-
YajHO M0D0JbINAIbe TAYHOCTH Y MOpehermy ca MOJEJIOM KOjUu ce KOPUCTH Yy
[35]: mobujene cpenme-KBagpaTHE IPEIKE MPEIOKEHNX AITPOKCAMAITHOHIX
MoOJIeJIa Cy HajMarbe 3 IyTa HUXKE OJ CPe/ibe-KBaJIPATHUX I'PellaKa IpeT-
XOJTHO TIpeiyToKeHnX Mojeia. Ca Ipyre cTpaHe, cpeiibe-KBaIpaTHa T'PeIrKa
oBHUX Mojiesia je HemTo Beha o1 opurunaanor rpadoBCKOT MoJjesa Y3 peja
BeJIMYNHE Marby CJIOXKEHOCT U3PATyHaBaIba METOIA.

HupekTHa nexkommosuiuja Jlammacoe marpure rpada Mozesa je jorr
je/laH mpaBall y KOjeM ce OJ[BHjaJI0 UCTPAXKUBAIHE Yy CMUCTY HOOOJbIIAbA
edukacHoctn mojenaa. OBUM HMPHUCTYIIOM O ce 3a00HINA0 ITPOOJIEM KapaK-
tepusanuje Jlamnacosor ciektpa rpada y dyuknuju JlanmacoBux crekrapa
IeroBUX (hakTop-rpadoBa, YnMe Ou ce CMarmbUIa KOMIIJIEKCHOCT U3BPIIaBa-
wa MeToa. Hamme, 100po je 11o3HATO j1a ce CI0XKEHOCT M3pavdyHaBakba JIH-
HeapHOT TerInIoBor cucTeMa MOXKe CMabUTH allpOKCUMaImjoM Termmniose
MaTPHUIlEe IUKJIUIHOM U TO OJIpeheHNM pa3MelITambeM eJleMeHaTa IIPBe BPCTe
Terummose MaTpuile WM arpoOKCUMAIIjOM y OJHOCY Ha HeKy HopMmy. OBaj
AIIPOKCUMATUBHU METOJI je caMO CHEeNUjaJIHU CIyva] JeKOMIIO3UIlje MaTpu-
1€ Iy TeM CyMe IMUKJIMIHIX MATPUIIA ca oJroBapajyhom perakcarmmjom. 3aTo
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CMO OKapakTepuca/u rpadoBe ca ojpeheHnM CIeKTpPaJHUM CBOjCTBUMA Yy
KJIACH TUPKYJIAHTHUX IpadoBa ja ducMo JonpuHen e(puKacHoj MUPKyIap-
HOj JleKoMIIo3uIju rpada Mozena. ¥y Clydajy jeJIHOUIaHe JTeKOMIIO3UIINje
KopHuIlTheHe Cy IMUKJIMIHE MATPUIIEe HA KOjuMa OU ce CIeKTPaJIHa, JeKOMITO3H-
1ja epUKaCHO M3BPINNIA, KA0 IITO Cy MaTPUIIE CyCeICTBa rpadoBa MaJIor
nujamerpa: yuutapuu Kejnujesu rpadosu, Kponekepcku mpousBoau mup-
KyJaHTHUX T'padoBa, rpadoBu ca MaJuM OpOjeM COICTBEHHX BPEIHOCTH,
uta. [loBehamem aujamerpa, moBehaBa ce U TAIHOCT IIPOIEHE TTapaMeTapa
MoJIeJIa, 0K ce Op3uHa KOHBEPreHIlrje MeTo/1a 1o IpaBuiIy cMmamyje. luja-
MeTap rpada je y JupeKTHOj KOPECIOHIEHIINjA ca MOJIYJIOM Jpyre HajBehe
COIICTBE€HE BPEAHOCTH, a Ib€Ha BEJINYNHa YTUYEC Ha T3B. I'JIaBHU €0 CIIEKTpPaAa,
I1a, CMO Y HACTaBKY IPE3EHTOBAJIM pe3y/ITaTe KOjuMa ce n3padyHaBa MaKCH-
MaJIHa BPEJIHOCT Jnjamerpa rpada y KJaacu MUPKYJIAHTHUX rpadoBa JaTor
pesa, Ipu YeMy Cy OKapaKTePUCAHU CBU TaKBHU eKTpeMaJsiHu rpadosu. Ta-
KObe, MalbU CIIEKTPaJIHU ITIOKPUBa4Y UMILJIUIIMPa MalbUu I'JlTaBHU OE0 CIIEKTPa
rpaca, 1mma cy oapehenn MuHUMAaJIHA HajMarba COIICTBEHA BPEIHOCT U MU-
HUMaJIHA CIIEKTPpaJIHX IIOKPpHBa4Y y KJIaCU HNUPKYJIaHTHUX Fpa(l)OBa JaTor
pena, Kao u rpadoBU KOju MMajy OBakBa cBojcTBa. V3Besene cy anajmse
ACUMIITOTCKE CJIOKEHOCTH, Ka0 U HyMepHUUIKa U3padyHaBaiba KOjuMa je Io-
Ka3aHo JIa YIIOTpeda ropmUX TEOPUjCKUX pe3ysTaTa Jiaje JI00pe pe3ysrare
10 TIUTaly TAYHOCTU MOJIeJIa Yy CJIyYajy KaJa je MaTpuiia cycejacTBa rpada
kBasu-neproanana (Termiosa, o1ok-Termiosa, ur.).

Amnpokcumannmja JlamnacoBe marpuie rpada Moaesra CBOAU Ce Ha Ha-
JIayKerhe MaTpHUIlE JOBOJHHO BEJUKOT paHTa KOja ce MoxKe edUKacHO (hak-
topucatu. Jla du ce pemmo 1podsieMm mnopehara paHra MaTpPUIE KOJOM Ce
AITPOKCUMUPaA MATPHUIIA CyCce/ICTBa rpada Mojesa, Jajba NCTPaKUBaIba MO-
Iy ce pa3BujaTu y cjejiehum mpaBiuMa;

- TIpeJCTaB/balhe MATPHUIlE CyCeCTBa y BUIY 30nupa KpoHekepckux mpo-
n3Boja aBa rpada. OBaj mpodjeM ce MoyKe €KBUBAJEHTHO (hopMy-
JINCATHU Kao MPodJIeM HaJlaxKema k HajBeNnX CUHTYJIapHUX BPEIHOCTH
MaTPHUIIE CYCEJCTBA, KA0 U IbUXOBUX O/I'OBAPajyNuxX CHHIYIAPHUX BEK-
Topa, rie je k Opoj cadupaka y pelpe3eHTalUju alPOKCUMATHBHOT
rpada uuja je marpuia cycejactBa 30up KpoHekepckux IIpomsBojia
MaTPHIA;

- anmpokcuMaripja rpada mojesa nekuM Kponekepckum rpadom HUKET
paHTa KOju Moceyje JOMIHAHTHA CIIEKTPAJIHA CBOjCTBA ITOJIA3HOT I'Pa-
da (y smmreparypu ce nox repmurom Kponekepeku rpadosu cmarpajy
rpadoBu 100HjeHNn Kao IPOU3BOM U cTelleHu oapehenor opoja Kpo-
HEKepCKuX rpadosa);
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- Mmonenupaie Jlamracope marpuie rpada lekaproBum IIpon3BOIOM
rpacoBa;

- IIPOIleHa CIIEKTPa M COIICTBEHUX BEKTOpa XepMUTCKux .JlarmnacoBmx
marpuiia Kponekepckor mnponssojia ycmepenux rpadona;

- mpejcTaB/barmbe rpada mojena KpoHekepcKUM ITPOU3BOIOM IHPKY-
napsor rpada masor qujamerpa (yaurapuau Kejaujes, jako-perynaphn)
U IIPOU3BOJHHOI HEYCMEPEHOT Tpada Ynja MaTPHUIa CyceJCTBA NMa 3a-
JIoBOJbaBajyhu pamr;

- oxpebhuBame onrumasiHOr Opoja ejremenara (cabupaka) y IUPKYJIap-
HOj JIEKOMIIO3UIIMjH TaKO Jla Ce HalpaBu OajaHc m3Mely pasymmuor
r'yOMTKa Ta9HOCTU MoJjiejia W mpopehuBama Marpure jaa Ou ce yciie-
mHo npuMenuaa op3a PypujeoBa TpaHchopMalifja y CIEKTPAJHO]
JIEKOMITO3UIIHjU.

4.1 Hay4Hu mompuHOC AucepTaliuje

HajBaxkauju Teopujcku pe3yaTaTH KOjU NPEACTaB/bajy HAYIHU JTOTPU-
HOC OBe JIucepTarifje Cy:

- HOBe alpokcuMmaliije rpada Mojena rpadosuma ca Kponekepckom
CTPYKTYPOM KOpHIITNEHeM CHHTYJIapHE JeKOMIIO3UIje TPahoBCKUX
MaTPUIA MOJEA;

- HOBUW Ha4YMHU e(pUKaCHe CIIEKTpaJiHe jexkommosuiuje Jlamracose ma-
Tpulie rpada Mojena Kopuirhemem KpoHekepcKor Impom3BoJia COII-
CTBEHUX BeKTOpa (HopMasm3oBaHux) Jlamimacopux marpura dhakTop-
rpadoBa 1 HaJaXKemeM OJroBapajynNnx ampoKCUMaTUBHUX (hopMmyJia
3a COIICTEeBHE BpeJaHOCTH JlarracoBux MaTpuiia Mojielia, IuMe ce Imo-
CTHKE BeOMa MAJIO OJICTYIalbe y IMPOIEHH IapamMerapa Mojesa y3
Mamby CJIOYKEHOCT M3padyHaBaba MeTOIa;

- J00Wjarbe ONTHUMAJHUX BPEJIHOCTU METPUKa KOje IOKa3yjy TadHOCT
rope HaBeJIEHUX allPOKCHMAIIMja 3a COICTBEHE BEKTOPE U COIICTBEHE
Bpeguoctu Jlamnacose marpuiie rpada mozenra. Koedbunujent kope-
JIarmje MeTPUKAa 3a alPOKCUMUPAHE COIICTBEHE BEKTOPE KOPUITNEHeM
Kponekepckor npon3Bo/ia CONTBEHNX BeKTopa (HopMasm3oBaHux) Jla-
ITACOBUX MaTpwuiia akTop-rpadoBa y3uMma Bpegnoctu oko 0.9 3a
perke rpadoBe, JIOK OJICTyabe 33 METPUKY JUCTPUOYIINja PeJIaTHB-
He I'peliKe COICTBeHUX BpeaHocTu He npenasu 10%, a memujana ce
MTOKJIAIa, Ca X-0COM;
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TeopeMa KOJOM ce JOKa3yje J/Ia ce allpOKCUMAIIHje 38 COIICTBEHE BPE/I-
HOCTHU TIPHOJINZKaBajy CTBAPHUM COIICTBEHUM BpegHOCTHUMA Jlariaco-
Be MaTpuiie Kporekepckor rpada Kajia ce HUBO I'PAHCKe I'YCTUHE I'pa-
da nosehasa 3a dukcupanu pen rpada, 0JHOCHO Kaja ce pea rpada
ropehaBa 3a (PUKCHU HUBO I'DAHCKE T'yCTHUHE;

HU3 TeopeMa KojuMa ce ojpehyjy ersakTae dbopmysie 3a oapebhene
KoeduInjeHTe KopeJaluje arpoKCUMAaTUBHIX BEKTOPA, KA0 U 3a OUe-
KHBaHe BPEJIHOCTU KoedUIlujeHaTa KOpeIallije;

yTBphuBaibe HejeHakocTu uaMmehy ojpehennx koeduimjenata Kope-
JIalfje HaJIaXKemheM JIOIbUX I'PAaHUIEd 3adD0PaB/bEHOr TOIMOJIONIKOT MH-
JieKkca rpada Mojesia y ciaydajy panjgoM rpadoBa, Kao U Yy OIIITeM
caaydajy;

JIOKa3 JIa je CJ0XKEHOCT M3BpIaBamba IpadOBCKUX MOJIe/Ia KOjU KOPHU-
CTe TOpIbe allPOKCUMATHUBHE METOJIE Marbha OJl CJIOYKEHOCTU OPUTHHU-
JIAHJTHUX TPaOBCKUX MOJIejIa Y3 BeOMa, BUCOKY TATHOCT IIPEJIUKIIN]E;

KapakTepu3alnja jako peryJapHux MUPKYJaHTHIX IpadoBa CIIeKTPaJI-
HUM METONAMA;

KOHCTPYKIIMja HOBUX KJjaca rpadoBa ca MaJIiM OpPOjeM COIICTBEHUX
BPEJIHOCTU KopHIhemeM onepariija KpoHnekepckor mpousBojia, Jin-
HIjCKOT' OITlepaTopa W 3aj1eI0BOT IIpedalinBarba;

HaJIa2Kehe MUHUMAJIHE HajMame COIICTBEHE BPEIHOCTH, KAO W CIIEeK-
TPAJIHOT TIOKPUBAaYa y KJIACU IMUPKYJIAHTHUX rpadoBa JaTOT pejia, Kao
U KapakKTepusallnja CBUX TaKBUX rpadona;

MaKCUMAJIHU JUjaMeTap y KJacu IMUPKYJIaHTHUX rpadoBa JIaTor pejia
1 oapehuBame TaKBUX eKCTPeMaJHNX I'padoBa;

IIpuUMeHa, JIBouMeH3noHaIHe Op3e Pypujeose TpaHcdopMaliyje y 1up-
KyJIapHUM JIEKOMIIO3UIIHjaMa U allPOKCUMAIT]U COTICTBEHUX BPEJTHO-
cru JlanacoBe maTpuiie rpada Mojena y ciaydajeBuMa Kaja Cy Ma-
Tpuiie rpadOBCKOT Mojie/ia KBA3U-TIEPUOINTHE.

W3 mperxomHOr ce MOXKe 3aKJ/bYyUHUTU J@ Cy CBH JIOOMjEHU DE3YITaTH y
OBOM DaJIy BEOMa 3HAYAJHU Y TEOPHjU IpadOBCKUX MOJEJA U CIIEKTPAJIHO]
teopuju rpadosa yorrmre. Jleo nodujenux pedyiarara je Beh mydsmKoBaH y
BosiechuM Mel)yHapOIHUM YacCOIMCUMA, JOK Cy OCTAJIU Y IIPOIECY IPUIIPEMe
3a 00jaBJbUBAIHE.
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5 IIpuyor A

5.1 Cpeame-KBaJpaTHAa rperika Mmojeja y ciaydajy Kpo-
HeKepckor npousBoga Epmoi-Penu rpadoBa u Ba-
padamu-AndepTt rpadosa

0.8r
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Cimka 16: Taunoct (cpejmbe-KBaJpaTHa TpeIKa) Mojesia Kao (QyHKImja
rpaHcke TycTuHe (J1eBO) u HHMBO mryma (zecuo), rue je S; Epmom-Penn
rpad ca 30 uBopoBa u Sy je Epmom-Penn rpad ca 50 usoposa. Jleso:
oxrosapajyhu 6poj rpana rpadosa cy {43, 130, 217, 282, 348} u {122,
367, 612, 796, 980}. /lecho: TaunocT Mojesa (Cpe/imhe-KBaJpaTHa IPEIKa)
y OJIHOCY Ha Pa3/IMYHUTE IIyMOBe, 3a (PMKCUPAHU HUBO I'DAHCKE T'YyCTHHE O/I

50%.
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Cimka 17: Taunoct (cpejme-KBaJpaTHa TpeIKa) Mojesia Kao (QyHKIHja
IpaHCKe rycTuHe (JIeBO) U HUBO IiyMa (JiecHo), rie je S; Epmom-Penn rpad
ca 50 uBopoBa u S, je Epmom-Penn rpad ca 100 uBoposa. Jleso: oarosa-
pajyhu &poj rpana rpadosa cy {122, 367, 612, 796, 980} amm {495, 1485,
2475, 3217, 3980}. Jecro: TaunocT Mojiesa (Cpelibe-KBaJpaTHa IPeIika) y
OJIHOCY Ha pa3JITYuTe IIyMOBE, 38 (PUKCUPAHU HUBO T'DAHCKE T'yCTHHE O]

50%.
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Cumka 18: Taunocr (cpesme-KBaJpaTHa TpeIka) Mojesta Kao (QyHKIHja
rpaHcke rycruHe (71eBo) u HUBO miyMa (gecHo), rie je S; Bapaddcu-Anbepr
rpad ca 30 uBopoBa u S, je Bapadicu-Anbepr rpad ca 50 uBoposa. Jlego:
oxrosapajyhu 6poj rpana rpadosa cy {56, 125, 216, 225} u {141, 369, 616,
625}. Jecno: TagroCT Momesa (Cpelme-KBaJpaTHA I'DEIIKA) Y OJHOCY Ha
pasamauTe IIyMoBe, 3a (GPUKCUPaHU HUBO rpaHcke rycrude ox 50%.
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Cuuka 19: Taunoct (cpesme-KBaJpaTHa TpeIKa) Mojesia Kao (QyHKIH]ja
IPaHCKe TycTuHe (JIeBO) U HUBO IyMma (jecHo), rie je S; Bapabacu-Andepr
rpad ca 50 uBopoBa u S, je Bapadacu-Andepr rpad ca 100 uBoposa. Jlego:
oxrosapajyhu 6poj rpana rpadosa cy {141, 369, 616, 625} u{475, 1476,
2475, 2500}. Jecro: TaanocT Mojiena (Cpemhe-KBaIpaTHa TPEIKa) Y OJTHOCY
Ha pa3jauduTe IIyMOBe, 3a (PUKCUpaHu HUBO rpaHcke rycrune ox 50%.
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6 IIpugor b

VY pucepraiiuju cy KOpuiiheHn pa3Hu IPOrpaMu 3a BepudUKaIujy Xumo-
Te3a U IpoBepaBame pe3dyarara. [lomohuu nporpamu cy pas3Bujanu y mpo-
rpamckum maketnma MATHEMATICA u MATLAB, kao u y mporpaMckom
jesuky Java (HajaXKerme jaKo PeryJapHux [UPKYJIaHTHUX TpadoBa, IUPKY-
JIapHEUX T'padoBa ca YeTUPHU PA3JIMINTE COICTBEHE BPEIHOCTH, JUjaMeTPA,
pelaBarmbe ONTUMI3AIMOHOT IPOdJIEMa Y TPadOBCKOM MOJIEITY, UT/L.).

6.1 MATHEMATICA kopa 3a reHepucame MAPKYJIaHT-
HUX rpadgoBa ca MajJuM OpojeM pPa3JIMIUTUX COI-
CTBEHUX BPEAHOCTHU

Eigens[n_, DDivisors_] := Module[{L, i, 1, ev, t, cc,
<~ num_divisors, c},
num_divisors = Length[DDivisors];
For[i = 1, i <= num_divisors, i++, c[i] = 1];
L = Table[0, {n}];
For[l =1, 1 <= n, 1++,
ev = 0;
For[i = 1, i <= num_divisors, i++,
t = n/(DDivisors[[i]]*GCD[n/DDivisors[[i]], 1 -
< 11);
cc = Moebiu-
— sMul[t]*EulerPhi[n/DDivisors[[i]]]/EulerPhi[t];
(*If[1 == 3, Print([ccl];*)
ev = ev + clil*cc;
1
LL[1]] = ev;
1
Return[L];
1

Ch[n_, DDivisors_] := Module[{L, L1, ptrl, ptr2, ptr3},
L = Eigens[n, DDivisors];
(*Print [L]*) ;
ptrl = L[[2]];
(*Print [ptri] ;=)
For[i = 3, i <= Length[L] && L[[i]] == ptrl, i++];
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47

48

49

50

53

54

(*Print [i] ;%)

If[i == Length[L] + 1, ptr2 = L[[1]] + 1, ptr2 = L[[i]]1];
(*Print [ptr2] ;*)

For[i = 3, (i <= Length[L]) && (L[[i]l] == ptr1 L[[i]] ==
o ptr2), i++];

If[i == Length[L] + 1, ptr3 = L[[1]] + 1, ptr3 = L[[i]l]];
(*Print [ptr3] ;*)

If[ptr2 == L[[1]] + 1 ptr3 == L[[1]] + 1, Return[False],
Return[Count [L, ptrl] + Count[L, ptr2] + Count[L, ptr3]
— ==1'l—1]];

Module[{DDivisors, SS, n, i, count},
count = Table[{i, 0, 0}, {i, 1, 100}];
For [n = 1, n <= 200, n++,
DDivisors = Divisors[n] // Dropl#, -1] &;
If [Length[DDivisors] > 18, Print["Skipping ", n],
SS = Subsets[DDivisors] // Dropl[#, -1] &;
For [i = 2, i <= Length[SS], i++,
If [GCD @@ (SS[[il]"Join"{n}) == 1,
If [Ch[n, SS[[i]]1],
count[[n, 2]]++;
count[[n, 3]] = DivisorSigma[0, n] - 2;

Print[n, " ", SS[[i]], " ", Eigens[n,
~ S8[[i]111]1;

1;

1;
1
1;
1;
count // TableForm

]

6.2 Java koa 3a HaJlaXkeme JgujaMeTpa IMUPKYHATHOT

rpada

54 // calculating the diameter of a graph

5‘5|

54 import java.util.Vector;
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public class Diameter {
private int n;
private int [J[] adj;
private int diameter;

public Diameter(int n, int []1[] adj)
{

this.n = n;

this.adj = adj;

public void run ()
{
diameter = 0;
int [] p = new int [n];
Vector<Integer> queue = new Vector<Integer>();
for (int inital = 0; inital < n; inital++)

{

queue.clear();

for (int i = 0; i < nj; i++)
p [i] = 0O;

queue.add(inital);

p [inital] = 1;

while (queue.size() > 0)

{
int i = queue.get(0);
queue.remove (0) ;
for (int j = 1; j <= adj [i][0]; j++)
{
if (p [adj [i]1[j]1] == 0)
{
queue.add(adj [11[j1);
p [adj [i1[(j1] = p [i] + 1;
}
}
}

for (int i = 0; i < nj; i++)
if (p [i] > diameter)
diameter = p [i];
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}
public int diameter()
{
return diameter - 1;
}
}
}

6.3 MATLAB kona 3a peremne ONITUMHU3AIMOHOT ITPO-
Osema y rpadpoBckoM Mozesry

function [e, mu, Theta] = uni_train(Ylist,Slist,Rlist)

b

tic [n,a,t] = size(Rlist); tn = t * n; Vlist = zeros(tn, n);
— Dlist =

zeros(tn, 1); Clist = zeros(tn, a); Plist = zeros(tn, 1); YLY
— =O;

YM = 0; RY = zeros(a,1); YPCVY = 0; PCVlist = zeros(tn,1);
%Loop Through Blocks in order to Independent Processes
— Separately
for i = 1:t
S = Slist;
S (S/sum(sum(S))) * n;
R = Rlist(:,:,i); Y = Ylist(:,1i);
%Process L
L = diag(sum(S)) - S;
%Eigen (L)
[V,D] = eig(L); D = diag(D);
%Special
t0 = (i-1D)*n + 1; tf = i*n;
Vlist(tO:tf,:) = V; Dlist(t0:tf) = D;
Clist(t0:tf,:) V'*R;
Plist(t0:tf,:) -0.5 *x (V' xY) .x (V' xY);
YLY = YLY + Y'xLxY; YM = YM + Y'*Y; RY = RY + R' * Y;
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157
158

159

169

%Rank 1 Special
%[0,1s] diagonal for each block

pcvO = 1; PCV = ones(n,1); PCV(1) = PCV(1) - pcvO;

PCV1list(t0:tf) = PCV;

YPCVY = YPCVY + PCV' * ((V' * Y).

end

tic
Y%initialize

alpha = ones(l,a); beta = 0; cedilla
[alpha,beta,cedilla];

%Boundaries

%dn = max(D); 40 = min(D);

dn = D(end); dO = D(1); d1 =D(2); A

ones(l,a) , d1 , 1;

ones(l,a) , d0 , (1-pcvO)]; %...

Y%zeros(1,a), 1, 0 ]; %this is a
A= -A; b= [0; 0; 0];
pA
%Aeq = [ones(l,a) , 1, 0];
%beq = 1;
toc

tic

%Run Gradient

options =
optimset('Algorithm','interior-

~2);

[ones(1,a)

0; Theta =

, dn , 1;

hard restriction

— point', 'MaxIter',200, 'GradObj','on', 'TolX"',le-

< 200, 'TolCon',1e-500);
Theta,A,b,Aeq,beq, [1,[],[],options);

Theta = fmincon(@(Theta)uni_objective(Theta,Dlist,Clist,
tn,a,YLY,Plist,YM,RY,PCVlist,YPCVY),
Theta,A,b, [1,[1,0],[]1,[],options);

alpha = Theta(l:a); beta = Theta(a+l); cedilla =

toc

tic
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%Infer Prediction and Calculate Error
gamma = sum(alpha) ;
M_inv = ones(tn,1) ./ (gamma + cedilla*PCVlist +
betaxDlist);
mu = zeros(n,1,t);
for i = 1:t
t0 = (i-D*n + 1; tf = i*n;
mu(:,1,i) = Vlist(t0:tf,:) *
<  (M_inv(t0:tf) .*(Clist(t0:tf,:) * alpha'));

end

mu = reshape(mu, [n,t]);
%disp(size(Ylist))
%disp(size(mu))

e = Ylist - mu;
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7 Bbwuorpadmwuja ayropa

Milan Bagié¢ je roden 19. 07. 1979. u Nigu. Zavrsio je OS Cele-kula i
Gimnaziju Svetozar Markovi¢ u Nigu sa odli¢nim uspehom (nosilac diplome
Vuk Karadzi¢). Tokom osnovnog i srednjoskolskog obrazovanja osvojio je na
desetine priznanja, pohvala i nagrada (prvih, drugih i tre¢ih) na takmicenji-
ma iz matematike, programiranja, fizike i nau¢no-tehnickog stvaralastva od
najnizeg do najviseg nivoa. Osim toga, ucestvovao je na letnjim Skolama i
drugim programima namenjenim mladim talentovanim matematic¢arima i
informatic¢arima, poput istrazivackih stanica i seminara u Petnici, Karatasu,
Avali, Beloj Crkvi, itd. Za izuzetan uspeh postignut tokom osnovnog i
srednjoskolskog obrazovanja dobitnik je nagrade Skup$tine grada Nisa i
stipendije Vlade Kraljevine Norveske.

Diplomske studije na smeru za Informatiku i ra¢unarstvo na Odseku za
Matematiku i informatiku Prirodno-matematickog fakulteta u Nisu zavrsio
je 2004. godine sa prose¢nom ocenom 10 (deset) kao student generacije.
Diplomski rad pod nazivom "Konstrukcija prevodioca za podskup program-
skog jezika Pascal" odbranio je sa ocenom 10. U toku studija ukljucen je
u rad Seminara za algebru, kombinatoriku i informatiku, u okviru Mate-
matickog instituta SANU i Prirodno-matematickog fakulteta u NiSu, i rad
projekta ,Center of Excellence for Applications of Mathematics®, nemacke
agencije za akademsku saradnju DAAD i Pakta za stabilnost Jugoistoc-
ne Evrope. Po zavrsetku diplomskih studija, Skolske 2004/2005, upisao je
magistarske studije na smeru za Racunarstvo i informatiku na Odseku za
matematiku i informatiku Prirodno-matematickog fakulteta u Nisu i poloZio
sve ispite sa prose¢nom ocenom 10, a Skolske 2006/2007 godine upisao je
doktorske akademske studije na Prirodno-matematickom fakultetu u Nisu,
na studijskom programu za Informatiku (Rac¢unarske nauke). Takode je
polozio sve programom predvidene ispite sa prose¢nom ocenom 10 i stekao
120 ESPB potrebnih za prijavu doktorske disertacije. Doktorsku diserta-
ciju pod nazivom "Neki problemi teorije grafova na kvantnim mrezama i
nedeterministickim automatima" uspesno je odbranio 2011. godine. Doktor-
ske akademske studije je upisao na studijskom programu Matematika, na
Prirodno-matematic¢kom fakultetu u Kragujevcu skolske 2012/2013. godine,
gde je polozio sve ispite predvidene planom i programom sa prose¢nom
ocenom 10.

Trenutno je zapoSljen na Departamnu za racunarske nauke Prirodno-
matematickog fakulteta Univerziteta u Nisu u zvanju redovnog profesora
Racunarskih nauka od 2018. godine. Takode je radio specijalizovanom
odeljenju za matemtaku i informatiku gimnazije Svetozar Markovi¢ u Nisu i
senior predavac je na seminaru za matematiku Istrazivacke stanice Petnica.
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Odpazay 1

H3JABA AYTOPA O OPHTHHA/THOCTH /IOKTOPCKE /IHCEPTALIHJE

M3jaBsbyjem fa JOKTOpCKa AUCepTaliija Mo/l HaCIOBOM:

[Tpumena MaTpuuHKUX onepaluja U JACKOMIO3ULMA Y ONTHMHU3ALIN]H NPEAUKTHBHUX
rpagoBckux moaena

MPpEIACTABbA OPUSUHHATHO AYMOPCKO 0eJlo HACTajo Kao PE3YNTAT CONCMBEHOZ UCMPANCUBAYKOL

pada.

Osom Hsjasom marohe nomephyjem:

® Jlacam jeduHu aymop HaBejieHe JOKTOPCKe AucepTalije,
® /lay HaBEJIEHO] OKTOPCKO] AMCEPTALN|H HUCAM U3BPULUO/1A NOEPEedY AYTOPCKOT HUTH
JpYTOr MpaBa HHTEJIEKTyaJlHe CBOJMHE APYTHX JIULIA,

YV Kparyjesuy, 14.06.2022. roaune,

Hunsy Tl

MOTIHC ayTopa




Oépazay 2

H3JABA AYTOPA O HCTOBETHOCTH IITAMITAHE H EJIEKTPOHCKE BEP3HJE
JIOKTOPCKE JJHCEPTAI[HJE

M3jassbyjem 1a cy WwTaMnaHa v e1eKTPOHCKa Bep3Hja JIOKTOPCKE IMCEPTALIH]e M0 HACJOBOM:

[Ipumera maTpuunuX onepaimja U IEKOMIO3HLUM]A Y ONTUMHM3ALM|U NPEANKTHBHHX
rpa)OBCKUX Mojiena

HMCTOBETHE.

V Kparyjesity, 14.06.2022. roaune,

S Cuns y bavall

MOTIUC ayTopa




Oopazay 3

H3JABA AYTOPA O HCKOPHIITRABAH Y /]OKTOPCKE [HCEPTALIHJE

Ja, Munan Bawuh,

J03BOJbaBaM

HE J03BObABAM

Yhuupep3uterckoj 6ubanoreun y Kparyjesily 1a Ha4MHM JiBa TpajHa YMHOXKEHA MpUMEpKa Y

€JIEKTPOHCKO] (hOPMH JOKTOPCKE JUCEPTaLIMjE M0l HACTOBOM:

[IpyMeHa MaTpUUYHUX onepalija U JeKOMNO3MIIMja Y ONTUMH3ALIUjH NPETHKTHBHUX
rpaoBCKUX Mojena

M TO Y LGJIMHU, KA0 M J1a MO jeJaH MPUMEPAK TaKO YMHOKEHE A0KTOPCKE JIHCepTallnje yUYHHH
TPajHO JOCTYNMHMM jJaBHOCTH MyTeM [UIMTAJHOr pErNo3uTOpujyma YHuBep3uTeTa Yy
Kparyjesily ¥ LIEeHTpaIHOr PENO3HTOPH]YMa Ha/UIEKHOI MHHUCTAPCTBA, TaKO Ja NMpHUIMajiHHIK
JABHOCTH MOTY HAuYMHHTH TpajHe yMHO}keHe NIPUMEPKE Y eNeKTPOHCKO] hopmH HaeejieHe

JIOKTOPCKE JINCepTalLuje MyTeM npeyzumarsd.

Ogowm H3jaBom Takohe

¥ JO3BOJbdBaM

HE HOBBO.:"baBaM]

' Ykonuko aytop usaGepe ja He 103BOJIH NPHOIAIHHLMMA JABHOCTH J1a TAKO JOCTYNHY JOKTOPCKY AHCEPTaLujy
KOpHETE 01 yCIoBUMA YTBPheHnM jeinom o Creative Commons TRUEHIH, TO HE HCKIbYHY]€ MPABO NPUIAAHHKA
JABHOCTH 12 HABE/IEHY JIOKTOPCKY JIHCEPTALK]Y KOpHCTe Y cKaajly ¢a ojpeadama 3akoHa 0 2y TOPCKOM M CPOIHHM
npaB1Ma.



MPUNaJHULAMA JABHOCTH 1 TaKO JIOCTYTIHY JIOKTOPCKY JMCEPTaLnjy KOPHCTE M0 YCIOBMMA

ytBphenum jearom ox cienehux Creative Commons nnuenuu:

1) Ayropcteo

2) AYTOPCTBO - JIEJIUTH M0/l MCTUM YCJIOBUMA

3) AytopcTso - 6e3 npepana

4) AYyTOpCTBO - HEKOMEPLMjATHO

5) Ay’ropcmo - HEKOMEPLIMjAITHO - JICJIMTH TO/1 HCTHM yCIIOBUMA

6) AyTOPCTBO - HeKOMepLIHjaiHO - €3 npepaaa’

Y Kparyjesuy, 14.06.2022. roaue.

7 ——
SHefgp Ga Lf/%

MOTIMC ayTopa

* Monumo aytope Koju cy usaGpann Aa 103B0J€ NPUNAAHHUMMA JaBHOCTH Aa TAKO AOCTYIHY JIOKTOPCKY
JIHCEPTAlM]y KOPHETE N0 yeaoBuma yTephenum jeanom o Creative Commons IMUEHIM 12 320KPYKe je/IHy 041
nonyhenux nuienuu. Jleraman caapixaj HaBeJeHHX JHUEHIH JOCTYNaH je Ha: http://creativecommons.org.rs/



