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Rezime

U ovoj tezi je razmatrana nedavno uvedena grafovska invarijanta, me-

{ovita metri~ka dimenzija grafova. Posebno interesantan problem ovog

istra`ivawa jeste dobijawe novih op{tih dowih granica koje va`e za sve

povezane grafove odre|enog reda. U radu su dati i ilustrativni primeri

novih i starih dowih granica, za 12 poznatih grafova iz literature,

kao i za sve povezane grafove sa 5 ~vorova. Pokazano je da su date dowe

granice dobre, odnosno da se za neke klase grafova poklapaju sa egzaktnim

vrednostima. Tako|e, prikazano je i pore|ewe novih dowih granica sa

granicama poznatim iz literature.

Daqe, razmatrani su ekstremalni problemi grafova koji ukqu~uju

me{ovitu metri~ku dimenziju. Razmatra se razlika izme|u me{ovite i

metri~ke dimenzije grana, kao i razlika izme|u jake i me{ovite metri~ke

dimenzije. Za prvu razliku data je i klasa grafova na kojima se dosti`e

maksimum date razlike. Zatim su dobijene Nordhaus−Gaddum dowe i

gorwe granice za zbir i proizvod me{ovite metri~ke dimenzije grafaG i

wegovog komplementarnog grafaG, kako za proizvoqne takoi za obostrano
povezane grafove. Prona|ena je klasa grafova na kojima su dostignute

ove Nordhaus−Gaddum gorwe granice. Tako|e je poboq{ana, poznata

iz literature, Nordhaus−Gaddum dowa granica obostrano povezanih

grafova, za zbir i proizvod metri~ke dimenzije.

Na kraju su odre|ene egzaktne vrednosti me{ovite metri~ke dimenzije

za grafove oblika to~ka, torus grafove, kompletno razdvojene i grafove

cvetnih latica. Dobijeno je da je me{ovita metri~ka dimenzija, za torus

grafove, konstanta, za grafove cvetnih latica da ne zavisi od reda grafa,

dok za grafove oblika to~ka i za kompletno razdvojene grafove da neo-

grani~eno raste sa porastom reda grafa.

Spisak nau~nih radova koji sadr`e sve prethodno spomenute rezultate,

a koji su nastali u toku rada na ovoj disertaciji, prikazan je na kraju

literature.

Kqu~ne re~i

Me{ovita metri~ka dimenzija, metri~ka dimenzija grana, Nordhaus-
Gaddum granice, ekstremalna teorija grafova, torus grafovi, grafovi

oblika to~ka, grafovi cvetnih latica, kompletno razdvojeni grafovi
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Abstract

In this thesis, a recently introduced graph invariant, the mixed metric
dimension of graphs, is considered. A particularly interesting advancement
of this research is to obtain new general lower bounds that apply to all
connected graphs of a certain order. Illustrative examples of new and old
lower bounds are also given for 12 graphs known from the literature as well
as for all connected graphs with 5 vertices. It is shown that the given lower
bounds are quite good, i.e. that for some classes of graphs, in many cases,
they coincide with the exact values. The comparison of the new lower bounds
with the bounds known from the literature is also presented.

Further, the extremal graph problems involving a mixed metric dimension
are studied. The difference between the mixed and edge metric dimension
is considered, as well as the difference between the strong and mixed me-
tric dimension. Also are identified individual classes of graphs, on which
the maximum of given difference is reached. Then, Nordhaus-Gaddum lower
and upper bounds are obtained for the sum and product of the mixed metric
dimension of the graph G and its complementary graph G, both for arbi-
trary and for doubly-connected graphs. Again, classes of graphs on which
these Nordhaus-Gaddum upper bounds are reached, are described. Also,
the Nordhaus-Gaddum lower bound of doubly-connected graphs for sum and
product of the metric dimension, known from the literature, is improved.

Finally, the exact values of the mixed metric dimension for wheels, torus,
complete split graphs and flower snarks are found. The following results
are obtained: the mixed metric dimension, for torus graphs, is constant, for
flower snarks it does not depend on the order of graphs and for wheels graphs
and complete split graphs, the mixed metric dimension increases indefinitely
with increasing order of the graph.

A list of papers containing the previously mentioned results, which were
created during the work on this dissertation, is presented at the end of the
literature.

Key words

Mixed metric dimension, edge metric dimension, Nordhaus-Gaddum bo-
unds, extremal graph theory, torus graphs, wheel graphs, flower snark graphs,
complete split graphs
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Predgovor

Me{ovitametri~ka dimenzija grafova je nova grafovska invarijanta i

oblast istra`ivawa ovog rada obuhvata kako pronala`ewe wenih op{tih

svojstava i osobina, tako i egzaktnih vrednosti za neke specijalne klase

grafova. Ova grafovska invarijanta ima u nekim slu~ajevima zna~ajno

druga~ije teorijske karakteristike u pore|ewu sa ostalim problemima

metri~ke dimenzije, tako da zbog toga nije uvek mogu}e, direktno, a ponekad

ni indirektno, koristiti postoje}e teorijske rezultate za osnovnu grafo-

vsku invarijantu. Zbog toga je potrebno uvoditi nova svojstva koja kara-

kteri{u samo me{ovitu metri~ku dimenziju.

Ova disertacija objediwuje dva pravca istra`ivawa. Prvi je odre|iva-

we dowih granica za me{ovitu metri~ku dimenziju, koriste}i oblasti

kombinatorike, optimizacije i ekstremalne teorije grafova. Drugi pra-

vac sadr`i odre|ivawe egzaktnih vrednosti me{ovite metri~ke dimenzije

za neke specijalne klase grafova uz pomo} rezultata dobijenih u prvom

pravcu istra`ivawa.

Disertacija se sastoji od rezimea na srpskom i engleskom jeziku, pre-

dgovora, uvodnog poglavqa, ~etiri poglavqa u kojima su izlo`eni ori-

ginalni rezultati doktorske disertacije, zakqu~ka i literature. Svi

izlo`eni rezultati u pomenuta ~etiri poglavqa su originalni, osim de-

limi~no sekcije 3.1 u kojoj su prikazana prirodna pro{irewa nekih po-

stoje}ih rezultata iz literature.

Prvo poglavqe je uvodnog karaktera. Koncipirano je tako da obuhvata

osnovne pojmove koji se su{tinski nadaqe koriste u ovom radu, koji su

predstavqeni kroz sekcije. U prvoj sekciji date su definicije osnovnih

pojmova iz teorije grafova, dok je u drugoj sekciji uvedena definicija

problema me{ovite metri~ke dimenzije grafova, kao i definicije jo{ tri

grafovske invarijante na koje }e se referisati u ovom radu. U tre}oj i

~etvrtoj sekciji navedene su osobine skupa me{ovitog razre{ewa, kao i

osobine nekih drugih grafovskih invarijanti koje se koriste kao moti-

vacija za uvo|ewe, ali i za dokazivawe originalnih rezultata ove dise-

rtacije. Vezu izme|umetri~ke dimenzije grafa iwegovog komplementarnog

grafa je data u sekciji 1.5. Posledwa sekcija iz ovog poglavqa posve}ena

je metri~kim dimenzijama nekih veoma interesantnih familija grafova.

Drugo poglavqe sadr`i rezultate koji se odnose na izra~unavawe nekih

novih, op{tih dowih granica za me{ovitu metri~ku dimenziju grafova.

Pre svega u prvoj sekciji odre|ene su nove op{te dowe granice, dok su u

drugoj dati ilustrativni primeri novih i starih dowih granica i ta~ne

vrednosti me{ovite metri~ke dimenzije za dva skupa grafova.
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Tre}e poglavqe sadr`i rezultate koji se odnose na ekstremalne pro-

bleme grafova koji ukqu~uju me{ovitu metri~ku dimenziju. U prvoj se-

kciji navodimo neke primere ekstremalnih problema, kao i neka prirodna

uop{tewa tvr|ewaiz literature, dok su u drugoj i tre}oj sekciji prikazani

rezultati koji obuhvataju re{avawe razlika izme|u me{ovite i metri~ke

dimenzije grana, odnosno jake i me{ovite metri~ke dimenzije, redom.

U prvoj sekciji ~etvrtog poglavqa predstavqene su Nordhaus−Ga-
ddum granice me{ovite metri~ke dimenzije, gde su razmatrane sve va-

rijante ovih granica, min/max, zbir ili proizvod, kako za proizvoqne

grafove, tako i za obostrano povezane. U sekciji 4.2 poboq{ana je dowa

granica za metri~ku dimenziju obostrano povezanih grafova, dok su u

posledwoj sekciji 4.3 datirezultatiNordhaus−Gaddum granica zametri-

~ku dimenziju grana grafa.

Pretposledwe poglavqe, u kojem su prikazani originalni rezultati

doktorske disertacije, je peto poglavqe i ono sadr`i specijalne klase

grafova za koje je dobijena egzaktna vrednostme{ovitemetri~ke dimenzije.

Kao i prethodna poglavqa i ovo je podeqeno na sekcije. U sekcijama 5.1,

5.2, 5.3 i 5.4 prikazane su egzaktne vrednosti za grafove oblika to~ka,

torus, kompletno razdvojene grafove i grafove cvetnih latica, redom.

U posledwem, {estom poglavqu prikazan je pregled svih novih dobi-

jenih rezultata. Zatim su dati pravci daqih nau~inih istra`ivawa kao i

nau~ni doprinos ove disertacije.

@elela bih da se zahvalim:

• Mentoru prof. dr Jozefu Kratici, koji je rukovodio izradom ove

doktorske disertacije, na veoma korisnim sugestijama i stru~nim

savetima;

• ^lanovima komisije: prof. dr Bojani Borovi}anin, prof. dr Vla-

dimiruFilipovi}u i doc. dr Tawi Stojadinovi} ~iji predlozi, ko-

nstruktivne primedbe i sugestije su poboq{ale kvalitet ovog rada;

• Svojoj porodici, suprugu Milo{u, deci Marti i Iliasu i majci

Slavici na pru`enoj podr{ci;

• Tako|e, dugujem zahvalnost kolegama i profesorima sa PMF-a u

Kragujevcu na razumevawu, pomo}i i strpqewu tokom rada na ovoj

disertaciji. Posebno se zahvaqujem prof. dr Qiqani Pavlovi}

kojame je uvela u oblastimatemati~kog programirawa, optimizacije,

kao i ekstremalne teorije grafova i pomogla u lak{em razumevawu i

shvatawu istog;
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• Svojim nastavnicima i profesorima: Sne`ani Rai~evi}, Dejanu

Kne`evi}u i Sne`ani Marinkovi};

• Ostalim koautorima: dr Tomici Divni}u, doc. dr Zoranu Maksi-

movi}u i prof. dr Aleksandru Savi}u.

Kragujevac, januar 2022. Milica Milivojevi} Danas
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1 Uvod

1.1 Op{ti pojmovi i definicije

U ovoj sekciji navedeni su op{ti pojmovi i definicije koji se koriste

u ovoj disertaciji. GrafG se defini{e kao ure|eni par (V (G), E(G)), pri
~emu je V (G) ̸= ∅. Elemente skupa V (G) nazivamo ~vorovima, dok elemente
skupa E(G) nazivamo granama grafa G. Formalno, vw ∈ E(G) ozna~ava
da postoji grana koja spaja ~vorove v, w ∈ V (G). Daqe, red grafa jednak
je broju elemenata koji pripadaju skupu V (G) i ozna~ava se sa |V (G)|, dok
broj elemenata koji pripadaju skupu E(G) predstavqa broj grana grafa i
ozna~ava se sa |E(G)|. Napomenimo da u daqem radu, tamo gde je potpuno

jasno o kom grafu G se radi, za skup ~vorova i skup grana koristi}emo

oznake V i E, redom.
U grafuG, v−w put defini{e se kao niz ~vorova v, v1, v2, . . . , vk, w koji

su me|usobno razli~iti i takvi da je vv1, vkw ∈ E(G), kao i vivi+1 ∈ E(G)
pri ~emu je i = 1, 2, . . . , k − 1. Za par ~vorova v i w ka`emo da su povezani,

ako u grafu G postoji put ~iji su krajwi ~vorovi ba{ v i w. Rastojawe
izme|u dva ~vora v iw defini{e se kao du`ina najkra}eg v−w puta u grafu

G i ozna~ava se sa dG(v, w).U daqem tekstu, ukoliko je potpuno jasno o kom

se grafu radi, umesto oznake dG(v, w), koristi}emo oznaku d(v, w).
U disertaciji }e biti razmatrani prosti, povezani i neorijentisani

grafovi. Neorijentisani grafovi su grafovi kod kojih su sve grane dvo-

strano orijentisane, to jest grana vw je isto {to i granawv. Iz toga sledi
da za bilo koji par ~vorova v i w, u neorijentisanom grafu G, va`i da

rastojawe d(v, w) je isto {to i rastojawe d(w, v).
Grane koje su incidentne sa istim parom ~vorova nazivaju se paralelne

grane, dok se grana kod koje se po~etni i krajwi ~vor poklapa naziva petqa.
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Definicija 1.1. GrafG je prost ukoliko u wegovom skupu granaE(G) nema
ni petqi ni paralelnih grana.

Definicija 1.2. GrafG je povezan ako su svaka dva wegova ~vora povezana.

Dva ~vora grafa v i w su susedna ako su spojena granom e = vw, dok se
grane grafa koje su incidentne istom ~voru nazivaju susedne grane. Tako|e,

grana e ∈ E(G) se naziva most, ukoliko uklawawem te grane graf G − e
ima vi{e komponenti povezanosti od grafa G.

Pod otvorenom okolinom proizvoqnog ~vora v grafa G podrazumeva

se skup N(v) = {w ∈ V (G)|vw ∈ E(G)} suseda ~vora v, dok se zatvorena
okolina ~vora v defini{e kao N [v] = N(v) ∪ {v}.

Za ~vor v ∈ N(w) ka`emo da je maksimalan sused ~vora w, ako su svi

susedi od w, ukqu~uju}i i w, tako|e u zatvorenoj okolini od v. Zatim, za
proizvoqna dva ~vora v i w u grafuG ka`emo da su "la`ni" blizanci, ako

imaju iste otvorene okoline, tj. N(v) = N(w). Sa druge strane, ~vorovi v
i w su "pravi" blizanci ako je N [v] = N [w].

Definicija 1.3. Stepen ~vora v je broj suseda tog ~vora u grafu G, degv =
|N(v)|.

Ako je u grafu G ~vor v stepena 1, onda se taj ~vor naziva list ili

vise}i ~vor.

Kako je sa degv ozna~en stepen ~vora v ∈ V , sa δ(G) i△(G) ozna~avamo
minimalan i maksimalan stepen ~vora grafa G. Formalno, δ(G) =
min{degv|v ∈ V } i△(G) = max{degv|v ∈ V }.

Maksimalno rastojawe dva ~vora u grafu naziva se dijametar grafa, to

jest D(G) = max{d(v, w)|v, w ∈ V (G)}. Napomenimo da se za ozna~avawe
dijametra grafa koristi i oznaka diam(G).

Definicija 1.4. Komplement grafaG je grafG ~iji je skup ~vorova V (G) =
V (G) i ~iji je skup grana E(G) = {vw|v, w ∈ V (G), vw /∈ E(G), v ̸= w}.

Tvr|ewe 1.1. Za proizvoqan graf G va`i△(G) = |V (G)| − 1− δ(G).

Napomenimo, za neki graf ka`emo da je obostrano (komplementarno)

povezan (eng. doubly − connected graph), ako su povezani i graf G i wegov

komplementaran graf G. Za dva grafa, sa istim brojem ~vorova, ka`emo

da su izomorfna ako va`i slede}a definicija.

Definicija 1.5. Dva grafa G = (V1, E1) i H = (V2, E2) su izomorfna

ukoliko postoji bijekcija f : V1 → V2 koja odr`ava osobinu susednosti

~vorova, tj.

(∀v, w ∈ V1)(vw ∈ E1 ⇔ f(v)f(w) ∈ E2).

Tada pi{emo G ∼= H i funkcija f je izomorfizam.
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Definicija 1.6. Put Pn je graf sa skupom ~vorova V (Pn) = {v1, . . . , vn} i
nizom grana vkvk+1 ∈ E(Pn) za k = 1, . . . , n− 1.

Definicija 1.7. Kontura (ciklus) Cn je graf sa skupom ~vorova V (Cn) =
{v1, . . . , vn} i sa skupom grana E(Cn) = {vkvk+1|k = 1, . . . , n− 1} ∪ {vnv1}.

Definicija 1.8. Povezan graf bez kontura naziva se stablo.

Definicija 1.9. Kompletan graf (klika) je graf gde su svaka dva razli~ita

~vora susedna.

Kompletan graf ozna~ava se saKn, gde jen red grafa i pri ~emu je stepen
svakog ~vora kompletnog grafa n− 1. Ukupan broj grana, kod kompletnog
grafa, je E(Kn) =

n(n−1)
2

.

^vor v se naziva simplicijalni (ekstremalni) ~vor ako wegova otvore-
na okolina indukuje kompletan graf.

Neka su degv1 , . . . , degvn stepeni ~vorova v1, . . . , vn u grafuG. Tada, graf
G nazivamo regularnim grafom (r−regularnim) ako je degv1 = degv2 =
. . . = degvn = r. Lako je videti da je broj grana regularnog grafa |E(G)| =
1
2
nr.

Definicija 1.10. GrafG je bipartitan ako postoji particija skupa ~voro-

va V (G) = V1(G) ∪ V2(G) i V1(G) ∩ V2(G) = ∅, tako da za svaku granu

e ∈ E(G) va`i da ona spaja ~vor iz V1(G) sa ~vorom iz V2(G). Formalno,
skup grana je E(G) = {vw|v ∈ V1(G), w ∈ V2(G)}.

Grafnazivamokompletanbipartitan grafukolikopostoji granaizme-

|u svakog ~vora prvog skupa i svakog ~vora drugog skupa. Ozna~ava se sa

Kr,s, gde je r broj ~vorova prvog skupa, a s broj ~vorova drugog skupa.
Dekartov proizvod dva grafa G i H je graf G2H , gde je skup ~vorova

V (G2H) = {(a, b)|a ∈ V (G), b ∈ V (H)}. Dva ~vora (a, b) i (c, d) su susedna
u grafu G2H ako i samo ako va`i (a = c i bd ∈ E(H)) ili (b = d i

ac ∈ E(G)).Formalno,

E(G2H) = {(a, b)(a, d)|a ∈ V (G); bd ∈ E(H)}∪

{(a, b)(c, b)|b ∈ V (H); ac ∈ E(G)}.

Graf G = Pr2Pt zove se pravougaoni graf.

Daqe, definisa}emo pojam reprezentativnog skupa (eng. hitting set). Za
dati skup U i kolekciju T podskupova S1, . . . , Sm od U , takvih da je wihova
unija jednaka U , reprezentativni skup H je skup koji ima neprazan presek

sa svakim skupom iz ove kolekcije, tj. za svako i ∈ {1, . . . ,m}, H ∩ Si ̸= ∅.
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Definicija 1.11. Za proizvoqnu granu vw ∈ E(G) uvodimo slede}a dva

skupa:

(1.1) Wvw = {u ∈ V |d(v, u) < d(w, u)},Wwv = {u ∈ V |d(v, u) > d(w, u)}.

Kasnije }emo u sekciji 2.1 definisati vezu izme|u ova dva skupa i skupa

me{ovitog razre{ewa.

Zatim, navodimo definiciju me|usobno maksimalno udaqenih ~vorova.

Definicija 1.12. [41] Par ~vorova v, w ∈ V , v ̸= w, je me|usobno maksi-

malno udaqen ako i samo ako

• d(u,w) ≤ d(v, w) za svako u ∈ N(v) i

• d(v, u) ≤ d(v, w) za svako u ∈ N(w).

Kako je tema ove disertacije me{ovita metri~ka dimenzija grafova,

u ovom odeqku navodimo definicije grafova za koje }emo dati egzaktne

vrednosti me{ovite metri~ke dimenzije.

Prvo, defini{emo grafove oblika to~ka i to su grafovi koji se sastoje

od konture du`ine najmawe 3 i jednog ~vora u centru koji je povezan sa svim

~vorovima konture. Ovi grafovi se ozna~avaju saWn i imaju n+1 ~vorova
i 2n grana. Formalno, skup ~vorova je V (Wn) = {v0, . . . , vn} i skup grana
E(Wn) = {vkvk+1|1 ≤ k ≤ n − 1} ∪ {v0vk|1 ≤ k ≤ n} ∪ {vnv1}. ^vor v0
naziva se unutra{wi ~vor, dok se svi ostali nazivaju spoqnim ~vorovima.

Na slici 1 prikazan je graf oblika to~ka W8. Wegova me{ovita

metri~ka dimenzija je 8 i dobijena je pomo}u metode totalne enumeracije.

Jedna wegova me{ovita metri~ka baza je {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8}.
Daqe, defini{emo torus grafove Tm,n koji imajum ·n ~vorova i 2 ·m ·n

grana. Skup ~vorova je

V (Tm,n) = {(i, j) | 0 ≤ i ≤ m− 1, 0 ≤ j ≤ n− 1}

i skup grana

E(Tm,n) = {(i, j)(i+ 1, j) | 0 ≤ i ≤ m− 2, 0 ≤ j ≤ n− 1}∪

{(i, j)(i, j + 1) | 0 ≤ i ≤ m− 1, 0 ≤ j ≤ n− 2}∪
{(m− 1, j)(0, j) | 0 ≤ j ≤ n− 1} ∪ {(i, n− 1)(i, 0) | 0 ≤ i ≤ m− 1}.
Torus grafovi mogu se tako|e prikazati kao Dekartov proizvod dve

konture, tj. Tm,n = Cm2Cn.

Na slici 2 prikazan je torus graf T5,5. Wegova me{ovita metri~ka

dimenzija je 4 i dobijena je pomo}u metode totalne enumeracije. Jedna

wegova me{ovita metri~ka baza je {(0, 0), (0, 2), (1, 3), (3, 3)}.
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Slika 3: Kompletno razdvojen graf K∗
4,3

Slede}i grafovi koje defini{emo jesu kompletno razdvojeni grafovi

K∗
k,n−k. Oni imaju n ~vorova i

(
n
2

)
-
(
n−k
2

)
grana, pri ~emu je skup ~vorova

V (K∗
k,n−k) = {xi|1 ≤ i ≤ k} ∪ {yi|1 ≤ i ≤ n − k}, dok je skup grana

E(K∗
k,n−k) = {xixj|1 ≤ i < j ≤ k} ∪ {xiyj|1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n − k}.

Napomenimo da se kompletno razdvojen graf K∗
k,n−k mo`e dobiti povezi-

vawem svakog ~vora kompletnog grafa Kk sa svakim ~vorom grafa bez

grana Kn−k. U daqem radu pretpostavi}emo da je V1 = {xi|1 ≤ i ≤ k} i
V2 = {yi|1 ≤ i ≤ n− k}. Na slici 3 prikazan je kompletno razdvojen graf
K∗

4,3.

Daqe uvodimo grafove cvetnih latica i oni su prvi put uvedeni 1975.

godine u radu [34]. Graf cvetnih latica je povezan, 3−regularan graf,

bez mostova. Ovi grafovi se ozna~avaju sa Jn i imaju 4n ~vorova i 6n
grana. Formalno, skup ~vorova je V (Jn) = {bk, ak, ck, dk|k = 0, n− 1}.
^vorovi {b0, . . . , bn−1} su unutra{wi i oni obrazuju unutra{wi ciklus,

{a0, . . . , an−1} se zovu centralni, dok su {c0, . . . , cn−1} i {d0, . . . , dn−1} spo-
qni i oni obrazuju spoqni ciklus. Formalno, skup grana je E(Jn) =
{ckck+1, dkdk+1|0 ≤ k ≤ n − 2} ∪ {akbk, akck, akdk, bkbk+1|0 ≤ k ≤ n − 1} ∪
{dn−1c0, cn−1d0}. Napomenimo da su indeksi ~vorova uzeti po modulu n.

Na slici 4 prikazan je graf cvetnih latica J9. Wegova me{ovita

metri~ka dimenzija je 4 i dobijena je pomo}u metode totalne enumeracije.

Jedna me{ovita metri~ka baza grafa Jn je {b0, c1, c6, d3}.
Slede}e tvr|ewe defini{e jedan izomorfizam grafa Jn.

Tvr|ewe 1.2. [43] Neka je Jn graf cvetnih latica i l ∈ {0, 1, ..., n − 1}
proizvoqan broj. Tada je funkcija hl : V (Jn) → V (Jn) definisana sa
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Slika 4: Graf J9

(1.2)

hl(ak) =

{
al−k, k ≤ l ≤ n− 1,

an−k+l, 0 ≤ l < k,

hl(bk) =

{
bl−k, k ≤ l ≤ n− 1,

bn−k+l, 0 ≤ l < k,

hl(ck) =

{
cl−k, k ≤ l ≤ n− 1,

dn−k+l, 0 ≤ l < k,

hl(dk) =

{
dl−k, k ≤ l ≤ n− 1,

cn−k+l, 0 ≤ l < k,

izomorfizam.

Pregled svih definicija i rezultata iz teorije grafova dalekoprevazi-

lazi obim ove disertacije. U ovom odeqku bile su navedene definicije

i osnovne osobine pojmova iz teorije grafova, koje su neophodne kasnije

za dobijawe i dokazivawe originalnih rezultata ove disertacije. Kako

se koli~ina znawa i primena istog, neprestano uve}ava, veoma je te{ko

dati pregled svih relevantnih kwiga i to iz u`ih oblasti unutar teorije

grafova. Zainteresovani ~italac mo`e na}i izuzetno kvalitetne dodatne

materijale iz teorije grafova ~ak i na na{em jeziku: R. Tadi} 1969. go-

dine u kwizi [63], D. Cvetkovi} 1981. godine u kwizi [9], D. Cvetkovi}
1983. godine u kwizi [11], D. Cvetkovi} i ostali 1996. godine u kwizi

[14], D. Stevanovi} i ostali 2007. godine u kwizi [59], D. Cvetkovi} i S.
Simi} 2012. godine u kwizi [21] i \. Dugo{ija i A. Savi} 2018. godine u
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kwizi [25]. Tako|e bih `elela da istaknem i nekoliko izuzetno kvalite-

tnih kwiga napisanih na engleskom jeziku: F.Harary 1969. godine u kwizi
[31], M.Behzad 1979. godine u kwizi [5], J.A.Bondy i U. S.R.Murty 2008.
godine u kwizi [7], R. J.Wilson 2010. godine u kwizi [65] i G.Chartrand i
P.Zhang 2013. godine u kwizi [22].

1.2 Definicija problema

Problem metri~ke dimenzije grafa uveden je sedamdesetih godina, ta-

~nije 1975. godine Slater, a zatim i 1976. godine Harrary i Malter,
su nezavisno jedni od drugih, u radovima [57] i [32] definisali pojam

metri~ke dimenzije. U povezanom, prostom grafu G = (V,E) reda n,
za proizvoqan ~vor u ka`emo da razre{ava (eng. resolves) ~vorove v i

w, ako va`i d(u, v) ̸= d(u,w). Tada, za skup ~vorova S ⊆ V ka`emo

da je skup razre{ewa (eng. resolving set), ako za svaka dva ~vora iz V po-

stoji ~vor iz S koji ih razre{ava. Ako je S = {w1, w2, ..., wk}, tada za

svaki ~vor u ∈ V mo`emo odrediti vektor wegovih koordinata dat sa

rS(u) = (d(u,w1), d(u,w2), ..., d(u,wk)). Dakle, mo`e se re}i da je S skup

razre{ewa, ako svaki ~vor grafa G ima jedinstven vektor koordinata,

tj. razlikuje se od svih ostalih vektora bar u jednoj koordinati. Skup

razre{ewa minimalne kardinalnosti naziva se metri~ka baza. Kardina-

lnost metri~ke baze je metri~ka dimenzija grafa G. Metri~ka dimenzija

grafa G, u daqem radu, bi}e ozna~avana sa β(G). Pojam skupa razre{ewa

uveli su Harrary i Malter, dok je Slater koristio termin locirawe skupa

(eng. locating sets). U literaturi sinonim za skup razre{ewa i locirawe

skupa jeste metri~ki generator (eng.metric generators) i do sada je poznato
nekoliko primena metri~ke dimenzije. Prvobitno je Slater otkrio da se
mo`e koristiti za prepoznavawe uqeza u mre`ama, dok su drugi otkrili da

ova dimenzija mo`e da se koristi za problem navigacije robota u mre`ama

[45], u hemiji [15, 36], kao i u prepoznavawu obrazaca i obradi slika [48].
Daqe }emo predstaviti nekoliko novijih NP−te{kih grafovskih in-

varijanti, koje su prirodna pro{irewa osnovnog problema metri~ke di-

menzije grafa.

Kako metri~ka dimenzija i skup razre{ewa daju neku informaciju o

~vorovima grafa, prirodno se postavqalo pitawe da li postoji neki

parametar ili grafovska invarijanta, koja se na isti na~in bavi granama

grafa. Odgovor na ovo pitawe daju Kelenc i ostali (2018) u radu [38], gde
su autori uveli metri~ku dimenziju grana grafa. Udaqenost izme|u ~vora

i grane defini{e se kao kra}e rastojawe izme|u datog ~vora i krajwih
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~vorova grane koju posmatramo. Formalno, ako je u ∈ V i e = vw onda je

(1.3) d(u, e) = min{d(u, v), d(u,w)}.

Napomenimo po{to razmatramo samo neorijentisane grafove, rastojawe

izme|u ~vora i grane je isto {to i rastojawe izme|u grane i ~vora. Za

proizvoqan ~vor u ka`emo da razre{ava grane e1 i e2 grafa G, ako va`i
d(u, e1) ̸= d(u, e2). Sli~no kao kod metri~ke dimenzije uvodimo skup

razre{ewa grana i ka`emo da je S ⊆ V skup razre{ewa grana, ako za bilo

koji par grana iz E postoji bar jedan ~vor s ∈ S koji ih razre{ava. Dakle,

skup razre{ewa grana minimalne kardinalnosti je granska metri~ka baza

i wena kardinalnost naziva se metri~ka dimenzija grana grafa i ozna~ava

se sa βE(G).
Po{to su uvedene metri~ka dimenzija i metri~ka dimenzija grana

grafa, nedavno Kelenc i ostali (2017) u radu [39] uvode pojam me{ovite

metri~ke dimenzije i tada su prvi put prou~avana neka wena svojstva.

^vor u razre{ava proizvoqan par elemenata a, b ∈ V ∪ E grafa G, ako
va`i d(u, a) ̸= d(u, b). Skup me{ovitog razre{ewa (eng.mixed resolving set)
S ⊆ V je skup takav da za bilo koji par elemenata iz V ∪ E, postoji
bar jedan ~vor s ∈ S koji ih razre{ava. Skup me{ovitog razre{ewa

minimalne kardinalnosti naziva se me{ovita metri~ka baza. Kardina-

lnost me{ovite metri~ke baze je me{ovita metri~ka dimenzija grafa G i

ozna~ava se sa βM(G). Napomenimo da kako svakom ~voru i svakoj grani

grafaGmo`emo dodelitiwihov odgovaraju}i vektor koordinata u odnosu

na skup me{ovitog razre{ewa S, koordinate svih ~vorova i svih grana

naziva}emo me{ovitim metri~kim koordinatama.

Primer 1.1. Na slici 5 prikazan je mali graf G1 sa 5 ~vorova i 7 grana.

Wegova me{ovita metri~ka dimenzija je jednaka 5 i dobijena je pomo}u

totalne enumeracije. Metri~ka dimenzija i metri~ka dimenzija grana su

jednake 3 i 4, redom. Me{ovita metri~ka baza je {v1, v2, v3, v4, v5}, to jest
svi ~vorovi su elementi baze i brisawem bilo kog od wih, uvek }e postojati

dva elementa grafa sa istim metri~kim koordinatama.

Predstavi}emo jo{ jednu grafovsku invarijantu, jaku metri~ku dime-

nziju, koja }e se pojavqivati kasnije u ciqu odre|ivawa maksimalne ra-

zlike izme|u we i me{ovite metri~ke dimenzije grafova. Jaka metri~ka

dimenzija uvedena je prvi put u radu [58]. Ka`emo da ~vorw jako razre{ava

proizvoqna dva ~vora u i v ako ~vor u pripada najkra}em v−w putu ili v
pripada najkra}em u− w putu. Skup jakog razre{ewa S ⊆ V je takav skup

da za bilo koja dva razli~ita ~vora iz V (G)\S postoji bar jedan ~vor iz

S koji ih jako razre{ava. Analogno prethodnim, jaka metri~ka baza i jaka
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Slika 5: Mali graf G1 sa 5 ~vorova

metri~ka dimenzija defini{u se kao minimalan skup jakog razre{ewa i

kardinalnost jake metri~ke baze, redom. Jaka metri~ka dimenzija ozna~ava

se sa βS(G).

1.3 Neke osobine skupa me{ovitog razre{ewa

U ovoj sekciji prikazan je kratak pregled rezultata u vezi me{ovite

metri~ke dimenzije grafova, a koji se koriste u daqem radu. Napomenimo

da je problem koji razmatramo nov i da do sada ne postoji mnogo rezultata

u literaturi koji se ti~u ove grafovske invarijante.

Po{to je svaki skup me{ovitog razre{ewa tako|e i skup razre{ewa i

skup razre{ewa grana grafa, onda za svaki graf va`i slede}a nejednakost

(1.4) βM(G) ≥ max{β(G), βE(G)}.

Kako ceo skup ~vorova jeste skup me{ovitog razre{ewa, a sa druge

strane samo jedan ~vor ne mo`e formirati skup me{ovitog razre{ewa,

zakqu~ujemo da va`i slede}a napomena.

Napomena 1.1. [39] Za svaki graf G reda n va`i 2 ≤ βM(G) ≤ n.

U radu [39] dobijeno je nekoliko wenih bitnih svojstava, ali i skupa

me{ovitog razre{ewa. Kako su u napomeni 1.1 dowa i gorwa granica

me{ovite metri~ke dimenzije redom 2 i n, u pomenutom radu autori su

predstavili karakterizaciju grafova ~ija me{ovita metri~ka dimenzija

dosti`e ove vrednosti. Pokazali su da se dowa granica dosti`e za puteve

Pn, to jest βM(Pn) = 2, dok se gorwa granica dosti`e kod kompletnih

grafovaKn, to jest βM(Kn) = n. Napomenimo da kompletni grafovi nisu
jedini ~ija je me{ovita metri~ka dimenzija jednaka redu grafa.
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Tako|e su date i ta~ne vrednosti za jo{ neke klase grafova kao {to su

konture Cn, stabla T , kompletni bipartitni grafovi Kr,s i pravougaoni

grafovi G = Pr2Pt. [tavi{e, predstavqeno je nekoliko op{tih dowih

i gorwih granica, kao i dokaz da problem odre|ivawa me{ovite metri~ke

dimenzije, u op{tem slu~aju, pripada klasi NP−te{kih problema.
Kako se ova grafovska invarijanta pojavila relativno skoro, 2017.

godine, jo{ uvek nije napisan veliki broj radova koji je posve}en re{avawu

ovog problema. Do sada, pored pomenutog rada, problem me{ovite metri-

~ke dimenzije razmatran je tako|e i u radovima [60]i [61]. U radu [60]mogu se
prona}i egzaktne vrednosti me{ovite metri~ke dimenzije unicikli~nih

grafova, kao i dobre dowe granice za grafove koji imaju unicikli~an

podgraf. Ekstremalna razlika me{ovite metri~ke dimenzije i cikloma-

ti~nog broja grafa data je u radu [61].
Sada navodimo tvr|ewa, teoreme i wihove posledice koje }e biti

kori{}ene u slede}im poglavqima.

Tvr|ewe 1.3. [39]Ako su u i v "pravi" blizanci u grafuG, onda u i v pripadaju
svakom skupu me{ovitog razre{ewa grafa G.

Tvr|ewe 1.4. [39] Ako su u i v "la`ni" blizanci u grafu G i ako je S skup

me{ovitog razre{ewa grafa G, tada je {u, v} ∩ S ̸= ∅.

Tvr|ewe 1.5. [39] Ako je u simplicijalni ~vor u grafu G, onda u pripada

svakom skupu me{ovitog razre{ewa grafa G.

Iz tvr|ewa 1.5 lako se zakqu~uje da va`i slede}a posledica.

Posledica 1.1. [39] Ako je u ~vor stepena 1 u grafuG, onda u pripada svakom
skupu me{ovitog razre{ewa grafa G.

U slede}im teoremama nave{}emo dve klase grafova za koje me{ovita

metri~ka dimenzija uzima vrednosti 2 i n, a koje su nam od zna~aja za daqe

istra`ivawe.

Teorema 1.1. [39] Neka je G bilo koji graf reda n. Tada je βM(G) = 2 ako i
samo ako je graf G put.

Lema 1.1. [39] Neka je u proizvoqan ~vor grafa G i neka je S = V (G) \ {u}.
Ako za svaki ~vor w ∈ N(u) postoji x ∈ S tako da je d(uw, x) ̸= d(w, x),
onda je S skup me{ovitog razre{ewa za graf G.

Teorema 1.2. [39] Neka je G graf reda n. Tada je βM(G) = n ako i samo ako

svaki ~vor grafa G ima maksimalnog suseda.
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1.4 Kratak pregled ekstremalne teorije grafova

Pre nego {to prika`emo tvr|ewa, teoreme i osobine koje }e se kori-

stiti kao motivacija za dobijawe originalnih rezultata ove disertacije,

kao i zawihovo dokazivawe, najpre }emone{to re}i o ekstremalnoj teoriji

grafova. Za wen po~etak uzima se 1941. godina, kada je dokazanaTurán−ova
teorema u radu [62] i ona je postala osnova ekstremalne teorije grafova.

Imaju}i u vidu da se ekstremalna teorija grafova bavi prou~avawem ra-

zli~itih problema, i kako je u pitawu oblast koja se i daqe brzo razvija,

u nastavku navodimo samo onaj sadr`aj koji ima direktne veze sa ovom do-

ktorskom diseratacijom. Prevashodni ciq je da se daju matemati~ke osno-

ve ekstremalne teorije grafova i da se prika`u ideje za re{avawe nekih

va`nijih problema. Kako graf mo`emo zamisliti kao model odre|enog

skupa objekata i veza koje postoje izme|u wih, lako je primetiti sveukupnu

primenu i va`nost ekstremalne teorije grafova u skoro svim oblastima

istra`ivawa.

Na grafovima se uvode funkcije koje zavise od raznih elemenata grafa,

kao {to su stepen ~vora, broj grana i sli~no, i te funkcije nazivamo

topolo{kim indeksima. Ukoliko je re~ o primeni teorije grafova u

hemiji, nakon uvo|ewa topolo{kog indeksa uo~ava se korelacija izme|u

dobijenih vrednosti tog indeksa i raznih fizi~ko-hemijskih osobina jedi-

wewa za koje su izra~unati topolo{kiindeksi. U nastavku }emo spomenuti

jedan od indeksa koji je me|u prvima uveden. U pitawu je Randi}ev indeks,

uveden je 1975. godine u radu [56] od strane Milana Randi}a koji je

prou~avaju}imolekule alkana uo~iovezu izme|u strukturemolekula alkana

i wihovih fizi~ko-hemijskih osobina. On meri stepen granawa moleku-

lskog grafa pridru`enog molekulu zasi}enog ugqovodonika, pri ~emu

pod molekulskim grafom podrazumevamo graf koji odgovara wegovoj stru-

kturnoj formuli. Randi} je pokazao dobru korelaciju ovog indeksa sa

nekim fizi~ko-hemijskim osobinama alkana. Vrlo brzo ovaj indeks postao

je jedan od najvi{e istra`ivanih topolo{kih indeksa, kako od strane

hemi~ara, tako i od strane matemati~ara. Tako|e, pomenu}emo akademika

Ivana Gutmana, koji je objavio zna~ajne radove iz razli~itih podoblasti

teorije grafova, od kojih smoizdvojilineke oRandi}evomindeksu [16], [17],
[29] i [55], kao i monografije [30] i [46].

Ono {to je zanimqivo proveravati jeste da li je ta uspostavqena ko-

relacija zna~ajno izra`ena kada su u pitawu ekstremalni grafovi.

Ovoj problematici je posve}en veliki broj radova i razvijene su razne

metode za pronala`ewe ekstremalnih grafova. Zna~ajna okolnost koja je

doprinela tome, jesu i sistemi koji se koriste za postavqawe hipoteza
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u teoriji grafova, kao i za proveravawe dobijenih rezultata. Pre nego

{to ne{to ka`emo o metodama za pronala`ewe ekstremalnih grafova,

re}i }emo ne{to o pomenutim sistemima. Kako oni nisu su{tina ove di-

sertacije, izdvoji}emo samo neke od najpoznatijih: GRAPH, AutoGraphiX
(AGX) i newGRAPH.

Najstariji je programski paketGRAPH. Razvijen je od strane Drago{a
Cvetkovi}a i Slobodana Simi}a na Elektrotehni~kom fakultetu Uni-

verziteta u Beogradu u periodu izme|u 1980�1984. godine, a wegov opis

se mo`e videti u referencama [10], [12] i [20]. GRAPH je dizajniran tako

da podr`ava istra`ivawa u teoriji grafova i on pre svega slu`i kao

podr{ka korisniku da postavi i potvrdi ili opovrgne hipotezu.

AGX je jo{ jedan od sistema iz teorije grafova, koji je napravqen za

lak{e pronala`ewe hipoteza, kao i za pretragu ekstremalnih grafova.

G.Caporossi i P.Hansen 2000. godine u radu [18] razvili su ovaj sistem u

okviru GERAD grupe iz Montreala. Opis AGX sistema je detaqno dat

u referencama [1], [2] i [3]. Svi ekstremalni problemi koje AGX re{ava

mogu se izraziti kao optimizacija na kona~nim familijama grafova i za

weno re{avawe AGX koristi metodu promenqivih okolina (eng. Variable
Neighborhood Search− VNS). Nakon ove po~etne verzije AGX sistema u

naredne dve decenije su razvijena neka poboq{awa osnovnogAGX sistema.

Najnovija unapre|ewa su opisana u radu [13] i glavna razlika ove verzije,
u odnosu na prethodne, je ta {to ima za ciq prou~avawe ekstremalnih

grafova u odnosu na ~vorove grafa umesto u odnosu na jednu ili vi{e

invarijanti. Tako|e, algoritam optimizacije je i daqe zasnovan na VNS,
ali je zna~ajno promewen i unapre|en.

Daqe, opisa}emo jo{ jedan sistem newGRAPH. On je novija verzija

sistema GRAPH i wegova svrha je tako|e podr{ka korisniku u istra-

`ivawu u teoriji grafova. Ovaj sistem je delo Vladimira Brankova, Dra-

gana Stevanovi}a i Marka Milo{evi}a i wegovu glavnu karakteristiku

~ini prilago|enost svakom istra`iva~u. Ta~nije, korisnik mo`e pisati

nove grafovske invarijante, generisati grafove, ali i uvesti postoje}e

datoteke. Detaqnije o ovom sistemu se mo`e videti u [8].
Sada }emo re}i ne{to i o egzaktnim metodama za pronala`ewe ek-

stremalnih grafova. One metode koje su za nas interesantne, a koje su

primewivane u radovima iz {ire oblasti disertacije, jesu metode matema-

ti~kog programirawa.

Odraznihprimenametode linearnogprogramirawa, za re{avawenekih

specifi~nih ekstremalnih problema grafova, nave{}emo: Pavlovi} i

Gutman (2001) u radu [55], Fischermann i ostali (2003) u radu [26], Pavlovi}
(2007) u radu [52], Gutman i ostali (2008) u radu [29] i Divni}, Milivojevi}

i Pavlovi} (2014) u radu [23].
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Od raznih primena metode kvadratnog programirawa nave{}emo: Pa-

vlovi} i Divni} (2007) u radu [54] iMilivojevi} i Pavlovi} (2017) u radu

[49].
Razvoj ovihmetoda i zadavawematemati~kogmodela grafa, iz neke klase

grafova, je od velikog zna~aja za razvoj matemati~kih modela, ali i alata

u optimizaciji. Dosta zna~ajan korak u re{avawu ovih problema jeste

postavqawe modela ili relaksacija datih problema. Po{to svaki graf

mo`emo prikazati pomo}u odre|enog broja jednakosti i/ili nejednakosti,

to jest pomo}u linearnih i nelinearnih ograni~ewa, koja moraju biti

zadovoqena, dolazimo do modela ili relaksacije koje potom re{avamo

odabranom metodom. Napomenimo da model postaje te`i za re{avawe u

slu~aju nelinearnih ograni~ewa, pa ponekad koristimo iwegovu linearnu

relaksaciju pri re{avawu.

Razmatrawe svih oblika ekstremalnih problema grafova je daleko

izvan okvira ovog rada. Zbog toga }emo biti fokusirani na samo dve

vrste problema:

• ekstremalne razlike dve grafovske invarijante (od kojih je jedna

me{ovita metri~ka dimenzija);

• Nordhaus−Gaddum dowe i gorwe granice za zbir i proizvod proi-

zvoqnog grafa G i wegovog komplementarnog grafa G.

Originalni rezultati za prvi oblik problema bi}e prikazani u pogla-

vqu 3, a za drugi u poglavqu 4. U nastavku }emo dati osnovne definicije i

osobine iz literature koje }emo kasnije primewivati i koristiti u dokazu

glavnih rezultata.

Neka su ξ1(G)i ξ2(G)dve grafovske invarijante. Tada uvodimofunkciju
(ξ1 − ξ2)(n).

Definicija 1.13. (ξ1−ξ2)(n) je maksimalna vrednost razlike ξ1(G)−ξ2(G),
za sve grafove G reda n.

Teorema 1.3. [15] Povezan graf G reda n ima metri~ku dimenziju 1 ako i

samo ako je G = Pn.

Teorema 1.4. [15] Povezan graf G reda n ≥ 2 ima metri~ku dimenziju n− 1
ako i samo ako je G = Kn.

Lema 1.2. [15] Za graf G(V,E) sa dijametrom D i β(G) = k va`i da je

|V | ≤ k +Dk.

Teorema 1.5. [28] Maksimalan mogu}i stepen svakog grafa, metri~ke dime-

nzije najvi{e k, je 3k − 1.
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Daqe, kako je jasno da za proizvoqan ~vor v u grafuG, skup V (G)\{v} je
skup razre{ewa grana i kako je neophodno da je najmawe jedan ~vor u bilo

kom skupu razre{ewa, dobijaju se prirodne granice za metri~ku dimenziju

grana grafa, to jest

(1.5) 1 ≤ βE(G) ≤ n− 1.

Tvr|ewe 1.6. [38] Za svako n ≥ 2 va`i βE(Pn) = β(Pn) = 1, βE(Cn) =
β(Cn) = 2 i βE(Kn) = β(Kn) = n− 1. [tavi{e, βE(G) = 1 ako i samo ako
je G put Pn.

Tvr|ewe 1.7. [38] Neka je G povezan graf i △(G) maksimalan stepen grafa
G, tada je

(1.6) βE(G) ≥ ⌈log2 △(G)⌉.

Teorema 1.6. [27] Neka je G povezan graf i neka je δ(G) minimalan stepen
grafa G, tada je

(1.7) βE(G) ≥ 1 + ⌈log2 δ(G)⌉.

Daqe, napomenimo da su u osnovnom radu [38], gde je prvi put uvedena
metri~ka dimenzija grana, dati primeri grafova za koje je metri~ka dime-

nzija grana mawa, jednaka i ve}a od metri~ke dimenzije grafaG. [tavi{e,

pokazano je da postoje grafovi koji zadovoqavaju sve trojke (x, y, n) takve
da va`i

1 < x ≤ y ≤ 2x ≤ n− 2,

pri ~emu je x = β(G) i y = βE(G).Pokazano je da za grafove oblika to~ka,
razlika izme|u metri~ke dimenzije grana i metri~ke dimenzije raste sa

porastom reda grafa. Zatim, u radu [66], pored toga {to je data karakte-
rizacija grafova sa n ~vorova kod kojih je βE(G) = n− 1, dokazano je i da

je
βE(G)
β(G)

neograni~eno odozgo. U tom radu, pojavquju se grafovi Fr, koji }e

biti uvedeni u slede}oj definiciji, kao i neke osobine tih grafova.

Definicija 1.14. [66] Za pozitivan ceo broj r, neka je Fr graf sa skupom

~vorova A ∪ B, gde je B = {b1, . . . , br} i A = {aS|S ⊆ B}. U wemu su bi i bj
susedni za sve bi, bj ∈ B, gde je bi ̸= bj , i aS i aT susedni za sve aS, aT ∈ A,
gde je aS ̸= aT . Tako|e, za bilo koje bi ∈ B i aS ∈ A ~vorovi bi i aS su

susedni ako i samo ako bi ∈ S.

Na slici 6 prikazan je graf F2. Interesantno je pitawe kolika je

vrednost metri~ke dimenzije ovih grafova, zatim odgovaraju}e dimenzije

grana, kao i me{ovite metri~ke dimenzije. Odgovor na prva dva pitawa

dat je u slede}oj teoremi iz rada [66], a na posledwe pitawe je kona~an

odgovor dat u poglavqu 3.1.
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Slika 6: Graf F2

Teorema 1.7. [66] Za bilo koji pozitivan ceo broj r va`i

β(Fr) = r i βE(Fr) = r + 2r − 2.

Posledica 1.2. [66] βE(G)
β(G)

nije ograni~en odozgo.

Iz nejednakosti (1.4) sledi jo{ jedna posledica teoreme 1.7.

Posledica 1.3. Za svako r ≥ 1 va`i βM(Fr) ≥ r + 2r − 2.

Tako|e, lako je primetiti da va`e jo{ dve posledice prethodne teoreme.

Posledica 1.4. (βE − β)(r + 2r) ≥ 2r − 2.

Posledica 1.5. (βM − β)(r + 2r) ≥ 2r − 2.

Slede}e tvr|ewe opisuje vezu izme|u skupa jakog razre{ewa i skupa

razre{ewa.

Tvr|ewe 1.8. [58] Svaki skup jakog razre{ewa je tako|e i skup razre{ewa,
odnosno βS(G) ≥ β(G).

Tvr|ewe 1.9. [41] Ako je S ⊂ V skup jakog razre{ewa grafa G, onda za svaka
dva maksimalno udaqena ~vora v, w ∈ V , mora da je v ∈ S ili w ∈ S.

Dodatne osobine i tvr|ewa o jakoj metri~koj dimenziji mogu se na}i u

preglednom radu [42].

1.5 Veza izme|u metri~ke dimenzije grafa i wegovog komple-

mentarnog grafa

Nastavqaju}i se na prethodnu sekciju, u ovoj sekciji opisujemo drugu,

posebnu vrstu ekstremalnih problema grafova, gde u~estvuje graf i we-

gov komplementaran graf, koji su nazvani Nordhaus−Gaddum, po au-

torima rada [51] iz 1956. godine. Oni su dali op{te granice za zbir
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i proizvod hromatskog broja grafa G i wegovog komplementarnog grafa

G. Napomenimo da je gorwu granicu za zbir prvo predlo`io Zykov 1949.
godine u radu [67] na ruskom jeziku, odnosno 1952. godine u radu [68]
na engleskom jeziku. Od tada se pojavio veliki broj rezultata u vezi

Nordhaus−Gaddum granica za mnoge druge grafovske invarijante koji

su izlo`eni u nekoliko stotina radova. Po{to opis svih tih rezultata

izlazi izvan okvira ove disertacije, zainteresovani ~italac mo`e na}i

veliki broj informacija o tome u preglednom radu [4].
U oblastima problema metri~ke dimenzije Hernando i ostali (2014) u

radu [33] dali su Nordhaus−Gaddum granice za nekoliko dobro pozna-

tih grafovskih invarijanti, od kojih }e ovde biti izlo`eni rezultati za

metri~ku dimenziju.

Teorema 1.8. [33] Za svaki netrivijalan graf G va`i 2 ≤ β(G) + β(G) ≤
2n− 1. [tavi{e,

• β(G) + β(G) = 2 ako i samo ako G = P4;

• β(G) + β(G) = 2n− 1 ako i samo ako {G,G} = {Kn, Kn}.

Neka je daqe dat grafG reda n i pretpostavimo da je V (G) = {1, . . . , n}.
Neka G[H(i)] ozna~ava graf koji se dobija kada se u grafu G ~vor i zameni
datim grafom H i svaki ~vor grafa H se pove`e sa svakim susedom ~vora

i u G. Sli~no, G[H
(i)
1 , H

(j)
2 ] ozna~ava graf koji se dobija iz G zamenom

~vora i grafomH1 i ~vora j grafomH2 i povezivawem svih ~vorova iz H1

(svih ~vorova iz H2) sa svakim susedom ~vora i (~vora j) u G i jo{ ako je

ij ∈ E(G), onda je i svaki ~vor grafa H1 povezan sa svakim ~vorom grafa

H2.

Teorema 1.9. [33] Za svaki obostrano povezan graf G reda n ≥ 4 va`i

2 ≤ β(G) + β(G) ≤ 2n− 6. [tavi{e,

• β(G) + β(G) = 2 ako i samo ako G = P4;

• β(G) + β(G) = 2n− 6 ako i samo ako G ∈ Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3, gde

� Ω1 = {P4, P5, B}

� Ω2 = {P4[K
(1)
n−3], P4[K

(1)

n−3], P4[K
(2)
n−3], P4[K

(2)

n−3]}

� Ω3 = {P4[K
(1)
r , K

(2)
n−r−2] : 1 ≤ r ≤ n− 3}∪{P4[K

(1)

r , K
(3)

n−r−2] : 1 ≤
r ≤ n− 3}.

Graf B se naziva bull graf i to je planaran, neorijentisan graf sa 5

~vorova i 5 grana, u obliku trougla sa dve odvojene vise}e grane.
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1.6 Metri~ke dimenzije za neke familije grafova

U ovom odeqku najpre navodimo vrednosti me{ovite metri~ke di-

menzije za konture, kompletne bipartitne grafove, stabla i pravougaone

grafove koje se mogu na}i u referenci [39].

Tvr|ewe 1.10. [39] Za bilo koji pozitivan ceo broj n ≥ 4 va`i βM(Cn) = 3.

Tvr|ewe 1.11. [39] Za sve pozitivne cele brojeve r, t ≥ 2 va`i

βM(Kr,t) =

{
r + t− 1, r = 2 ∨ t = 2;
r + t− 2, ina~e.

Teorema 1.10. [39] Za bilo koje stablo T sa l(T ) listova va`i da je βM(T ) =
l(T ).

Tvr|ewe 1.12. [39] Neka je G pravougaoni graf G = Pr2Pt za r ≥ t ≥ 2.
Tada je βM(G) = 3.

Tako|e, u radu [39] izlo`ena je gorwa granica za me{ovitu metri~ku
dimenziju grafova. Obim g(G) grafa G je red najmawe konture u G. Za

me{ovitu metri~ku dimenziju data je gorwa granica koja zavisi od obima

grafa.

Teorema 1.11. [39] Neka je G graf reda n. Ako G sadr`i konturu, tada je

βM(G) ≤ n− g(G) + 3.

Na kraju ove sekcije, navodimo egzaktne vrednosti metri~ke dimenzije

i/ili metri~ke dimenzije grana za grafove oblika to~ka, torus grafove

i grafove cvetnih latica. Za ove grafove, u poglavqu 5, su prvi put

dobijene egzaktne vrednosti me{ovite metri~ke dimenzije. Tako|e, u ovom

poglavqu dobijena je prvi put i me{ovita metri~ka dimenzija za komple-

tno razdvojene grafove, pri ~emu za ove grafove metri~ka dimenzija i

metri~ka dimenzija grana nisu jo{ uvek poznate u literaturi.

Navodimo metri~ku dimenziju i metri~ku dimenziju grana za grafove

oblika to~ka, dobijenu u radu [6]

(1.8) β(Wn) =


3, n = 3, 6;
2, n = 4, 5;
⌊2n+2

5
⌋, n ≥ 7,

odnosno, u radu [38]

(1.9) βE(Wn) =

{
n, n = 3, 4 ;
n− 1, n ≥ 5.
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Daqe, u radu [19] dobijena je metri~ka dimenzija za torus grafove, koja
va`i za svem,n ≥ 3

(1.10) β(Tm,n) =

{
3, m ili n neparno;
4, ina~e.

U radu [38] dobijena je vrednost metri~ke dimenzije grana za specijalan
slu~aj torus grafova, koja va`i za sve celobrojne s i t

(1.11) βE(C4s2C4t) = 3.

Teorema 1.12. [35] Neka je Jn graf cvetnih latica. Tada, za svaki neparan,

pozitivan ceo broj n ≥ 5 va`i da je β(Jn) = 3.
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2 Op{te dowe granice me{ovite metri~ke dime-

nzije

2.1 Nove op{te dowe granice

Najpre }emo uvesti dowu granicu za me{ovitu metri~ku dimenziju

proizvoqnog povezanog grafa G, koja neznatno poboq{ava dowu granicu
za metri~ku dimenziju grana iz teoreme 1.6.

Teorema 2.1. Neka jeG povezan graf i u proizvoqan ~vor iz skupa me{ovitog
razre{ewa S grafa G. Tada je

(2.1) |S| ≥ 1 + ⌈log2(1 + degu)⌉.

Dokaz. Pretpostavimo da je S = {u, v2, . . . , vp}. Tada, vektor metri~kih
koordinata ~vora u, u odnosu na skup S, je r(u, S) = (0, d2, . . . , dp), pri ~emu
je dk = d(vk, u) za svako k ∈ [2, p]. Zatim, ~vor u je incidentan sa degu grana
i ozna~imo te grane sa e1, . . . , edegu . Za svaku poziciju k = 2, . . . , p u skupu S
i svaki indeks l = 1, . . . degu, grana el je incidentna sa u, tako da na osnovu
definicije d(el, vk) direktno sledi da d(el, vk) ∈ {dk − 1, dk}. Dakle, ~vor
u i grane e1, . . . , edegu imaju najvi{e 2

p−1 razli~itih me{ovitih metri~kih

reprezentacija u odnosu na S, {to povla~i da je 1 + degu ≤ 2p−1, odnosno

p ≥ 1 + log2(1 + degu). Kako je p = |S| ceo broj, onda sledi tra`ena

nejednakost, tj. |S| ≥ 1 + ⌈log2(1 + degu)⌉.

Na osnovu teoreme 2.1 zakqu~ujemo da va`i slede}a posledica koja

opisuje ~vorove koji ne mogu da budu elementi skupa me{ovitog razre{ewa.
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Posledica 2.1. Neka jeG povezan graf i neka je v proizvoqan ~vor v ∈ V . Ako
je degv > 2βM (G)−1−1, tada v nije ~lan nijednog skupa me{ovitog razre{ewa
S, kardinalnosti βM(G), grafa G.

Imaju}i u vidu da je δ(G) minimalan stepen ~vora grafa G, imamo jo{
jednu posledicu teoreme 2.1.

Posledica 2.2. Neka je G povezan graf, tada je

(2.2) βM(G) ≥ 1 + ⌈log2(δ(G) + 1)⌉.

Primer 2.1. Za mali grafG1 dat u primeru 1.1 ova dowa granica izra~unava

se na slede}i na~in: Po{to je minimalan stepen ~vorova δ(G) = 2, iz
nejednakosti (2.2) dobija se da je dowa granica jednaka 3.

Za regularne grafove, va`i slede}a posledica.

Posledica 2.3. Neka je G r−regularan graf, tada je

(2.3) βM(G) ≥ 1 + ⌈log2(r + 1)⌉.

U nastavku, }emo predstaviti vezu izme|u me{ovite metri~ke dime-

nzije i problema minimalnog reprezentativnog skupa. Napomenimo da

se pronala`ewe reprezentativnog skupa minimalne kardinalnosti naziva

problem minimalnog reprezentativnog skupa (eng. MinimumHitting Set
Problem−MHSP), kao i da je problemminimalnog reprezentativnog skupa
ekvivalentan poznatom problemu pokrivawa skupa (eng. SetCovering Pro-
blem). Napomenimo da oba ova problema pripadaju klasi NP−te{kih
problema.

Po{to smo ranije uveli skupove Wvw iWwv, vezu izme|u ova dva skupa

i skupa me{ovitog razre{ewa dajemo u slede}oj lemi.

Lema 2.1. Neka je G povezan graf, vw ∈ E proizvoqna grana i S skup

me{ovitog razre{ewa, tada va`i:

a) Wwv ∩ S ̸= ∅;

b) Wvw ∩ S ̸= ∅.

Dokaz. a) Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji grana vw ∈ E takva

da je Wwv ∩ S = ∅. Odatle zakqu~ujemo da je d(v, u) ≤ d(w, u) za svaki
~vor u ∈ S. Tada se, na osnovu nejednakosti (1.3), lako mo`e zakqu~iti

da su me{ovite metri~ke koordinate od v iste kao i me{ovite metri~ke

koordinate od vw, tj. r(v, S) = r(vw, S). Dakle, zakqu~ujemo da S nije skup
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me{ovitog razre{ewa, {to je u kontradikciji sa po~etnom pretpostavkom.

Dakle, va`i da jeWwv ∩ S ̸= ∅.
b) Analognim postupkom, prikazanim u delu pod a), dokazujemo i ovaj

deo leme, tako da }e dokaz biti izostavqen.

�

Daqe, kako smo svakoj grani vw ∈ E dodelili skupove Wvw i Wwv, a u

grafu imamom grana, lako je zakqu~iti da ima ukupno 2m takvih skupova.

Na{a ideja je da prona|emo minimalan reprezentativni skup H∗ za fami-

liju skupova {Wwv,Wvw|vw ∈ E}. Kardinalnost minimalnog reprezenta-
tivnog skupa, ove familije skupova, ozna~imo saMHSP ({Wwv,Wvw|vw ∈
E}).

Slede}a teorema daje novu dowu granicu za me{ovitu metri~ku dime-

nziju zasnovanu na kardinalnosti iznad uvedenog minimalnog reprezenta-

tivnog skupa.

Teorema 2.2. Za svaki povezan graf G va`i

(2.4) βM(G) ≥ MHSP ({Wvw,Wwv|vw ∈ E}).

Dokaz. Neka je βM(G) me{ovita metri~ka dimenzija povezanog graf G.
Tada postoji skup me{ovitog razre{ewa S, takav da je |S| = βM(G). Na
osnovu leme 2.1, za proizvoqnu granu vw, sledi da va`i

(2.5) Wvw ∩ S ̸= ∅ i Wwv ∩ S ̸= ∅.

Ako imamo u vidu uslove (2.5), zakqu~ujemo da u svakom od ovih skupova
Wvw i Wwv postoji najmawe jedan element iz S, za svaku granu vw. Razmo-
tri}emo sada problem minimalnog reprezentativnog skupa nad familijom

skupovaWvw iWwv, pri ~emu je vw ∈ E. Kako skup me{ovitog razre{ewa S
zadovoqava (2.5), lako se vidi da je S reprezentativni skup nad familijom

{Wwv,Wvw|vw ∈ E} i kako je jasno da je kardinalnost svakog reprezenta-
tivnog skupa ve}a ili jednaka od kardinalnosti minimalnog reprezenta-

tivnog skupa, zakqu~ujemo da sledi nejednakost (2.4).

Primer 2.2. Dowa granica iz teoreme 2.2, za mali graf G1 dat u primeru

1.1, dobijena pomo}u metode totalne enumeracije za re{avawe problema

minimalnog reprezentativnog skupa iznosi 5.
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Predstavi}emo jo{ jednu dowu granicu za me{ovitu metri~ku dimenziju

baziranu na dijametru grafa.

Teorema 2.3. Neka je G = (V,E) povezan graf sa me{ovitom metri~kom

dimenzijom βM(G) i neka je D(G) dijametar grafa G, tada je

(2.6) |V |+ |E| ≤ D(G)βM (G) + βM(G)(△(G) + 1).

Dokaz. Razmotri}emo sve mogu}e reprezentacije metri~kih koordinata

svih grana i svih ~vorova grafaG. Po{to je dijametar grafaD(G), lako se
mo`e zakqu~iti da svaki element grafamo`eimaticelobrojne koordinate

izme|u 0 i D(G). Daqe, skup svih elemenata grafa razdvoji}emo na dve

disjunktne klase:

I) elementi grafa ~ije metri~ke koordinate ne sadr`e nijednu vrednost

0;

II) elementi grafa ~ija je bar jedna metri~ka koordinata jednaka 0.

Lako se vidi da svaki element iz I) klase, koji nema nijednu koordi-

natu jednaku 0, mora imati koordinate iz jedne od D(G)βM (G) razli~itih

mogu}nosti, po{to je ukupan broj mogu}nosti jednak broju varijacija sa

ponavqawem od D(G) elemenata klase βM(G). Zatim, lako se mo`e za-

kqu~iti da elementi II) klase, koji me|u koordinatama sadr`e 0, mogu

biti samo ~vorovi iz baze ili grane koje sadr`e neki ~vor iz baze. Dakle,

za svaki element baze, postoji najvi{e△(G)+1mogu}nosti, to jest on mora
imati jedinstvene koordinate iz jedne od βM(G)(△(G) + 1) mogu}nosti.
Iz prethodnog je lako zakqu~iti da va`i nejednakost (2.6), ~ime je komple-
tiran dokaz teoreme.

Primer 2.3. Dowa granica iz teoreme 2.3, za mali graf G1 dat u primeru

1.1, dobijena primenom nejednakosti (2.6) iznosi 2.

2.2 Ilustrativni primer novih i starih dowih granica

U ovoj sekciji dati su ilustrativni primeri novih i starih dowih

granica, kao i ta~ne vrednostime{ovite metri~ke dimenzije, posmatranih

na dve klase grafova. Posmatrani su svi povezani grafovi sa 5 ~vorova,
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~ije su karakteristike date u Tabeli 1, kao i 12 dobro poznatih grafova,

~ije su karakteristike prikazane u radu [MDKSM21]. Za ove grafove

izra~unate su dowe granice dobijene u radovima [27] i [39], kao i nove

dowe granice prikazane u sekciji 2.1. Napomenimo da dobijeni rezultati

novih i starih dowih granica za sve povezane grafove sa 5 ~vorova nisu

potpuno reprezentativni jer su u pitawu grafovi sa malim brojem ~vorova.

Zbog toga se ove granice izra~unavaju i za ispred pomenutih 12 grafova.

Lako je primetiti da su uzeti u razmatrawe grafovi koji imaju od 5 do 36

~vorova. Jedan od glavnih razloga za wihovo razmatrawe jeste i to {to

se za wih mogla odrediti ta~na vrednost me{ovite metri~ke dimenzije,

budu}i da je problem wenog izra~unavawa NP−te`ak.
Povezanih grafova sa 5 ~vorova ima ukupno 21 i oni su prikazani na

slici 7.
Kao {to smo i rekli, u narednoj Tabeli 1 prikazane su karakteristike

svih povezanih grafova sa 5 ~vorova, dok su za svaki od wih, stare i nove

dowe granice, kao i me{ovita metri~ka dimenzija, prikazane u Tabeli 3.

Opisa}emo najpre zna~ewe kolona u Tabeli 1.
U prvoj koloni, obele`enoj sa R. br., dati su nazivi povezanih grafova

sa pet ~vorova u obliku n, gde je n broj grafa sa slike 7.
U drugoj koloni, obele`enoj sa |E|, dat je broj grana grafa.
U tre}oj koloni, obele`enoj sa β(G), data je metri~ka dimenzija grafa.
U ~etvrtoj koloni, obele`enoj sa βE(G), data je metri~ka dimenzija

grana grafa.

Sada u dve tabele mo`emo prikazati rezultate prou~avawa, odnosno

dajemo pore|ewe dowih granica, kao i me{ovitu metri~ku dimenziju za

pomenute grafove. U Tabeli 2 dajemo pore|ewe dowih granica za 12 dobro
poznatih grafova, dok u Tabeli 3 dajemo pore|ewe za sve povezane grafove
sa 5 ~vorova.

Daqe, opisujemo zna~ewe kolona u Tabeli 3. Zna~ewe prve kolone,

ozna~ene sa R. br., je isto kao i kod Tabele 1. U drugoj koloni, obele`enoj

sa βM(G), data je me{ovita metri~ka dimenzija. Zatim, naredne ~etiri

kolone sadr`e dowe granice iz literature: L1 i L2 ozna~avaju dowe

granice iz tvr|ewa 1.7 i teoreme 1.6. Tvr|ewe 1.3, tvr|ewe 1.4, tvr|ewe
1.5 i posledica 1.1 odre|uju po jednu dowu granicu, ali u svrhu transpa-

rentnosti Tabele 3 odlu~ili smo da damo objediwenu dowu granicu koja

obuhvata sve wih i ozna~ili smo je sa L3. Ova dowa granica se ne mo`e
dobiti u op{tem slu~aju, ve} za svaki odre|eni graf, dowe granice iz sva

tri tvr|ewa i posledice 1.1 ra~unaju se odvojeno i onda se objediwuju u
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Tabela 1: Karakteristike svih povezanih grafova sa 5 ~vorova

R. br. |E| β(G) βE(G)

1. 4 3 3

2. 4 2 2

3. 5 2 3

4. 5 2 2

5. 5 2 2

6. 6 2 3

7. 6 3 3

8. 7 3 4

9. 4 1 1

10. 5 2 2

11. 6 2 3

12. 6 2 3

13. 7 3 3

14. 5 2 2

15. 6 2 2

16. 7 2 3

17. 8 3 4

18. 7 2 3

19. 8 2 4

20. 9 3 4

21. 10 4 4
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Slika 7: Svi povezani grafovi sa 5 ~vorova.

granicu L3. Dowa granica L4 zasniva se na LP relaksaciji problema

me{ovite metri~ke dimenzije. Posledwe tri kolone sadr`e nove granice

N1, N2 i N3 koje proizilaze iz posledice 2.2, teoreme 2.2 i teoreme 2.3,
redom.

Napomenimo, da se vrednosti za metri~ku dimenziju, metri~ku dime-

nziju grana i me{ovitu metri~ku dimenziju za grafove do 36 ~vorova,

dobijaju u realnom vremenu pomo}u metode totalne enumeracije. Dakle,

ova metoda je kori{}ena za dobijawe podataka za β(G), βE(G) i βM(G) za
sve razmatrane grafove. Zatim podaci prikazani u koloni ozna~enoj saL4,
koja predstavqa LP relaksaciju problema me{ovite metri~ke dimenzije,

mogu se u realnom vremenu dobiti bilo kojim softverom za linearno pro-

gramirawe: CPLEX, Gurobi, GLPK, LP−solve i drugi. Podaci prikazani
u koloni ozna~enoj sa N2 tako|e se dobijaju kori{}ewem metode totalne

enumeracije.

Kao {to se mo`e videti iz Tabele 3, nove dowe granice daju vrlo dobre
rezultate kao i granice poznate iz literature L1, L2, L3 i L4, pri ~emu je
broj ~vorova relativno mali (|V | = 5). Zbog toga su izvr{eni i prora~uni
svih granica za 12 dobro poznatih grafova.

U Tabeli 2 prva kolona sadr`i redne brojeve grafova ozna~ene na isti
na~in kao u ispred spomenutom radu u kome su date wihove karakteristike.
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Tabela 2: Direktno pore|ewe dowih granica za 12 poznatih grafova

Dowe granice iz lit∗. Nove dowe granice

R. br. βM (G) L1 L2 L3 L4 N1 N2 N3

1. 9 βM -5 βM -4 0 βM -3 βM -4 βM -3 βM -1

2. 32 βM -28 βM -27 0 βM -14 βM -27 βM -23 βM -24

3. 9 βM -6 βM -5 0 βM -5 βM -5 βM -4 βM -4

4. 18 βM -14 βM -13 0 βM -14 βM -13 βM -12 βM -10

5. 4 βM -1 βM 0 βM -2 βM βM - 2 βM -1

6. 12 βM -8 βM -7 0 βM -8 βM -7 βM -6 βM -6

7. 4 βM -2 βM -1 0 βM -2 βM -1 βM -1 βM -1

8. 6 βM -3 βM -2 0 βM -2 βM -2 βM -1 βM -1

9. 6 βM -4 βM -3 0 βM -2 βM -3 βM -2 βM -2

10. 5 βM -3 βM -3 βM βM βM -2 βM -1 βM -2

11. 9 βM -5 βM -4 0 βM -3 βM -4 βM -3 βM -1

12. 6 βM -3 βM -2 0 βM -3 βM -2 βM -3 βM -2
∗Dowe granice iz literature

Zna~ewe svih ostalih kolona, ozna~enih sa βM(G), L1, L2, L3, L4, N1, N2
i N3, je isto kao kod Tabele 3.

Iz Tabele 2 se vidi da su nove dowe granice boqe od onih iz literature,
zato{to su u 10 slu~ajeva nove dowe granice boqe ili jednake ve} poznatim,

dok su u 6 slu~ajeva dobijene najboqe dowe granice do sada. Svih 7 dowih

granica treba koristiti u uniji, po{to su razli~ite dowe granice pri-

menqive za razli~ite grafove i nijedna od wih nije dominantna nad osta-

lima. Va`na karakteristika predstavqenih dowih granica jeste da je wi-

hova slo`enost prora~una obi~no mnogo mawa u pore|ewu sa slo`eno{}u

problema obi~ne, granske i me{ovite metri~ke dimenzije.

Napomenimo da zapravo najboqa dowa granica u odnosu na eksperime-

ntalne rezultate jeste metri~ka dimenziji grana. Me|utim, ova ~iwenica

ima vrlo ograni~en prakti~ni uticaj, po{to obe, me{ovita i metri~ka

dimenzija grana, pripadaju klasi NP−te{kih problema. Zapravo ova

granica ima smisla samo u slu~ajevima kada znamo ta~nu vrednostmetri~ke

dimenzije grana (iz literature), a da pritom ne znamo ta~nu vrednost

me{ovite metri~ke dimenzije. Tako|e, u tu svrhu mogu poslu`iti i poznate

dowe granice metri~ke dimenzije grana iz literature.
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Tabela 3: Direktno pore|ewe dowih granica za povezane grafove sa 5

~vorova

Dowe granice iz lit∗. Nove dowe granice

R. br. βM (G) L1 L2 L3 L4 N1 N2 N3

1. 4 βM -2 βM -3 βM βM βM -2 βM βM -2

2. 3 βM -1 βM -2 βM βM βM -1 βM βM -1

3. 4 βM -2 βM -3 βM βM βM -2 βM βM -2

4. 3 βM -1 βM -2 βM βM βM -1 βM βM -1

5. 3 βM -1 βM -2 βM -1 βM βM -1 βM -1 βM -1

6. 4 βM -2 βM -3 βM -1 βM βM -2 βM βM -2

7. 4 βM -2 βM -2 βM -2 βM -1 βM -1 βM -2 βM -2

8. 5 βM -3 βM -3 βM βM βM -2 βM βM -3

9. 2 βM -1 βM -1 βM βM βM βM βM
10. 3 βM -1 βM -2 βM βM βM -1 βM βM -1

11. 4 βM -2 βM -2 βM βM βM -1 βM βM -2

12. 4 βM -2 βM -3 βM βM βM -2 βM βM -2

13. 4 βM -2 βM -3 βM βM βM -2 βM βM -2

14. 3 βM -2 βM -1 0 βM βM βM βM -1

15. 3 βM -1 βM -1 βM -2 βM βM βM βM -1

16. 4 βM -2 βM -2 βM -2 βM βM -1 βM βM -2

17. 5 βM -3 βM -3 βM βM βM -2 βM βM -3

18. 4 βM -2 βM -2 βM -1 βM βM -1 βM -1 βM -2

19. 4 βM -2 βM -1 βM -2 βM βM -1 βM βM -2

20. 5 βM -3 βM -2 βM βM βM -2 βM βM -3

21. 5 βM -3 βM -2 βM βM βM -1 βM βM -2
∗Dowe granice iz literature
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3 Ekstremalni problemi grafova koji ukqu~uju

me{ovitu metri~ku dimenziju

Motivacija za izu~avawe ekstremalnih problema opisanih u ovom

poglavqu, a koji ukqu~uju me{ovitu metri~ku dimenziju, poti~e iz jedno-

stavnog pitawa: Koliko najvi{e mo`e da bude razlika me{ovite metri~ke

dimenzije grafa datog reda u odnosu na neku drugu metri~ku dimenziju? U

ovom poglavqu dajemo originalne rezultate doktorske disertacije koji

se ti~u ekstremalnih razlika izme|u nekoliko grafovskih invarijanti:

me{ovite metri~ke dimenzije, metri~ke dimenzije grana i jake metri~ke

dimenzije.

Najpre }e biti dokazani rezultati koji su direktna uop{tewa tvr|ewa

iz literature, koja su bila navedena u uvodnom poglavqu.

3.1 Neka uop{tewa poznatih tvr|ewa

Posledica 1.3 data u sekciji 1.4 se mo`e poboq{ati za 1 tako da najpre

uvodimo definiciju i lemu, koje }e nam biti potrebne za dobijawe wene

boqe dowe granice.

Definicija 3.1. Za ~vor v ∈ V (Fr) uvodimo S ′
v = V (Fr) \ {v}.

Lema 3.1.

a) S ′
aB

jeste skup me{ovitog razre{ewa grafa Fr.

b) Za svaki ~vor v ∈ V (Fr)\{aB}, skup S ′
v nije skup me{ovitog razre{ewa

grafa Fr.

Dokaz. a)Dokaza}emo da su metri~ke koordinate svih elemenata (~voro-

va i grana) grafa Fr, me|usobno razli~ite u odnosu na skup S ′
aB
. Najpre

}emo prikazati osobine metri~kih koordinata svih elemenata grafa i u
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zavisnosti od elemenata ~ije metri~ke koordinate posmatramo, razliku-

jemo slede}a ~etiri slu~aja.

Slu~aj 1. ^vor aB. Po{to je podgraf generisan ~vorovima iz skupa

A, kompletan graf, onda za svaki ~vor w ∈ A va`i d(aB, w) = 1. Tako|e,
po{to je za svaki ~vor u ∈ B, uaB ∈ E(Fr), onda je d(aB, u) = 1. Zbog

toga su metri~ke koordinate ~vora aB u odnosu na skup S ′
aB

sve jedinice,

odnosno r(aB, S
′
aB
) = (1, . . . , 1).

Slu~aj 2. ^vorovi V (Fr)\{aB}. Svaki od ovih ~vorova ima}e koordi-
natu 0 na svojoj poziciji i ima}e neke koordinate jednake 1 i bar jednu

koordinatu jednaku 2. Preciznije, po{to prazan skup ne sadr`i nijedan

element, onda b1a∅ /∈ E(Fr)ikako jeD(Fr) = 2, onda sledi da je d(b1, a∅) = 2.
Slu~aj 3. Grane koje povezuju ~vor aB sa preostalim~vorovima. Metri~ke

koordinate svih grana koje polaze iz ~vora aB ka preostalim ~vorovima

v ∈ V (Fr)\{aB} ima}e ta~no jednu 0 na poziciji ~vora v. Sve preostale
koordinate su jednake 1, zato {to je ~vor aB susedan sa svim ostalim

~vorovima, odnosno d(aB, v) = 1, za sve v ∈ V (Fr)\{aB}.
Slu~aj 4. Grane koje ne sadr`e ~vor aB. Sve grane uv ∈ E(Fr) takve da

je u ̸= aB i v ̸= aB ima}e po dve koordinate 0 na pozicijama ~vorova u i v,
a preostale koordinate su 1 ili 2.

O~igledno, iz prethodna ~etiri slu~aja lako zakqu~ujemo da su metri~ke

koordinate svih elemenata grafa Fr me|usobno razli~ite, odakle sledi da

skup S ′
aB

jeste skup me{ovitog razre{ewa.

b) Pretpostavimo suprotno, to jest da skup S ′
v jeste skup me{ovitog

razre{ewa grafa Fr, pri ~emu je v ∈ V (Fr)\{aB}. Tada je d(aB, aB) =
d(vaB, aB) = 0. Zatim, po{to je ~vor aB susedan sa svim ostalim ~vorovima
w ∈ V (Fr)\{aB, v}, onda va`i d(aB, w) = d(vaB, w) = 1. Dakle, zbog toga
je

r(aB, S
′
v) = r(vaB, S

′
v) = (1, . . . , 1, 0),

{to je kontradikcija sa po~etnom pretpostavkom, odnosno zakqu~ujemo da

skup S ′
v nije skup me{ovitog razre{ewa.

Tvr|ewe 3.1. βM(Fr) = r + 2r − 1.

Dokaz. Dokaza}emo dva koraka.

Korak 1: βM(Fr) ≤ r + 2r − 1.
Iz leme 3.1 pod a) imamo da je S ′

aB
skup me{ovitog razre{ewa, odakle sledi

da je βM(Fr) ≤ r + 2r − 1.
Korak 2: βM(Fr) ≥ r + 2r − 1.

Pretpostavimo suprotno, to jest da je βM(Fr) ≤ r + 2r − 2. Neka je S skup
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me{ovitog razre{ewa i tada je |S| ≤ r+2r − 2. Iz kardinalnosti skupa S
zakqu~ujemo da postoje bar dva ~vora koja mu ne pripadaju i jedan od wih

sigurno nije posledwi ~vor aB, to jest postoji v /∈ S takvo da je v ̸= aB.
Tada iz leme 3.1 pod b) skup S ′

v nije skup me{ovitog razre{ewa grafa Fr,

odakle sledi da onda ni S ⊆ S ′
v nije skup me{ovitog razre{ewa, a to je

kontradikcija sa po~etnom pretpostavkom. Dakle, βM(Fr) ≥ r + 2r − 1.
Na osnovu prethodno dokazana dva koraka, dokaz tvr|ewa je kompleti-

ran.

Slede}a posledica proizilazi na osnovu tvr|ewa 3.1.

Posledica 3.1. (βM − β)(r + 2r) ≥ 2r − 1.

U slede}oj teoremi re{avamo slu~aj nala`ewa razlike (βM−βS)(r+2r),
a koji se zasniva na grafovima Fr.

Teorema 3.1. Za svako r ≥ 2 va`i da je (βM − βS)(r + 2r) ≥ 2r − 1.

Dokaz. Iz tvr|ewa 1.8 i teoreme 1.7 direktno va`i βS(Fr) ≥ β(Fr) = r.
Potrebno je da doka`emo da je skup B skup jakog razre{ewa grafa Fr.

Pretpostavimo da su u, v ∈ V (Fr)\B = A i da je pritom u ̸= v. Dakle,

po{to su oba u i v iz A onda je d(u, v) = 1, u = aS i v = aT , za neko

S, T ⊆ B. Po{to je S ̸= T onda je (najmawe) jedan skup S ili T neprazan.

Bez umawewa op{tosti pretpostavimo da je S ̸= ∅. Tada postoji bj ∈ S
(1 ≤ j ≤ r), takvo da je bjaS ∈ E(Fr). Onda, svaki par ~vorova u = aS i

v = aT iz V (Fr)\B je jako razre{en u odnosu na ~vor bj ∈ B, to jest u = aS
pripada najkra}em putu du`ine 2: bj − aS − aT . Dakle, skup B je skup jakog

razre{ewa skupa Fr, {to povla~i da je βS(Fr) = r. Po{to iz tvr|ewa 3.1
va`iβM(Fr) = r+2r−1, onda je (βM−βS)(r+2r) ≥ βM(Fr)−βS(Fr) = 2r−1,
~ime je dokaz kompletiran.

Napomenimoda se rezultatiz teoreme 3.1mo`easimptotskipoboq{ati
kori{}ewem rezultata dobijenih u radu [28]. Grafovi u radu [28] u op{tem
slu~aju nisu konstruktibilni, to jest nije lako videti da li postoji fami-

lija grafova, za koju va`i da je jaka metri~ka dimenzija r, kao kod metri~ke
dimenzije, pa zbog toga smo primewivali rezultate iz Zubrilinog rada [66].

Odgovor na pitawe, da li postoje grafovi za koje je βE(G) ≫ 2β(G)

dat je u radovima [28] i [44], nezavisno jedan od drugog, ali kori{}ewem

razli~itog pristupa.
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3.2 Razlika izme|u me{ovite i metri~ke dimenzije grana

Tvr|ewe 3.2. (βM − βE)(3) = 1.

Dokaz. Postoje samo dva povezana grafa reda 3: put P3 i kontura C3.

Iz ~iwenice da va`i da je βM(P3) = 2, βE(P3) = 1, βM(C3) = 3 i βE(C3) =
2, o~igledno sledi tvr|ewe, odnosno imamo da va`i βM(P3) − βE(P3) =
βM(C3)− βE(C3) = 1. Dakle, (βM − βE)(3) = 1.

Daqe je re{ena razlika izme|u me{ovite i metri~ke dimenzije grana u

op{tem slu~aju za n ≥ 4, odnosno, pokazano je da va`i slede}a teorema.

Teorema 3.2. Za svako n ≥ 4 va`i ⌊n
2
⌋ − 1 ≤ (βM − βE)(n) ≤ n− 2.

Dokaz. Prvo }emo dokazati dowu granicu. Neka jem = ⌊n
2
⌋ i T ′

n stablo

~iji je skup ~vorova V (T ′
n) = {v1, v2, . . . , vn}, a skup grana definisan sa

E(T ′
n) = {vkvk+1|1 ≤ k ≤ n − m} ∪ {vkvn−m+k|2 ≤ k ≤ m}. U ciqu

boqeg razumevawa, na slici 8 prikazana su stabla T ′
8 i T ′

9. Lako se mo`e

zakqu~iti da stablo T ′
n imam+1 listova, tako da iz teoreme 1.10 direktno

sledi da je βM(T ′
n) = l(T ′

n) = m+ 1.

Stablo T ′
8

uv1 uv2u
v6

uv3u
v7

uv4u
v8

uv5

Stablo T ′
9

uv1 uv2u
v7

uv3u
v8

uv4u
v9

uv5 uv6

Slika 8: Stabla T ′
8 i T ′

9

Daqe }emo pokazati, proveravawem metri~kih koordinata za svaku

granu, da je skup S ′
E = {v1, vn−m+1} granska metri~ka baza. Zaista va`i

da je r(vkvk+1, S
′
E) = (k − 1, n − k − m) za sve 1 ≤ k ≤ n − m, kao i

r(vkvn+k−m, S
′
E) = (k − 1, n + 1 − m − k) za 2 ≤ k ≤ m. Po{to su

metri~ke koordinate svih grana me|usobno razli~ite, sledi da je skup

S ′
E skup razre{ewa grana. Po{to je maksimalan stepen ~vorova u grafu

T ′
n jednak 3 (na primer N(v2) = {v1, v3, vn−m+2}), tada iz tvr|ewa 1.7 sledi

da je βE(T
′
n) ≥ ⌈log2△(T ′

n)⌉ = ⌈log2 3⌉ = 2. Iz ~iwenice da skup S ′
E kardi-

nalnosti 2 je skup razre{ewa grana grafa T ′
n i iz βE(T

′
n) ≥ 2, sledi da je

βE(T
′
n) = 2 i skup S ′

E je granska metri~ka baza grafa T ′
n.
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Dakle, βM(T ′
n) = l(T ′

n) = m + 1 i βE(T
′
n) = 2 {to povla~i da je (βM −

βE)(n) ≥ βM(T ′
n) − βE(T

′
n) = m − 1 = ⌊n

2
⌋ − 1, po{to je (βM − βE)(n)

maksimalna vrednost razlike βM(G) − βE(G) za sve povezane grafove G
reda n.

Sada dokazujemo gorwu granicu. Ono{to je o~igledno jeste da povezani

grafovi reda najmawe 3, imaju△(G) ≥ 2. Prema tome, za dokazivawe gorwe
granice, imamo dva slu~aja za proizvoqan graf G:

Slu~aj 1. △(G) ≥ 3.
Iz napomene 1.1 za svaki graf G reda n va`i da je me{ovita metri~ka

dimenzija najvi{e n. Tako|e, iz tvr|ewa 1.7 va`i βE(G) ≥ ⌈log2△(G)⌉ ≥
⌈log2 3⌉ = 2. Dakle, βM(G)− βE(G) ≤ n− 2.

Slu~aj 2. △(G) = 2.
Jedini povezani grafovi reda n ≥ 4, sa △(G) = 2, to jest gde su stepeni
svih ~vorova mawi ili jednaki od 2, su: put Pn i kontura Cn. Imaju}i na

umu da je βE(Pn) = 1, βM(Pn) = 2, βE(Cn) = 2 i βM(Cn) = 3, u ovom slu~aju

je βM(G)− βE(G) = 1 ≤ n− 2. Dakle, po{to u oba slu~aja imamo da va`i
βM(G)− βE(G) ≤ n− 2, onda je (βM − βE)(n) ≤ n− 2.

3.3 Razlika izme|u jake i me{ovite metri~ke dimenzije

Tvr|ewe 3.3. Ta~ne vrednosti, dobijene pomo}u totalne enumeracije, za

(βS − βM)(n) za 3 ≤ n ≤ 6, su date u Tabeli 4, zajedno sa vrednostima za
βS(H

′
n) i βM(H ′

n). Ekstremalni grafovi H ′
n za 3 ≤ n ≤ 6, prikazani su na

slici 9.

Razlika izme|u jake i me{ovite metri~ke dimenzije u op{tem slu~aju za

n ≥ 7 je (parcijalno, po{to se dowa i gorwa granica razlikuju) odre|ena
pomo}u slede}e teoreme.

Teorema 3.3. Za svako n ≥ 7 va`i ⌊n−1
2
⌋ − 2 ≤ (βS − βM)(n) ≤ n− 4.

Dokaz. Korak 1: (βS − βM)(n) ≤ n− 4.
Neka jeGpovezan grafredan koji nije put. Tada iz teoreme 1.1 zakqu~ujemo
da je βM(G) ≥ 3 i kako je, za svaki povezan grafG, βS(G) ≤ n−1, onda sledi
βS(G)−βM(G) ≤ n−4. Neka je sada grafGput, to jestG = Pn, tadapo{to je

βS(Pn) = 1 i βM(Pn) = 2, va`i da je βS(Pn)−βM(Pn) = −1 ≤ n−4. Po{to
je u oba slu~aja βS(G)− βM(G) ≤ n− 4, tada sledi (βS − βM)(n) ≤ n− 4.
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Daqe, dokazujemo dowu granicu. Neka je m = ⌊n
2
⌋ i H ′

n je graf dat

skupom ~vorova V (H ′
n) = {v1, v2, ..., vn} i skupom grana E(H ′

n) = {vkvk+1 |
1 ≤ k ≤ n − 2} ∪ {v1vn, v3vn, vn−1v1}. Na slici 10 je prikazan graf H ′

n za

n ≥ 7.
Korak 2: βM(H ′

n) = 3.
Neka je S ′′

M = {v2, vm, vm+3}. Za n = 2m metri~ke koordinate ~vorova su

date u (3.1), dok su metri~ke koordinate grana date u (3.2).

(3.1)

r(vk, S
′′
M) =



(1,m− 1,m− 3), k = 1

(k − 2,m− k,m− 4 + k), 2 ≤ k ≤ 3

(k − 2,m− k,m+ 3− k), 4 ≤ k ≤ m

(m− 1, k −m,m+ 3− k), m+ 1 ≤ k ≤ m+ 2

(2m+ 1− k, k −m, k −m− 3), m+ 3 ≤ k ≤ 2m− 1

(2,m− 2,m− 2), k = 2m

(3.2)

r(e, S ′′
M) =



(0,m− k − 1, k +m− 4), e = vkvk+1, 1 ≤ k ≤ 2

(k − 2,m− 1− k,m+ 2− k), e = vkvk+1, 3 ≤ k ≤ m− 1

(m− 2, 0, 2), e = vmvm+1

(2m− k, k −m,m− k + 2), e = vkvk+1,

m+ 1 ≤ k ≤ m+ 2

(2m− k, k −m, k − 3−m), e = vkvk+1,

m+ 3 ≤ k ≤ 2m− 2

(1,m− 1,m− 4), e = v2m−1v1

(1,m− 2,m− 3), e = v2mv1

(1,m− 3,m− 2), e = v2mv3

.

Za n = 2m + 1 metri~ke koordinate ~vorova su date u (3.3), dok su

metri~ke koordinate grana date u (3.4).

(3.3) r(vk, S
′′
M) =



(2− k,m− 1,m+ k − 3), 1 ≤ k ≤ 2

(k − 2,m− k,m− k + 3), 3 ≤ k ≤ m

(k − 2, k −m,m− k + 3), m+ 1 ≤ k ≤ m+ 2

(2m− k + 2, k −m, k − 3−m), m+ 3 ≤ k ≤ 2m

(2,m− 2,m− 1). k = 2m+ 1
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(3.4)

r(e, S ′′
M) =



(0,m− 2,m− 2), e = v1v2

(0,m− 3,m− 1), e = v2v3

(k − 2,m− k − 1,m− k + 2) e = vkvk+1, 3 ≤ k ≤ m− 1

(m− 2, 0, 2), e = vmvm+1

(m− 1, k −m,m+ 2− k), e = vkvk+1,

m+ 1 ≤ k ≤ m+ 2

(2m+ 1− k, k −m, k −m− 3), e = vkvk+1,

m+ 3 ≤ k ≤ 2m− 1

(1,m− 1,m− 3), e = v2mv1

(1,m− 2,m− 2), e = v2m+1v1

(1,m− 3,m− 1), e = v2m+1v3

.

Iz svega navedenog, po{to su sve metri~ke koordinate ~vorova i grana

me|usobno razli~ite, sledi da je S ′′
M skup me{ovitog razre{ewa grafaH ′

n,

{to zna~i da je βM(H ′
n) ≤ 3. Po{to jeH ′

n povezan graf, koji nije put, onda

iz Teoreme 1.1 sledi βM(H ′
n) > 2. Imaju}i na umu da je βM(H ′

n) ceo broj,
sledi da je βM(H ′

n) = 3.
Korak 3: βS(H

′
n) ≥ ⌊n−1

2
⌋+ 1.

Slu~aj 1. n = 2m+ 1.
Par ~vorova v1, vm+1 je me|usobno maksimalno udaqen kao u definiciji

1.12, tako da iz tvr|ewa 1.9 sledi da mora bar jedan ~vor iz tog para biti

u bilo kojem skupu jakog razre{ewa grafa H ′
n. Ista ~iwenica va`i i za

parove vk, vm+k za 3 ≤ k ≤ m. Prema tome, postoji m − 1 disjunktnih

parova ~vorova, gde bar po jedan ~vor iz svakog od parova, mora biti u

bilo kojem skupu jakog razre{ewa grafa H ′
n.

Za preostala 3 ~vora v2, vm+2 i v2m+1, sledi da sva 3 para ~vorova:

v2, vm+2; v2, v2m+1 i vm+2, v2m+1 su maksimalno udaqena kao u definiciji

1.12. Dakle, najmawe dva od wih tri moraju biti u bilo kom skupu jakog

razre{ewa grafa H ′
n. Iz prethodnog, svaki skup jakog razre{ewa grafa

H ′
n mora imati najmawem+ 1 ~vorova, tako da je lako zakqu~iti da va`i

βS(H
′
2m+1) ≥ m+ 1 = ⌊n−1

2
⌋+ 1.

Slu~aj 2. n = 2m.

Sli~no kao i kod dokaza prethodnog slu~aja, i ovde zakqu~ujemo da imamo

da postoji m − 2 disjunktnih, me|usobno maksimalno udaqenih parova

~vorova kao u definiciji 1.12: vk, vm+k za k = 1 i 3 ≤ k ≤ m − 1. Opet,
za 3 ~vora v2, vm+2 i v2m, sledi da sva 3 para ~vorova: v2, vm+2; v2, v2m i

vm+2, v2m su maksimalno udaqena kao u definiciji 1.12. Dakle, svaki skup
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Tabela 4: (βS − βM)(n) za 3 ≤ n ≤ 6

n (βS − βM)(n) βS(H
′
n) βM(H ′

n)
3 -1 1 2

4 -1 2 3

5 0 3 3

6 0 3 3

jakog razre{ewa grafa H ′
n mora imati najmawem ~vorova, tako da je lako

zakqu~iti da va`i βS(H
′
2m) ≥ m = ⌊n−1

2
⌋+ 1.

Dakle, po{to za n ≥ 7 va`i βS(H
′
n) ≥ ⌊n−1

2
⌋ + 1 i βM(H ′

n) = 3, onda
(βS − βM)(n) ≥ βS(H

′
n) − βM(H ′

n) ≥ ⌊n−1
2
⌋ − 2. Ovim je dokaz, za dowu

granicu, kompletiran.

H ′
3

u
v1

u
v2

u
v3

H ′
4

u
v1

u
v2

u
v3

u
�

�
@
@

v4

H ′
5

u
v1

u
v2

u
v3

uv4u
�

�

v5

H ′
6

u
v1

u
v2

u
v3

uv4u
�

�

v5uv6

Slika 9: Ekstremalni grafovi H ′
n za 3 ≤ n ≤ 6

3.4 Analiza rezultata

Kao {to se mo`e videti iz sekcije 3.2, maksimalna razlika izme|u

me{ovite i metri~ke dimenzije grana, za svako n ≥ 4, je izme|u ⌊n
2
⌋ − 1 i

n − 2. Data maksimalna razlika se sa dowe strane dosti`e za stabla T ′
n,

gde je βM(T ′
n) = ⌊n

2
⌋ + 1 i βE(T

′
n) = 2. Sa gorwe strane je data teorijska

ocena n − 2, po{to je jasno da ne mo`e biti vi{e od toga. U specijalnom

slu~aju za n = 3, situacija je jasna kao {to je navedeno u tvr|ewu 3.2.
[to se ti~e razlike jake i me{ovite metri~ke dimenzije, u op{tem

slu~aju za n ≥ 7, iz teoreme 3.3 se vidi da je maksimalna razlika sa dowe
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Slika 10: Ekstremalni grafovi H ′
n za n ≥ 7

strane ograni~ena sa ⌊n−1
2
⌋ − 2. Ona se dokazuje kori{}ewem grafova H ′

n,

za koje je βS(H
′
n) ≥ ⌊n−1

2
⌋ + 1 i βM(H ′

n) = 3. Sa gorwe strane granica je
tako|e teorijska, jer se jasno vidi da data razlika ne prelazi n−4. Analiza
specijalnih slu~ajeva za 3 ≤ n ≤ 6 lepo se vidi iz Tabele 4.

Interesantno je napomenuti, iako to deluje prili~no logi~no, da se

me{ovita metri~ka dimenzija, u ovim razlikama, nalazi na suprotnim

stranama:

• U teoremi 3.2 ona je umawenik i neograni~eno raste sa porastom reda

grafa n (βM(T ′
n) = ⌊n

2
⌋+ 1);

• U teoremi 3.3 ona je umawilac, koji je konstantan (βM(H ′
n) = 3).
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4 Veze izme|u nekih metri~kih dimenzija grafa

i wegovog komplementarnog grafa

4.1 Me{ovita metri~ka dimenzija

Pre nego {to pre|emo na dokazivawe glavnih rezultata, pokaza}emo da

va`i slede}a osobina.

Lema 4.1. Neka je G povezan graf i neka je ∆(G) maksimalan stepen ~vora.
Tada je

(4.1) βM(G) ≥ ⌈log2(∆(G) + 1)⌉.

Dokaz. Neka je v proizvoqan ~vor grafa G i pretpostavimo da je

S = {v1, . . . , vp} skup me{ovitog razre{ewa, pri ~emu je p = |S| = βM(G).
Lako je primetiti da postoje samo dve razli~ite udaqenosti proizvoqnog

~vora v ∈ V (G) do nekog skupa grana koje su incidentne istom ~voru. Tada
za metri~ku reprezentaciju svih grana u odnosu na S, kao i ~vora koji

je zajedni~ki za sve te grane, a ~iji je stepen maksimalan, va`i 2βM (G) ≥
∆(G)+1, odnosnoβM(G) ≥ log2(∆(G)+1). Kako je βM(G) ceo broj, tvr|ewe
teoreme sledi.

Teorema 4.1. Neka je dat netrivijalan graf G reda n ≥ 4, tada va`i

4 ≤ βM(G) + βM(G) ≤ 2n. [tavi{e,

• βM(P4) + βM(P4) = 4;

• βM(Kn) + βM(Kn) = 2n.

Dokaz. Bilo koji graf G reda n zadovoqava βM(G) ≥ 2, zato {to svaki

~vor i grana koja ga sadr`i, imaju isto rastojawe u odnosu na ~vor koji

posmatramo. Iz prethodnog sledi da je βM(G) + βM(G) ≥ 4. [tavi{e,

na osnovu teoreme 1.1 va`i da je βM(G) = 2 ako i samo ako je graf G
put, i kako je jedino za P4 komplement tako|e put, onda to povla~i da je

βM(P4) + βM(P4) = 4. Gorwa granica sledi iz teoreme 1.2, to jest lako

zakqu~ujemo da je za graf G me{ovita metri~ka dimenzija n ako i samo
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ako je grafG kompletan grafKn i po{to je wegov komplement graf ~ija je

me{ovita metri~ka dimenzija tako|e n, onda sledi βM(Kn)+βM(Kn) = 2n.
Ina~e je βM(G) + βM(G) ≤ 2n.

Posledica 4.1. Za svaki netrivijalan graf G reda n ≥ 4 va`i 4 ≤ βM(G) ·
βM(G) ≤ n2. [tavi{e,

• βM(P4) · βM(P4) = 4;

• βM(Kn) · βM(Kn) = n2.

Definicija 4.1. Neka su n1, n2, n3, n4 ∈ N , n1, n2, n3, n4 ≥ 2 i n1+n2+n3+
n4 = n. Zatim, neka je V1 = {vi|1 ≤ i ≤ n1}, V2 = {vi|n1 + 1 ≤ i ≤ n1 + n2},
V3 = {vi|n1+n2+1 ≤ i ≤ n−n4}iV4 = {vi|n−n4+1 ≤ i ≤ n}. Tadamo`emo
definisati graf G(n1, n2, n3, n4) na slede}i na~in: V (G(n1, n2, n3, n4)) =
V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4 i E(G(n1, n2, n3, n4)) = E1 ∪ E2 ∪ E3, gde E1 = {uw|u ∈
V1, w ∈ V3}, E2 = {uw|u ∈ V2, w ∈ V4} i E3 = {uw|u,w ∈ V3 ∪ V4, u ̸= w}.

Zapravo, skup grana E1 obrazuje kompletan bipartitan podgraf nad

skupovimaV1 iV3,E2 obrazuje kompletan bipartitan podgrafnad skupovi-

ma V2 i V4, dok E3 obrazuje kompletan podgraf (kliku) nad V3 ∪ V4.

Na slici 11 je prikazan graf G(2, 2, 3, 3). Za dati graf, skup ~vorova je
V = {v1, v2, ..., v10} i ovaj skup je unija slede}ih skupova V1 = {v1, v2}, V2 =
{v3, v4}, V3 = {v5, v6, v7} i V4 = {v8, v9, v10}. Skup grana je unija slede}ih
skupova E1 = {v1v5, v1v6, v1v7, v2v5, v2v6, v2v7}, E2 = {v3v8, v3v9, v3v10, v4v8,
v4v9, v4v10} i E3 = {v5v6, v5v7, v5v8, v5v9, v5v10, v6v7, v6v8, v6v9, v6v10, v7v8,
v7v9, v7v10, v8v9, v8v10, v9v10}. Sa slike se vidi da skup grana E3 odgovara

kompletnom podgrafu nad V3 ∪ V4 = {v5, v6, v7, v8, v9, v10}.

Tvr|ewe 4.1. G(n1, n2, n3, n4) ∼= G(n4, n3, n1, n2).

Dokaz. Neka je G(n1, n2, n3, n4) graf uveden u definiciji 4.1 i neka je

h : V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4 → V ′
1 ∪ V ′

2 ∪ V ′
3 ∪ V ′

4 funkcija definisana sa

h(vi) =


wn4+n3+i, 1 ≤ i ≤ n1;

wn4+n3+i, n1 + 1 ≤ i ≤ n1 + n2;

wn4+i−n1−n2 , n1 + n2 + 1 ≤ i ≤ n− n4;

wn4−n+i, n− n4 + 1 ≤ i ≤ n.

Dokaza}emo da je h izomorfizam. Za graf G(n4, n3, n1, n2), skup ~vorova

je V (G(n4, n3, n1, n2)) = V ′
1 ∪ V ′

2 ∪ V ′
3 ∪ V ′

4 , gde je V ′
1 = {wi|1 ≤ i ≤ n4},
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Slika 11: Graf G(2, 2, 3, 3)

V ′
2 = {wi|n4 + 1 ≤ i ≤ n4 + n3}, V ′

3 = {wi|n4 + n3 + 1 ≤ i ≤ n4 + n3 + n1}
i V ′

4 = {wi|n4 + n3 + n1 + 1 ≤ i ≤ n1 + n2 + n3 + n4}, a skup grana je

E ′(G(n4, n3, n1, n2)) = E ′
1 ∪ E ′

2 ∪ E ′
3, gde je E

′
1 = {uw|u ∈ V ′

1 , w ∈ V ′
3}, E ′

2 =
{uw|u ∈ V ′

2 , w ∈ V ′
4} iE ′

3 = {uw|u,w ∈ V ′
3∪V ′

4 , u ̸= w}. Daqe, lako se mo`e
videti da je skup grana komplementarnog grafa, grafa G(n1, n2, n3, n4),
je E(G(n1, n2, n3, n4)) = E1 ∪ E2 ∪ E3, gde E1 = {uw|u ∈ V4, w ∈ V1},
E2 = {uw|u ∈ V3, w ∈ V2} i E3 = {uw|u,w ∈ V1 ∪ V2, u ̸= w}. Pokaza}emo
da se svaka grana grafaG(n1, n2, n3, n4) slika u granu grafaG(n4, n3, n1, n2).

Razmatra}emo 3 slu~aja.

Slu~aj 1. vivj ∈ E1.
Neka ~vor vi ∈ V4 i vj ∈ V1, onda sledi da je h(vi)h(vj) = wn4−n+iwn4+n3+j ,

gde jewn4−n+i ∈ V ′
1 iwn4+n3+j ∈ V ′

3 , odakle zakqu~ujemoda se grana vivj ∈ E1

slika u granu wn4−n+iwn4+n3+j ∈ E ′
1.

Slu~aj 2. vivj ∈ E2.
Neka ~vor vi ∈ V3 i vj ∈ V2, onda sledi da je

h(vi)h(vj) = wn4+i−n1−n2wn4+n3+j , gde je wn4+i−n1−n2 ∈ V ′
2 i wn4+n3+j ∈ V ′

4 ,

odakle zakqu~ujemo da se grana vivj ∈ E2 slika u granu

wn4+i−n1−n2wn4+n3+j ∈ E ′
2.

Slu~aj 3. vivj ∈ E3.
Daqe razlikujemo slede}a ~etiri podslu~aja.

Podslu~aj 1. vi, vj ∈ V1.
Tada je h(vi)h(vj) = wn4+n3+iwn4+n3+j , pri ~emu su ~vorovi

wn4+n3+i, wn4+n3+j ∈ V ′
3 , odakle zakqu~ujemo da je wn4+n3+iwn4+n3+j ∈ E ′

3.
Podslu~aj 2. vi, vj ∈ V2.

Tada je h(vi)h(vj) = wn4+n3+iwn4+n3+j , pri ~emu su ~vorovi

wn4+n3+i, wn4+n3+j ∈ V ′
4 , odakle zakqu~ujemo da je wn4+n3+iwn4+n3+j ∈ E ′

3.
Podslu~aj 3. vi ∈ V1, vj ∈ V2.

Tada je h(vi)h(vj) = wn4+n3+iwn4+n3+j , gde je ~vor wn4+n3+i ∈ V ′
3 i ~vor
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wn4+n3+j ∈ V ′
4 , odakle zakqu~ujemo da je wn4+n3+iwn4+n3+j ∈ E ′

3.
Podslu~aj 4. vi ∈ V2, vj ∈ V1.

Ovaj podslu~aj se dokazuje na isti na~in kao i podslu~aj 3.

Po{to smo iznad dokazali da se sve grane grafa G(n1, n2, n3, n4) pre-
slikavaju u grane grafaG(n4, n3, n1, n2) i po{to je o~igledno da je funkcija
h bijekcija, onda sledi da je h izomorfizam grafova, to jestG(n1, n2, n3, n4)
∼= G(n4, n3, n1, n2).

Definicija 4.2. Za proizvoqna dva ~vora vi, vj ∈ V (G(n1, n2, n3, n4)),
uvodimo skup S ′

vi,vj
= V (G(n1, n2, n3, n4))\{vi, vj}.

Lema 4.2.

a) Za svaka dva ~vora vi, vj ∈ Vk pri ~emu k ∈ {1, 2, 3, 4}, skup S ′
vi,vj

nije

skup razre{ewa grana grafa G(n1, n2, n3, n4).

b) Za svaki ~vor vi ∈ V1 i svaki ~vor vj ∈ V3, skupS
′
vi,vj

nije skup razre{ewa

grana grafa G(n1, n2, n3, n4).

v) Za svaki ~vor vi ∈ V2 i svaki ~vor vj ∈ V4, skupS
′
vi,vj

nije skup razre{ewa

grana grafa G(n1, n2, n3, n4).

Dokaz. a) Imaju}i u vidu da k ∈ {1, 2, 3, 4}, zakqu~ujemo da treba

posebno razmatrati ~etiri slu~aja.

Slu~aj 1. vi, vj ∈ V1.

Neka je e1 = vivk i e2 = vjvk, gde je vk ∈ V3 i neka je vm ∈ S ′
vi,vj

. Uporedi}emo

rastojawa grana e1 i e2 u odnosu na ~vorove skupa S
′
vi,vj

.

Ako je 0 < m ≤ n1,m ̸= i im ̸= j, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 1 = d(e2, vm).

Ako je n1 < m ≤ n1 + n2, tada je

d(e1, vm) = d(vi, vm)− 1 = d(vj, vm)− 1 = d(vk, vm) = 2 = d(e2, vm).

Ako je n1 + n2 < m ≤ n− n4 im ̸= k, tada je

d(e1, vm) = d(vi, vm) = d(vj, vm) = d(vk, vm) = 1 = d(e2, vm).

Ako je n1 + n2 < m ≤ n− n4 im = k, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 0 = d(e2, vm).
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Ako je n− n4 < m ≤ n, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 1 = d(e2, vm).

Po{to su sva odgovaraju}a rastojawa jednaka, tada je

(4.2) r(e1, S
′
vi,vj

) = r(e2, S
′
vi,vj

) = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n1−2

2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n2

, 1, . . . , 1,

k−2︷︸︸︷
0 , 1, . . . , 1),

{to zna~i da S ′
vi,vj

nije skup razre{ewa grana grafa G(n1, n2, n3, n4).
Ovaj na~in prikazivawa metri~kih koordinata, dat u (4.2), koristi}emo

nadaqe u tekstu. Napomenimo da u ovom slu~aju grana e1, u odnosu na skup
S ′
vivj

, ima metri~ke koordinate jednake 1, na prvih n1 − 2 mesta, zatim

jednake 2 na slede}ih n2 mesta i na kraju n3 + n4 − 1 jedinica izme|u kojih
se nalazi 0 na k − 2. mestu. Formalno,

r(e1, S
′
vi,vj

) = (1n1−2, 2n2 , 1k−n1−n2−1, 0, 1n−k).

Slu~aj 2. vi, vj ∈ V2.

Neka je e1 = vivk i e2 = vjvk, gde je vk ∈ V4 i neka je vm ∈ S ′
vi,vj

. Kao

i u prethodnom slu~aju uporedi}emo rastojawa grana e1 i e2 u odnosu na
~vorove skupa S ′

vi,vj
.

Ako je 0 < m ≤ n1, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 2 = d(e2, vm).

Ako je n1 < m ≤ n1 + n2,m ̸= i im ̸= j, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 1 = d(e2, vm).

Ako je n1 + n2 < m ≤ n− n4, tada je

d(e1, vm) = d(vi, vm)− 1 = d(vk, vm) = d(vj, vm)− 1 = 1 = d(e2, vm).

Ako je n− n4 < m ≤ n im ̸= k, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 1 = d(e2, vm).

Ako je n− n4 < m ≤ n im = k, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 0 = d(e2, vm).

Po{to su sva odgovaraju}a rastojawa jednaka, tada je

r(e1, S
′
vi,vj

) = r(e2, S
′
vi,vj

) = (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n1

, 1, . . . , 1,

k−2︷︸︸︷
0 , 1, . . . , 1),
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{to zna~i da S ′
vi,vj

nije skup razre{ewa grana grafa G(n1, n2, n3, n4).

Slu~aj 3. vi, vj ∈ V3.

Neka je e1 = vivk i e2 = vjvk, gde je vk ∈ V1 i neka je vm ∈ S ′
vi,vj

. Kao i u

prethodnim slu~ajevima uporedi}emo rastojawa grana e1 i e2 u odnosu na
~vorove skupa S ′

vi,vj
.

Ako je 0 < m ≤ n1 im ̸= k, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm)− 1 = 1 = d(e2, vm).

Ako je 0 < m ≤ n1 im = k, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 0 = d(e2, vm).

Ako je n1 < m ≤ n1 + n2, tada je

d(e1, vm) = d(vi, vm) = d(vj, vm) = d(vk, vm)− 1 = 2 = d(e2, vm).

Ako je n1 + n2 < m ≤ n− n4,m ̸= i im ̸= j, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 1 = d(e2, vm).

Ako je n− n4 < m ≤ n, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm)− 1 = 1 = d(e2, vm).

Po{to su sva odgovaraju}a rastojawa jednaka, tada je

r(e1, S
′
vi,vj

) = r(e2, S
′
vi,vj

) = (1, . . . , 1,

k︷︸︸︷
0 , 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n2

, 1, . . . , 1),

{to zna~i da S ′
vi,vj

nije skup razre{ewa grana grafa G(n1, n2, n3, n4).

Slu~aj 4. vi, vj ∈ V4.

Neka je e1 = vivk i e2 = vjvk, gde je vk ∈ V2 i neka je vm ∈ S ′
vi,vj

. Kao i u

prethodnim slu~ajevima uporedi}emo rastojawa grana e1 i e2 u odnosu na
~vorove skupa S ′

vi,vj
.

Ako je 0 < m ≤ n1, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm)− 1 = 2 = d(e2, vm).

Ako je n1 < m ≤ n1 + n2 im = k, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 0 = d(e2, vm).
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Ako je n1 < m ≤ n1 + n2 im ̸= k, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm)− 1 = 1 = d(e2, vm).

Ako je n1 + n2 < m ≤ n− n4, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm)− 1 = 1 = d(e2, vm).

Ako je n− n4 < m ≤ n,m ̸= i im ̸= j, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 1 = d(e2, vm).

Po{to su sva odgovaraju}a rastojawa jednaka, tada je

r(e1, S
′
vi,vj

) = r(e2, S
′
vi,vj

) = (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n1

, 1, . . . , 1,

k︷︸︸︷
0 , 1, . . . , 1),

{to zna~i da S ′
vi,vj

nije skup razre{ewa grana grafa G(n1, n2, n3, n4).

Na osnovu prethodna ~etiri slu~aja zakqu~ujemo da za svaka dva ~vora

vi, vj ∈ Vk, gde je k ∈ {1, 2, 3, 4}, skup S ′
vi,vj

nije skup razre{ewa grana grafa

G(n1, n2, n3, n4).
b) vi ∈ V1 i vj ∈ V3.

Lako je primetiti da su, za svaki ~vor vk ∈ V3\{vj}, metri~ke koordinate
grana e1 = vivk i e2 = vjvk u odnosu na S

′
vi,vj

iste, to jest za vm ∈ S ′
vi,vj

va`i

slede}e.

Ako je 0 < m ≤ n1 im ̸= i, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 1 = d(e2, vm).

Ako je n1 < m ≤ n1 + n2, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 2 = d(e2, vm).

Ako je n1 + n2 < m ≤ n− n4 im ̸= k, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 1 = d(e2, vm).

Ako je n1 + n2 < m ≤ n− n4 im = k, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 0 = d(e2, vm).

Ako je n− n4 < m ≤ n, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 1 = d(e2, vm).
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Po{to su sva odgovaraju}a rastojawa jednaka, tada za k < j va`i

r(e1, S
′
vi,vj

) = r(e2, S
′
vi,vj

) = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n1−1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n2

, 1, . . . , 1,

k−1︷︸︸︷
0 , 1, . . . , 1),

odnosno, za k > j va`i

r(e1, S
′
vi,vj

) = r(e2, S
′
vi,vj

) = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n1−1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n2

, 1, . . . , 1,

k−2︷︸︸︷
0 , 1, . . . , 1),

{to zna~i da S ′
vi,vj

nije skup razre{ewa grana grafa G(n1, n2, n3, n4).

v) vi ∈ V2 i vj ∈ V4.

Lako je primetiti da su, za svaki ~vor vk ∈ V4\{vj}, metri~ke koordinate
grana e1 = vivk i e2 = vjvk u odnosu na S

′
vi,vj

iste, to jest za vm ∈ S ′
vi,vj

va`i

slede}e.

Ako je 0 < m ≤ n1, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 2 = d(e2, vm).

Ako je n1 < m ≤ n1 + n2 im ̸= i, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 1 = d(e2, vm).

Ako je n1 + n2 < m ≤ n− n4, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 1 = d(e2, vm).

Ako je n− n4 < m ≤ n im = k, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 0 = d(e2, vm).

Ako je n− n4 < m ≤ n im ̸= k, tada je

d(e1, vm) = d(vk, vm) = 1 = d(e2, vm).

Po{to su sva odgovaraju}a rastojawa jednaka, tada za k < j va`i

r(e1, S
′
vi,vj

) = r(e2, S
′
vi,vj

) = (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n1

, 1, . . . , 1,

k−1︷︸︸︷
0 , 1, . . . , 1),
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odnosno, za k > j va`i

r(e1, S
′
vi,vj

) = r(e2, S
′
vi,vj

) = (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n1

, 1, . . . , 1,

k−2︷︸︸︷
0 , 1, . . . , 1),

{to zna~i da S ′
vi,vj

nije skup razre{ewa grana grafa G(n1, n2, n3, n4).

Posledica 4.2. Ukoliko je vi ∈ Vl1 i vj ∈ Vl2 , pri ~emu su l1, l2 ∈ {1, 2, 3, 4}
i ako je S ′

vivj
skup razre{ewa grana grafa G(n1, n2, n3, n4), tada je l1 + l2

neparan broj.

Teorema 4.2. Za n ≥ 8 va`i da je βE(G(n1, n2, n3, n4)) = n− 2.

Dokaz. Korak 1: Gorwa granica.

Neka je S = {v1, ..., vn1 , vn1+1, ..., vn1+n2 , vn1+n2+2, ..., vn−n4 , vn−n4+2, ..., n} =
V \ {vn1+n2+1, vn−n4+1}. Dokaza}emo da je skup S skup razre{ewa grana

grafaG(n1, n2, n3, n4). U Tabeli 5 prikazane su metri~ke koordinate grana
u odnosu na S. Na osnovu prethodne Tabele 5, sledi da su metri~ke koordi-
nate svih grana me|usobno razli~ite, tako da je S skup razre{ewa grana i

odatle zakqu~ujemo da je βE(G(n1, n2, n3, n4)) ≤ n− 2.
Korak 2: Dowa granica.

Pretpostavi}emo suprotno, to jest neka je βE(G(n1, n2, n3, n4)) ≤ n − 3.
Tada je S skup razre{ewa grana kardinalnosti mawe ili jednake od n− 3,
odakle sledi da postoje vi, vj, vl ∈ V \S. Daqe, lako je primetiti da po{to
je S ′

vivj
⊃ S, S ′

vivl
⊃ S i S ′

vjvl
⊃ S, onda su i S ′

vivj
, S ′

vivl
i S ′

vjvl
skupovi

razre{ewa grana. Neka je zatim vi ∈ Vl1 , vj ∈ Vl2 i vl ∈ Vl3 , pri ~emu

su l1, l2, l3 ∈ {1, 2, 3, 4}. Tada iz posledice 4.2 sledi da su l1 + l2, l1 + l3
i l2 + l3 neparni brojevi. Primetimo daqe da kako su l1 + l2 i l1 + l3
neparni brojevi, to daqe povla~i da su l2 i l3 iste parnosti (oba parna

ili oba neparna), a to onda zna~i da je zbir l2 + l3 paran broj. To je u

kontradikciji sa ~iwenicom da je l2 + l3 neparan broj. Dakle, va`i da

je βE(G(n1, n2, n3, n4)) ≥ n − 2. Iz prethodna 2 koraka, dokaz teoreme je

kompletiran, to jest βE(G(n1, n2, n3, n4)) = n− 2.

Lema 4.3. Za grafG(n1, n2, n3, n4), me{ovita metri~ka dimenzija jednaka je
wegovom redu.

55



Tabela 5: Metri~ke koordinate grana grafa G(n1, n2, n3, n4)

grana uslov r(e, S)

vivn1+n2+1 1 ≤ i ≤ n1 (1, ..., 1,

i︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸

n2

, 1, ..., 1)

vivj 1 ≤ i ≤ n1 (1, ..., 1,

i︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸

n2

, 1, ..., 1,

j−1︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1)

n1 + n2 + 1 < j ≤ n− n4

vivn−n4+1 n1 < i ≤ n1 + n2 (2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
n1

, 1, ..., 1,

i︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1)

vivj n1 < i ≤ n1 + n2 (2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
n1

, 1, ..., 1,

i︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1,

j−2︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1)

n− n4 + 1 < j ≤ n
vn1+n2+1vn−n4+1 (1, 1, ..., 1)

vn1+n2+1vi n1 + n2 + 1 < i ≤ n− n4 (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n1

, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
n2

, 1, ..., 1,

i−1︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1)

vn1+n2+1vi n− n4 + 1 < i ≤ n (1, ..., 1,

i−2︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1)

vivj n1 + n2 + 1 < i < j ≤ n− n4 (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n1

, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
n2

, 1, ....1,

i−1︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1,

j−1︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1)

vivj n1 + n2 + 1 < i ≤ n− n4 (1, ..., 1,

i−1︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1,

j−2︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1)

n− n4 + 1 < j ≤ n

vivn+1−n4
n1 + 1 + n2 < i ≤ n− n4 (1, ..., 1,

i−1︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1)

vn−n4+1vi n− n4 + 1 < i ≤ n (2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
n1

, 1, ..., 1,

i−2︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1)

vivj n− n4 + 1 < i < j ≤ n (2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
n1

, 1, ..., 1,

i−2︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1,

j−2︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1)
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Dokaz. Neka je S skup me{ovitog razre{ewa grafa G(n1, n2, n3, n4).
Neka su v1 i w1 dva razli~ita proizvoqna ~vora (v1 ̸= w1) iz V1, i sli~no

v2, w2 ∈ V2, v3, w3 ∈ V3 i v4, w4 ∈ V4 proizvoqni ~vorovi. Tada su odgo-

varaju}a rastojawa izme|u wih: d(v1, w1) = 2; d(v1, v2) = 3; d(v1, v3) = 1;
d(v1, v4) = 2; d(v2, w2) = 2; d(v2, v3) = 2; d(v2, v4) = 1; d(v3, w3) = 1;
d(v3, v4) = 1 i d(v4, w4) = 1.

Odredi}emo skup Wv1v3 definisan sa (1.1). Po{to je d(v1, w1) = 2 >
d(v3, w1) = 1; d(v1, v2) = 3 > d(v3, v2) = 2; d(v1, v3) = 1 > d(v3, v3) = 0;
d(v1, w3) = 1 > d(v3, w3) = 0 i d(v1, v4) = 2 > d(v3, v4) = 1 tada, osim sebe,

svi ostali ~vorovi iz V (G(n1, n2, n3, n4)) = V1∪V2∪V3∪V4 imaju ve}e ili

jednako rastojawe od ~vora v1 u odnosu na rastojawe od ~vora v3, tako da iz
(1.1) sledi da je Wv1v3 = {w ∈ V |d(v1, w) < d(v3, w)} = {v1}. Onda iz leme
2.1 zakqu~ujemo da jeWv1v3 ∩ S ̸= ∅, odnosno {v1} ∩ S ̸= ∅, odakle sledi da
v1 ∈ S. Po{to je v1 proizvoqan ~vor iz V1, onda sledi da je V1 ⊆ S.

Sli~no skup Wv2v4 = {v2}, po{to osim sebe, svi ostali ~vorovi iz

V (G(n1, n2, n3, n4)) = V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4 imaju ve}e ili jednako rastojawe

od ~vora v2 u odnosu na rastojawe od ~vora v4. Zaista, d(v2, w2) = 2 >
d(v4, w2) = 1; d(v2, v1) = 3 > d(v4, v1) = 2; d(v2, v3) = 2 > d(v4, v3) = 1;
d(v2, w4) = 1 = d(v4, w4) = 1 i d(v2, v4) = 1 > d(v4, v4) = 0. Ponovo, iz

leme 2.1 zakqu~ujemo da jeWv2v4 ∩S ̸= ∅, odnosno {v2}∩S ̸= ∅, odakle sledi
da v2 ∈ S. Po{to je v2 proizvoqan ~vor iz V2 i V1 ⊆ S, onda sledi da je
V1 ∪ V2 ⊆ S.

Naistina~inkaoikodprethodna dva skupa dobijamoda jeWv3w3 = {v3}
i Ww3v3 = {w3}. Ponovo, iz leme 2.1 zakqu~ujemo da je Wv3w3 ∩ S ̸= ∅,
odnosno {v3} ∩ S ̸= ∅, odakle sledi da v3 ∈ S. Po{to je v3 proizvoqan
~vor iz V3 i V1 ∪ V2 ⊆ S, onda sledi da je V1 ∪ V2 ∪ V3 ⊆ S.

Na kraju, analogno dobijamo da jeWv4w4 = {v4} iWw4v4 = {w4}. Ponovo
kao posledica leme 2.1 zakqu~ujemo da je Wv4w4 ∩ S ̸= ∅, odnosno {v4} ∩
S ̸= ∅, odakle sledi da v4 ∈ S. Po{to je v4 proizvoqan ~vor iz V4 i

V1 ∪ V2 ∪ V3 ⊆ S, onda sledi da je V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4 ⊆ S. Po{to je S skup

me{ovitog razre{ewa od V (G(n1, n2, n3, n4)) = V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ V4 tada je

S = V (G(n1, n2, n3, n4)). Po{to svaki skup me{ovitog razre{ewa S od

G(n1, n2, n3, n4) sadr`i sve wegove ~vorove, onda je βM(G(n1, n2, n3, n4)) =
n1 + n2 + n3 + n4 = |V (G(n1, n2, n3, n4))| = n.

Teorema 4.3. Za svaki obostrano povezan graf G reda n ≥ 8 va`i ⌈2 +
log2(n− 1)⌉ ≤ βM(G) + βM(G) ≤ 2 · n.

Dokaz. Korak 1: Dowa granica jednaka je ⌈2 + log2(n− 1)⌉ za n ≥ 8.
Iz posledice 2.2 va`i da jeβM(G) ≥ 1+⌈log2(1+δ(G))⌉ ≥ 1+log2(1+δ(G)).
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Sli~no, iz leme 4.1 va`i da je βM(G) ≥ ⌈log2(1 + ∆(G))⌉ = ⌈log2(n −
δ(G))⌉ ≥ log2(n− δ(G)). Sabirawem ovih nejednakosti dobijamo

(4.3) βM(G) + βM(G) ≥ 1 + log2(1 + δ(G)) + log2(n− δ(G)).

Desnoj strani nejednakosti (4.3) dodequjemo funkciju fM(x) = 1+log2(1+
x) + log2(n − x) za x ∈ [1, n − 2]. Daqe, ispitujemo globalni minimum

funkcije fM(x). Lako se proverava da je fM(x) konkavna funkcija, to jest
f ′′
M(x) < 0 na segmentu [1, n− 2]. Imaju}i na umu da je fM(1) = 2+ log2(n−
1) = fM(n− 2), onda zakqu~ujemo da je globalni minimum funkcije fM(x),
na intervalu [1, n−2], jednak 2+log2(n−1). Dakle, za x ∈ [1, n−2] va`i da je
fM(x) ≥ 2+log2(n−1), {to povla~i da je βM(G)+βM(G) ≥ 2+log2(n−1).
Po{to su β(G) i β(G) celi brojevi, odatle sledi

βM(G) + βM(G) ≥ ⌈2 + log2(n− 1)⌉.

Korak 2: Gorwa granica jednaka je 2 · n za n ≥ 8.
Iz napomene 1.1, za svaki povezan graf G, maksimalna vrednost me{ovite
metri~ke dimenzije jednaka je redu grafa, odakle sledi da je βM(G) +
βM(G) ≤ 2 · n. Za n ≥ 8, broj n se mo`e lako razlo`iti u obliku

n = n1 + n2 + n3 + n4, gde su n1, n2, n3, n4 ≥ 2, tako da postoji graf

G(n1, n2, n3, n4) reda n. Prema lemi 4.3, graf G(n1, n2, n3, n4) dosti`e ovu
gorwu granicu, a iz tvr|ewa 4.1 sledi da je wegov komplement izomorfan sa

G(n3, n4, n1, n2), tako da i wegov komplement dosti`e ovu gorwu granicu.
Dakle, graf G(n1, n2, n3, n4) dosti`e Nordhaus−Gaddum gorwu granicu

za zbir i jednaka je 2 · n.

Teorema 4.4. Za svaki obostrano povezan graf G reda n ≥ 8 va`i ⌈1 +
log2(n− 1)⌉ ≤ βM(G) · βM(G) ≤ n2.

Dokaz. Korak 1: Dowa granica jednaka je ⌈1 + log2(n− 1)⌉ za n ≥ 8.
Analogno dokazu prethodne teoreme 4.3, imamo da va`i βM(G) ≥ 1 +
log2(1 + δ(G)) i βM(G) ≥ log2(n − δ(G)). Mno`ewem ovih nejednakosti,

dobijamo

(4.4) βM(G) · βM(G) ≥ (1 + log2(1 + δ(G))) · log2(n− δ(G)).

Sada, desnoj strani nejednakosti (4.4) dodequjemo funkciju gM(x) = (1 +
log2(1 + x)) · log2(n − x) za x ∈ [1, n − 2]. Lako se proverava da je i

ova funkcija tako|e konkavna na datom intervalu, tako da je globalni
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minimum u jednoj od krajwih ta~aka posmatranog intervala. Po{to je

gM(1) = (1 + log2(2)) log2(n − 1) = 2 log2(n − 1) > gM(n − 2) = (1 +
log2(n − 1)) log2 2 = 1 + log2(n − 1) za svako n ≥ 8, onda je globalni

minimum funkcije gM(x), na intervalu [1, n − 2], jednak 1 + log2(n − 1).
Dakle, za x ∈ [1, n − 2] sledi da je gM(x) ≥ 1 + log2(n − 1), tako da je

βM(G) · βM(G) ≥ 1 + log2(n − 1). Po{to su βM(G) i βM(G) celi brojevi,
va`i

βM(G) · βM(G) ≥ ⌈1 + log2(n− 1)⌉.
Korak 2: Gorwa granica jednaka je n2 za n ≥ 8.

Po{to je maksimalna vrednost me{ovite metri~ke dimenzije jednaka redu

grafa, onda je βM(G) · βM(G) ≤ n2. Isto kao u dokazu teoreme 4.3, graf
G(n1, n2, n3, n4) je graf na kojem se dosti`e Nordhaus−Gaddum gorwa

granica za proizvod i jednaka je n2.

Kako se teorema 4.3 i teorema 4.4 odnose na obostrano povezane grafove
reda n ≥ 8, u Tabeli 6 su prikazani rezultati za Nordhaus−Gaddum
granice dobijene pomo}u totalne enumeracije, za zbiriproizvodme{ovite

metri~ke dimenzije kada je red grafa n ∈ {4, 5, 6, 7}. Tako|e, u ovoj tabeli
su prikazani i rezultati vezani za metri~ku dimenziju grana, za grafove

istog reda. Kao {to smo ve} i rekli, na grafovima G(n1, n2, n3, n4) se
dosti`e Nordhaus−Gaddum gorwa granica iz teoreme 4.3 i teoreme 4.4,
dok su ekstremalni (minimalni) grafovi reda n ∈ {4, 5, 6, 7} prikazani na
slici 12 i slici 13.

4.2 Metri~ka dimenzija grafa

U ovom odeqku poboq{a}emo Nordhaus−Gaddum dowu granicu iz

teoreme 1.9 iz rada [33].
Pre toga dokaza}emo da, za ~vorove koji pripadaju nekoj metri~koj bazi,

va`i slede}a lema.

Lema 4.4. Neka je G povezan graf i neka je u proizvoqan ~vor iz nekog skupa

razre{ewa S, kardinalnosti β(G), grafa G. Tada je |S| = β(G) ≥ 1 +
⌈log3(degu)⌉.

Dokaz. Pretpostavimo da je S = {u, v2, ..., vp}. Vektor metri~kih

koordinata ~vora u u odnosu na S je r(u, S) = (0, d2, ..., dp), gde je dk =
d(vk, u) za svako k ∈ [2, p]. Stepen ~vora u jednak je degu, tako da je

|N(u)| = degu. Neka su ~vorovi iz N(u) ozna~eni sa u1, ..., udegu . Za

svaku poziciju k = 2, ..., p redom u S i za svaki indeks l = 1, . . . , degu, svaki
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~vor ul je u N(u), tako da je d(ul, vk) ∈ {dk − 1, dk, dk + 1}, to jest mogu biti
maksimalno tri razli~ite mogu}e udaqenosti. Dakle, ~vor u i ~vorovi

u1, ..., udegu mogu imati najvi{e 3
p−1 razli~itih metri~kih reprezentacija

u odnosu na S, odakle je degu ≤ 3p−1, odnosno p ≥ 1 + log3(degu). Imaju}i
na umu da je p = |S| = β(G) ceo broj, va`i da je β(G) ≥ 1 + ⌈log3(degu)⌉.

Kako je δ(G)minimalan stepen ~vorova u grafuG, va`i slede}a posledica.

Posledica 4.3. Neka je G povezan graf, tada je

(4.5) β(G) ≥ 1 + ⌈log3(δ(G))⌉.

Teorema 4.5. Za svaki obostrano povezan graf G reda n ≥ 4 va`i

(4.6) β(G) + β(G) ≥ ⌈1 + log3(n− 1)⌉.

Dokaz. Iz posledice 4.3 va`i da je β(G) ≥ 1 + ⌈log3(δ(G))⌉ ≥ 1 +
log3(δ(G)), dok se iz teoreme 1.5 lako zakqu~uje da je β(G) ≥ ⌈log3(1 +
∆(G))⌉ = ⌈log3(n− δ(G))⌉ ≥ log3(n− δ(G)). Analogno dokazu teoreme 4.3,
sabiramo ove nejednakosti, tako da sledi

(4.7) β(G) + β(G) ≥ 1 + log3(δ(G)) + log3(n− δ(G)).

Zatim, desnoj strani nejednakosti (4.7) pridru`ujemo funkciju f(x) =
log3(3x) + log3(n − x) za vrednosti x ∈ [1, n − 2]. Lako se proverava

da je f(x) konkavna funkcija, to jest f ′′(x) < 0 na segmentu [1, n − 2] i
imaju}i na umu da je f(1) = 1 + log3(n − 1) < f(n − 2) = 1 + log3(2n − 4),
zakqu~ujemo da je globalni minimum funkcije f(x), na intervalu [1, n−2],
jednak f(1) = 1 + log3(n − 1). Dakle, za x ∈ [1, n − 2] sledi da je funkcija
f(x) ≥ 1+log3(n−1), {topovla~ida va`ida jeβ(G)+β(G) ≥ 1+log3(n−1).
I opet kako su β(G) i β(G) celi brojevi, sledi da je

β(G) + β(G) ≥ ⌈1 + log3(n− 1)⌉.

Teorema 4.6. Za svaki obostrano povezan graf G reda n ≥ 5 va`i

(4.8) β(G) · β(G) ≥ ⌈(1 + log3(n− 2)) log3 2⌉.
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Dokaz. Sli~no dokazu prethodne teoreme, i ovde imamo iz posledice

4.3 i teoreme 1.5 da redom va`i da je β(G) ≥ 1 + log3(δ(G)) i β(G) ≥
log3(n− δ(G)). Mno`ewem ovih nejednakosti dobija se

(4.9) β(G) · β(G) ≥ (1 + log3(δ(G))) log3(n− δ(G)).

Sada, desnoj strani nejednakosti (4.9) dodequjemofunkciju g(x) = log3(n−
x)(1 + log3(x)) za vrednosti x ∈ [1, n − 2]. Lako se proverava da je

data funkcija konkavna na posmatranom intervalu, to jest g′′(x) < 0
na intervalu [0, n − 2]. Imaju}i na umu da je g(1) = log3(n − 1) ≥
g(n − 2) = (1 + log3(n − 2)) log3 2, zakqu~ujemo da je globalni mini-

mum ove funkcije jednak g(n − 2) = (1 + log3(n − 2)) log3 2. Dakle, za

x ∈ [1, n − 2] sledi da je g(x) ≥ (1 + log3(n − 2)) log3 2, {to povla~i da je
β(G) · β(G) ≥ (1 + log3(n − 2)) log3 2. I ponovo kako su β(G) i β(G) celi
brojevi, sledi tvr|ewe teoreme to jest va`i

β(G) · β(G) ≥ ⌈(1 + log3(n− 2)) log3 2⌉.

Po{to se teorema 4.6 odnosi na obostrano povezane grafove reda n ≥ 5,
napomenu}emo da je jedini obostrano povezani graf reda n = 4 put P4, jer

je i wegov komplement isto put P4 i tada na osnovu teoreme 1.3 va`i da je
β(P4) · β(P4) = 1.

4.3 Metri~ka dimenzija grana grafa

Metodologija primewena kod dokazivawaNordhaus−Gaddum granica

iz sekcije 4.2, uz odre|ene izmene, mo`e se primeniti i za problemmetri~ke

dimenzije grana grafa. U ovoj sekciji }emo prikazati odgovaraju}e teori-

jske rezultate i kako su izmene zna~ajne, predstavi}emo kompletne dokaze.

Teorema 4.7. Za svaki netrivijalni graf G reda n ≥ 4, va`i 2 ≤ βE(G) +
βE(G) ≤ 2n− 1. [tavi{e,

• βE(P4) + βE(P4) = 2;

• βE(Kn) + βE(Kn) = 2n− 1

Dokaz. Za svaki grafG reda n iz (1.5) vidimo da je potrebno da postoji
najmawe jedan ~vor u skupu razre{ewa grana, tako da je βE(G) ≥ 1, {to
povla~i da je βE(G) + βE(G) ≥ 2. [tavi{e, iz tvr|ewa 1.6 imamo da je
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βE(G) = 1 ako i samo ako je G put Pn i po{to je za put P4 komplement

tako|e put, onda sledi da je βE(P4) + βE(P4) = 2. [to se ti~e gorwe

granice, po{to je βE(Kn) = n − 1 i po{to je wegov komplement jedini

graf ~ija je metri~ka dimenzija grana n, to jest βE(Kn) = n, onda sledi da
je βE(Kn) + βE(Kn) = 2n− 1, ina~e je βE(G) + βE(G) < 2n− 1.

Teorema 4.8. Za svaki obostrano povezan graf G reda n ≥ 8 va`i

(4.10) ⌈1 + log2(n− 2)⌉ ≤ βE(G) + βE(G) ≤ 2 · n− 2.

Dokaz. Korak 1: Dowa granica jednaka je ⌈1 + log2(n− 2)⌉.
Iz teoreme 1.6 va`i da je βE(G) ≥ 1 + ⌈log2(δ(G))⌉ ≥ 1 + log2(δ(G)),
dok iz tvr|ewa 1.7 va`i da je βE(G) ≥ ⌈log2(∆(G))⌉ = ⌈log2(n − 1 −
δ(G))⌉ ≥ log2(n− 1− δ(G)). Ponovo, sli~no dokazu teoreme 4.5, sabiramo
ove nejednakosti, tako da sledi

(4.11) βE(G) + βE(G) ≥ 1 + log2(δ(G)) + log2(n− 1− δ(G)).

Desnoj strani nejednakosti (4.11) mo`emo pridru`iti funkciju fE(x) =
1+ log2(x)+ log2(n− 1−x) za x ∈ [1, n− 2]. Za ovu funkciju se tako|e lako
proverava da je f ′′

E(x) < 0, to jest da je fE(x) konkavna na segmentu [1, n−2].
Ponovo, imaju}ina umu da je fE(1) = 1+log2(n−2) = fE(n−2), zakqu~ujemo
da je wen globalni minimum 1+log2(n−2). Dakle, za x ∈ [1, n−2] sledi da
je fE(x) ≥ 1+log2(n−2), {to povla~i da je βE(G)+βE(G) ≥ 1+log2(n−2).
I opet, kako su βE(G) i βE(G) celi brojevi, sledi da je

βE(G) + βE(G) ≥ ⌈1 + log2(n− 2)⌉.

Korak 2: Gorwa granica je 2 · n− 2.
Kako iz nejednakosti (1.5), za svaki povezan graf G reda n, va`i 1 ≤
βE(G) ≤ n− 1, onda je βE(G) + βE(G) ≤ 2 · n− 2.

Teorema 4.9. Za svaki obostrano povezan graf G reda n ≥ 8 va`i

(4.12) 1 ≤ βE(G) · βE(G) ≤ (n− 1)2.

Dokaz. Korak 1: Dowa granica jednaka je 1.
Dokaz dowe granice sli~an je dokazu prethodne teoreme, to jest imamo da
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Tabela 6: Nordhaus−Gaddum granice za gransku i me{ovitu metri~ku

dimenziju

Metri~ka dimenzija grana Me{ovita metri~ka dimenzija

ZBIR PROIZVOD ZBIR PROIZVOD

Br. ~vo. MIN/(G) MAKS. MIN/(G) MAKS. MIN MAKS. MIN MAKS.

4 2 (G1) 2 1 (G1) 1 4 (G1) 4 4 (G1) 4

5 3 (G2) 5 2 (G2) 6 5 (G2) 7 6 (G2) 12

6 5 (G5) 7 4 (G3) 12 6 (G7) 10 8 (G7) 25

7 6 (G6) 9 5 (G4) 20 7 (G9) 13 12 (G8) 42

va`i βE(G) ≥ 1 + log2(δ(G)) i βE(G) ≥ log2(n − 1 − δ(G)) i mno`ewem

ovih nejednakosti, dobija se

(4.13) βE(G) · βE(G) ≥ (1 + log2(δ(G))) · log2(n− 1− δ(G)).

Sli~no prethodnim dokazima, desnoj strani nejednakosti (4.13) mo`emo
pridru`iti funkciju gE(x) = (1+ log2(x)) · log2(n− 1−x) za x ∈ [1, n− 2].
Za ovu funkciju se tako|e lako proverava da je g′′E(x) < 0, to jest gE(x) je
konkavna na segmentu [1, n − 2] i imaju}i na umu da je gE(1) = log2(n − 2)
i gE(n − 2) = 0 zakqu~ujemo da je wen globalni minimum 0. Dakle, za

x ∈ [1, n − 2] sledi da je gE(x) ≥ 0, {to povla~i da je βE(G) · βE(G) ≥ 0.
Me|utim, kako znamo da, za svaki povezan grafG reda n, va`i da je βE(G) ≥
1, odatle zakqu~ujemo da je dowa granica βE(G) · βE(G) ≥ 1.

Korak 2: Gorwa granica jednaka je (n− 1)2.
Po{to, za svaki povezan graf G, va`i da je 1 ≤ βE(G) ≤ n− 1, onda sledi
da je βE(G) · βE(G) ≤ (n− 1)2.

Po{to teorema 4.8 i teorema 4.9 ukqu~uju obostrano povezane grafove
za n ≥ 8, u Tabeli 6 tako|e su prikazani razultati za Nordhaus−Gaddum
dowu i gorwu granicu, za zbir i proizvod metri~ke dimenzije grana, dobi-

jeni pomo}u totalne enumeracije kada je red grafa n ∈ {4, 5, 6, 7}. Ekstre-
malni (minimalni) grafovi reda n ∈ {4, 5, 6, 7}, na kojima se dosti`e

Nordhaus−Gaddum dowa granica za zbir i proizvod metri~ke dimenzije

grana, prikazani su na slici 12.
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4.4 Analiza rezultata

Na po~etku pravimo pore|ewe Nordhaus−Gaddum dowih i gorowih

granica, za zbir, sve tri metri~ke dimenzije op{teg grafa G i wegovog

komplementarnog grafa G. Za n ≥ 4 dobijeno je da su dowe granice

kod metri~ke dimenzije i metri~ke dimenzije grana grafa 2, dok je kod

me{ovite metri~ke dimenzije 4. Dowe granice, za sve tri metri~ke dime-

nzije, se dosti`u za put P4 i prime}ujemo da se ove dve metri~ke dimenzije,

u odnosu na me{ovitu metri~ku dimenziju, razlikuju za dva. Zatim, gorwa

granica za metri~ku dimenziju i metri~ku dimenziju grana je 2n − 1, dok
je za me{ovitu metri~ku dimenziju 2n. Gorwe granice, za sve tri metri~ke
dimenzije, dosti`u se za kompletne grafove Kn i iz prethodnog se lako

vidi da je me{ovita metri~ka dimenzija za ove grafove ve}a za jedan od

wihove metri~ke dimenzije i metri~ke dimenzije grana.

Daqe, pravimo pore|eweNordhaus−Gaddum dowih i gorwih granica,

za zbir, sve tri metri~ke dimenzije grafa G i wegovog komplementarnog

grafa G, za obostrano povezane grafove. Poboq{ana je Nordhaus−Ga-
ddum dowa granica kod metri~ke dimenzije i sada za metri~ku dime-

nziju, metri~ku dimenziju grana i me{ovitu metri~ku dimenziju ona redom

iznosi ⌈1 + log3(n − 1)⌉, ⌈1 + log2(n − 2)⌉ i ⌈2 + log2(n − 1)⌉. Zatim, za
ovaj slu~aj, gorwa granica za metri~ku dimenziju je 2n − 6 za n ≥ 4, za
metri~ku dimenziju grana je 2n− 2 za n ≥ 8, dok za me{ovitu metri~ku di-
menziju je 2n za n ≥ 8. Analiza specijalnih slu~ajeva za 4 ≤ n ≤ 7 se lepo
vidi iz Tabele 6. Napomenimo da su sa dowe strane granice teorijske, dok

se sa gorwe strane Nordhaus−Gaddum gorwa granica, za zbir me{ovite

metri~ke dimenzije, dosti`e za grafove G(n1, n2, n3, n4).
Na kraju, pravimo pore|ewe Nordhaus−Gaddum dowih i gorwih gra-

nica, za proizvod, sve tri metri~ke dimenzije grafa G i wegovog komple-

mentarnog grafa G, za obostrano povezane grafove. Dobijeno je da je dowa
granica, kod metri~ke dimenzije, metri~ke dimenzije grana i me{ovite

metri~ke dimenzije jednaka ⌈(1 + log3(n− 2)) log3 2⌉, 1 i ⌈1 + log2(n− 1)⌉,
redom. Zatim, za ovaj slu~aj, gorwa granica za metri~ku dimenziju grana je

(n−1)2 zan ≥ 8, dok za me{ovitu metri~ku dimenziju jen2 zan ≥ 8. Tako|e,
analiza specijalnih slu~ajeva, za metri~ku dimenziju grana i me{ovitu

metri~ku dimenziju za 4 ≤ n ≤ 7, lepo se vidi iz Tabele 6. Napomenimo da
su sa dowe strane granice, kao i kod zbira, teorijske, dok se sa gorwe strane

Nordhaus−Gaddum gorwa granica, za proizvod me{ovite metri~ke di-

menzije, dosti`e isto za grafove G(n1, n2, n3, n4).
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5 Klase grafova gde je dobijena egzaktna vrednost

me{ovite metri~ke dimenzije

5.1 Grafovi oblika to~ka

Teorema 5.1.

βM(Wn) =

{
4, n = 3;
n, n ≥ 4.

Dokaz. Za n = 3 pomo}u totalne enumeracije dobijamo da je βM(W3) =
4 = |V (W3)|, tako da je skup me{ovitog razre{ewa S = V (W3).
Daqe }e biti razmatrana me{ovita metri~ka dimenzija za grafove oblika

to~ka za slu~aj kada je n ≥ 4. Kako bi dokaz bio jasniji, najpre }emo u

Tabeli 7 prikazati me{ovite metri~ke koordinate svakog ~vora i svake

grane u odnosu na V (Wn).
Korak 1: Gorwa granica za n ≥ 4.

Neka je S = {vi|1 ≤ i ≤ n} i sada }emo dokazati da je S skup me{ovitog

razre{ewa od Wn. Po{to je S = V \ {v0}, tada je za svaki element vektor
metri~kih koordinata u odnosu na S, prikazan u Tabeli 8.

Iz prethodne Tabele 8 vidi se da su me{ovite metri~ke koordinate svih

elemenata me|usobno razli~ite. Dakle, S je skup me{ovitog razre{ewa,

odakle sledi da je βM(Wn) ≤ n.

Korak 2: Dowa granica za n ≥ 4.
Pretpostavimo suprotno, to jest da je βM(Wn) ≤ n− 1. Tada postoji skup
me{ovitog razre{ewa S, takav da va`i da je |S| ≤ n− 1.
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Tabela 7: Me{ovite metri~ke koordinate grafaWn u odnosu na V

~vor uslov r(v, V )
v0 (0, 1, ..., 1)
v1 (1, 0, 1, 2..., 2, 1)
v2 (1, 1, 0, 1, 2..., 2)

vi 3 ≤ i ≤ n− 2 (1, 2, ..., 2, 1,

i︷︸︸︷
0 , 1, 2, ..., 2)

vn−1 (1, 2, ..., 2, 1, 0, 1)
vn (1, 1, 2, ..., 2, 1, 0)

grana uslov r(e, V )

v0vi 1 ≤ i ≤ n (0, 1, ..., 1,

i︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1)

v1v2 (1, 0, 0, 1, 2, ..., 2, 1)
v1vn (1, 0, 1, 2, ..., 2, 1, 0)
v2v3 (1, 1, 0, 0, 1, 2, ..., 2)

vivi+1 3 ≤ i ≤ n− 3 (1, 2, ..., 2, 1,

i︷︸︸︷
0 , 0, 1, 2, ..., 2)

vn−2vn−1 (1, 2, ..., 2, 1, 0, 0, 1)
vn−1vn (1, 1, 2, ..., 2, 1, 0, 0)
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Tabela 8: Me{ovite metri~ke koordinate grafaWn u odnosu na S

~vor uslov r(v, S)
v0 (1, ..., 1)
v1 (0, 1, 2..., 2, 1)
v2 (1, 0, 1, 2..., 2)

vi 3 ≤ i ≤ n− 2 (2, ..., 2, 1,

i︷︸︸︷
0 , 1, 2, ..., 2)

vn−1 (2, ..., 2, 1, 0, 1)
vn (1, 2, ..., 2, 1, 0)

grana uslov r(e, V \ {v0})

v0vi 1 ≤ i ≤ n (1, ..., 1,

i︷︸︸︷
0 , 1, ..., 1)

v1v2 (0, 0, 1, 2, ..., 2, 1)
v1vn (0, 1, 2, ..., 2, 1, 0)
v2v3 (1, 0, 0, 1, 2, ..., 2)

vivi+1 3 ≤ i ≤ n− 3 (2, ..., 2, 1,

i︷︸︸︷
0 , 0, 1, 2, ..., 2)

vn−2vn−1 (2, ..., 2, 1, 0, 0, 1)
vn−1vn (1, 2, ..., 2, 1, 0, 0)
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Slu~aj 1. v0 /∈ S.
Iz ~iwenice da je |V | = n + 1 i |S| ≤ n − 1 sledi da postoji ~vor vi
(1 ≤ i ≤ n), takav da vi /∈ S. Sada je lako zakqu~iti da je r(v0, S) =
r(v0vi, S) = (1, ..., 1), odakle sledi da S nije skup me{ovitog razre{ewa,

{to je u kontradikciji sa po~etnom pretpostavkom.

Slu~aj 2. v0 ∈ S.
Tako|e, iz ~iwenice da je |V | = n+1 i |S| ≤ n−1 sledi da postoje ~vorovi
vi i vj (1 ≤ i, j ≤ n), takvi da vi, vj /∈ S. Sada je opet lako zakqu~iti da
je r(v0, S) = r(v0vi, S) = (0, 1, ..., 1), odakle sledi da S nije skup me{ovitog

razre{ewa, {to je u kontradikciji sa po~etnom pretpostavkom.

Po{to u oba slu~aja S nije skup me{ovitog razre{ewa, sledi da je

βM(Wn) ≥ n.
Dakle, iz Koraka 1 i Koraka 2 sledi tvr|ewe teoreme za n ≥ 4, to jest

βM(Wn) = n.

Napomenimo da se gorwa granica tako|e mo`e indirektno dokazati

kori{}ewem leme 1.1, ali `eqa je bila da se prika`e konstruktivan dokaz.

5.2 Torus grafovi

U ovoj sekciji koristimo prethodno uvedene op{te dowe granice da bi

dobili ta~nu vrednost me{ovite metri~ke dimenzije za torus grafove.

Teorema 5.2. Zam,n ≥ 3 sledi da je βM(Tm,n) = 4.

Dokaz. Dokaza}emo da su i gorwa i dowa granica za βM(Tm,n) jednake 4.

Korak 1: Najpre, pokazujemo da je gorwa granica jednaka 4.

U zavisnosti od parnosti dimenzija torusa razlikujemo ~etiri slu~aja:

Slu~aj 1. m = 2r + 1, n = 2s+ 1.
Neka je S = {(0, 0), (0, s), (1, s+ 1), (r + 1, s+ 1)}. Dokaza}emo da je S skup

me{ovitog razre{ewa. Reprezentacija koordinata svakog ~vora i svake

grane, u odnosu na skup S, prikazana je u Tabeli 9 i Tabeli 10.
Po{to iz Tabele 9 i Tabele 10 vidimo da su metri~ke koordinate

svih elemenata (i ~vorova i grana) grafa T2r+1,2s+1 me|usobno razli~ite,

zakqu~ujemo da je S skup me{ovitog razre{ewa. Dakle, βM(T2r+1,2s+1) ≤ 4.
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Tabela 9: Metri~ke koordinate ~vorova grafa T2r+1,2s+1

~vor uslov r(v, S)
(0, 0) (0, s, s + 1, s + r)
(χ, 0) 1 ≤ χ ≤ r (χ, χ + s, s + χ− 1, s + r − χ + 1)
(0, ψ) 1 ≤ ψ ≤ s (ψ, s− ψ, s + 2 − ψ, s + 1 − ψ + r)
(χ, ψ) 1 ≤ χ ≤ r − 1 (ψ + χ, χ + s− ψ, s− ψ + χ, s− ψ + r − χ + 2)

1 ≤ ψ ≤ s
(0, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n− ψ, ψ − s, ψ − s, ψ − s + r − 1)
(χ, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n + χ− ψ, ψ + χ− s, ψ + χ− s− 2, r + ψ − χ− s)

1 ≤ χ ≤ r − 1
(χ, 0) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (m− χ,m + s− χ,m− χ + s + 1, s− r + χ− 1)
(χ, ψ) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (m− χ + ψ,m− χ + s− ψ,m− χ + s− ψ + 2, χ− r + s− ψ)

1 ≤ ψ ≤ s
(χ, ψ) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (m + n− χ− ψ, ψ − s +m− χ,

s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 ψ − s− χ +m,ψ − s + χ− r − 2)
(r + 1, 0) (r, r + s, r + s, s)
(r, ψ) 1 ≤ ψ ≤ s (r + ψ, r − ψ + s, r − ψ + s, s− ψ + 2)

(r + 1, ψ) 1 ≤ ψ ≤ s (ψ + r, s− ψ + r, s + r − ψ + 1, s− ψ + 1)
(r, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n− ψ + r, ψ − s + r, r + ψ − s− 2, ψ − s)

(r + 1, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (r + n− ψ, r + ψ − s, r + ψ − s− 1, ψ − s− 1)

Tabela 10: Metri~ke koordinate grana grafa T2r+1,2s+1

grana uslov r(e, S)
(0, 0)(1, 0) (0, s, s, r + s)

(0, 0)(0, n− 1) (0, s, s, r + s− 1)
(0, 0)(m− 1, 0) (0, s, s + 1, s + r − 1)
(0, ψ)(0, ψ + 1) 0 ≤ ψ ≤ s− 1 (ψ, s− ψ − 1, s− ψ + 1, r + s− ψ)
(χ, 0)(χ + 1, 0) 1 ≤ χ ≤ r − 1 (χ, s + χ, s + χ− 1, r − χ + s)
(χ, ψ)(χ, ψ + 1) 1 ≤ χ ≤ r (χ + ψ, s− ψ − 1 + χ, s + χ− ψ − 1, s− ψ + r − χ + 1)

1 ≤ ψ ≤ s− 1
(χ, s)(χ, s + 1) 1 ≤ χ ≤ r (s + χ, χ, χ− 1, r + 1 − χ)

(χ, 0)(χ, 1) 1 ≤ χ ≤ r (χ, s− 1 + χ, s− 1 + χ, s + r + 1 − χ)
(0, ψ)(1, ψ) 1 ≤ ψ ≤ s (ψ, s− ψ, s− ψ + 1, r + s− ψ + 1)

(0, ψ)(0, ψ + 1) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 2 (n− ψ − 1, ψ − s, ψ − s, r + ψ − s− 1)
(χ, ψ)(χ, ψ + 1) 1 ≤ χ ≤ r (n− ψ + χ− 1, ψ + χ− s,

s + 1 ≤ ψ ≤ n− 2 ψ − s + χ− 2, r + ψ − s− χ)
(χ, ψ)(χ + 1, ψ) 1 ≤ χ ≤ r − 1 (ψ + χ, s + χ− ψ, s + χ− ψ, s− ψ + r − χ + 1)

1 ≤ ψ ≤ s
(χ, 0)(χ, n− 1) 1 ≤ χ ≤ r (χ, s + χ, s + χ− 2, s + r − χ)
(χ, ψ)(χ + 1, ψ) 1 ≤ χ ≤ r − 1 (n− ψ + χ, ψ − s + χ,

s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 ψ − s + χ− 2, r − χ + ψ − s− 1)
(r + 1, ψ)(r + 1, ψ + 1) 1 ≤ ψ ≤ s− 1 (ψ + r, r − ψ + s− 1, r − ψ + s, s− ψ)

(0, ψ)(1, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n− ψ, ψ − s, ψ − 1 − s, r + ψ − 1 − s)
(χ, ψ)(χ + 1, ψ) r + 1 ≤ χ ≤ m− 2 (ψ +m− χ− 1, s− ψ +m− χ− 1,

1 ≤ ψ ≤ s m− χ + s− ψ + 1, s− ψ + χ− r)
(χ, ψ)(χ, ψ + 1) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (m− χ + ψ, s− ψ − 1 +m− χ,

1 ≤ ψ ≤ s− 1 s− ψ +m− χ, s− ψ + χ− r − 1)
(χ, 0)(χ + 1, 0) r + 1 ≤ χ ≤ m− 2 (m− χ− 1,m + s− χ− 1,m + s− χ, χ− r − 1 + s)

(χ, 0)(χ, 1) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (m− χ,m + s− χ− 1,m− χ + s + 1, s + χ− r − 1)
(r, ψ)(r + 1, ψ) 1 ≤ ψ ≤ s (r + ψ, r + s− ψ, r + s− ψ, s− ψ + 1)
(0, ψ)(m− 1, ψ) 1 ≤ ψ ≤ s (ψ, s− ψ, s− ψ + 2, r − ψ + s)
(χ, ψ)(χ + 1, ψ) r + 1 ≤ χ ≤ m− 2 (n− ψ +m− χ− 1,m− χ + ψ − s− 1,

s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 m− χ + ψ − s− 1, χ + ψ − r − s− 2)
(χ, ψ)(χ, ψ + 1) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (n− ψ − 1 +m− χ, ψ − s +m− χ,

s + 1 ≤ ψ ≤ n− 2 ψ − s +m− χ + 1, ψ − s + χ− r − 2)
(r, ψ)(r + 1, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n− ψ + r, ψ − s + r, r + ψ − s− 2, ψ − s− 1)
(χ, 0)(χ, n− 1) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (m− χ,m− χ + s,m− χ + s, s + χ− r − 2)
(0, ψ)(m− 1, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n− ψ, ψ − s, ψ − s, r + ψ − s− 2)
(0, s)(0, s + 1) (s, 0, 1, r)

(r + 1, s)(r + 1, s + 1) (s + r, r, r, 0)
(r, 0)(r + 1, 0) (r, s + r, s− 1 + r, s)

(r + 1, 0)(r + 1, 1) (r, r − 1 + s, s + r, s)
(χ, s)(χ, s + 1) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (m + s− χ,m− χ,m + 1 − χ, χ− r − 1)

(r + 1, 0)(r + 1, n− 1) (r, s + r, s− 1 + r, s− 1)
(r + 1, ψ)(r + 1, ψ + 1) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 2 (n− ψ + r − 1, ψ − s + r, ψ − s + r − 1, ψ − s− 1)
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Tabela 11: Metri~ke koordinate ~vorova grafa T2r+1,2s

~vor uslov r(v, S)
(0, 0) (0, s, 1, r + 1)
(χ, 0) 1 ≤ χ ≤ r (χ, χ + s, χ− 1, r − χ + 2)
(0, ψ) 1 ≤ ψ ≤ s (ψ, s− ψ, 1 + ψ, r + ψ − 1)
(χ, ψ) 1 ≤ χ ≤ r (ψ + χ, s + χ− ψ, ψ + χ− 1, ψ + r − χ)

1 ≤ ψ ≤ s
(0, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n− ψ, ψ − s, n + 1 − ψ, n + r − ψ + 1)
(χ, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n + χ− ψ, ψ − s + χ, n + χ− ψ − 1, n + r − ψ − χ + 2)

1 ≤ χ ≤ r
(χ, 0) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (m− χ,m− χ + s,m− χ + 1, χ− r)

(r + 1, 0) (r, r + s, r, 1)
(χ, ψ) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (m− χ + ψ,m− χ− ψ + s,m− χ + ψ + 1, χ + ψ − r − 2)

1 ≤ ψ ≤ s
(r + 1, ψ) 1 ≤ ψ ≤ s (ψ + r, r + s− ψ, ψ + r, ψ − 1)
(χ, ψ) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (m + n− χ− ψ,m− χ + ψ − s,

s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 m + 1 + n− χ− ψ, n + χ− r − ψ)
(r + 1, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n + r − ψ, n− ψ + 1, ψ − s + r, n− ψ + 1)

Slu~aj 2. m = 2r + 1, n = 2s.
Neka je S = {(0, 0), (0, s), (1, 0), (r+1, 1)}. Dokaza}emo da je S skup me{ovi-

tog razre{ewa. Reprezentacija koordinata svakog ~vora i svake grane, u

odnosu na skup S, prikazana je u Tabeli 11 i Tabeli 12.
Po{to iz Tabele 11 i Tabele 12 vidimo da su metri~ke koordinate

svih elemenata (i ~vorova i grana) grafa T2r+1,2s me|usobno razli~ite,

zakqu~ujemo da je S skup me{ovitog razre{ewa. Dakle, βM(T2r+1,2s) ≤ 4.
Slu~aj 3. m = 2r, n = 2s+ 1.

Neka je S = {(0, 0), (r, 0), (0, 1), (1, s + 1)}. Po{to je Cm2Cn isto {to i

Cn2Cm, dokaz ovog slu~aja je sli~an dokazu slu~aja 2.

Slu~aj 4. m = 2r, n = 2s.
Neka je S = {(0, 0), (0, 1), (1, s), (r, 0)}. Analogno dokazima prethodnih

slu~ajeva, dokaza}emo da je S skup me{ovitog razre{ewa. Reprezentacija

koordinata svakog ~vora i svake grane, u odnosu na skup S, prikazana je u
Tabeli 13 i Tabeli 14.

Po{to iz Tabele 13 i Tabele 14 vidimo da su metri~ke koordinate

svih elemenata (i ~vorova i grana) grafa T2r,2s me|usobno razli~ite, za-

kqu~ujemo da je S skup me{ovitog razre{ewa. Dakle, βM(T2r,2s) ≤ 4.

Korak 2: Pokazujemo da je dowa granica jednaka 4.

Torus graf je 4−regularan graf, tako da iz posledice 2.3 sledi βM(Tm,n) ≥
⌈log2(r + 1)⌉+ 1 = ⌈log25⌉+ 1 = 4.

Dakle, iz prethodna dva koraka, sledi da va`i βM(Tm,n) = 4.
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Tabela 12: Metri~ke koordinate grana grafa T2r+1,2s

grana uslov r(e, S)
(0, 0)(0, 1) (0, s− 1, 1, r)
(0, 0)(1, 0) (0, s, 0, r + 1)

(0, 0)(0, n− 1) (0, s− 1, 1, r + 1)
(0, 0)(m− 1, 0) (0, s, 1, r)

(χ, 0)(χ, 1) 1 ≤ χ ≤ r (χ, s− 1 + χ, χ− 1, r − χ + 1)
(0, ψ)(0, ψ + 1) 1 ≤ ψ ≤ s− 1 (ψ, s− ψ − 1, ψ + 1, r + ψ − 1)
(χ, ψ)(χ, ψ + 1) 1 ≤ χ ≤ r (n− ψ − 1 + χ, ψ − s + χ, n− ψ − 2 + χ, r + n− ψ − χ + 1)

s + 1 ≤ ψ ≤ n− 2
(χ, ψ)(χ, ψ + 1) 1 ≤ χ ≤ r (χ + ψ, χ + s− ψ − 1, ψ + χ− 1, r + ψ − χ)

1 ≤ ψ ≤ s− 1
(χ, s)(χ, s + 1) 1 ≤ χ ≤ r (s + χ− 1, χ, s + χ− 2, r − χ + s)
(χ, 0)(χ + 1, 0) 1 ≤ χ ≤ r (χ, χ + s, χ− 1, r − χ + 1)
(0, ψ)(1, ψ) 1 ≤ ψ ≤ s (ψ, s− ψ, ψ, r − 1 + ψ)

(0, ψ)(0, ψ + 1) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 2 (n− 1 − ψ, ψ − s, n− ψ, r + n− ψ)
(χ, ψ)(χ + 1, ψ) 1 ≤ χ ≤ r (ψ + χ, s + χ− ψ, ψ + χ− 1, r − χ + ψ − 1)

1 ≤ ψ ≤ s
(χ, 0)(χ, n− 1) 1 ≤ χ ≤ r (χ, s + χ− 1, χ− 1, r − χ + 2)
(χ, ψ)(χ + 1, ψ) 1 ≤ χ ≤ r (n− ψ + χ, ψ − s + χ,

s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 n− ψ + χ− 1, n + r − χ− ψ + 1)
(0, ψ)(1, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n− ψ, ψ − s, n− ψ, n− ψ + r + 1)

(χ, ψ)(χ + 1, ψ) r + 1 ≤ χ ≤ m− 2 (m + ψ − χ− 1,m + s− χ− ψ − 1,
1 ≤ ψ ≤ s m− χ + ψ, χ− r + ψ − 2)

(χ, ψ)(χ, ψ + 1) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (m− χ + ψ,m− χ + s− ψ − 1,
1 ≤ ψ ≤ s− 1 m− χ + 1 + ψ, χ− r + ψ − 2)

(r + 1, ψ)(r + 1, ψ + 1) 1 ≤ ψ ≤ s− 1 (ψ + r, s + r − ψ − 1, r + ψ, ψ − 1)
(χ, 0)(χ + 1, 0) r + 2 ≤ χ ≤ m− 2 (m− χ− 1,m− χ + s− 1,m− χ, χ− r)

(χ, 0)(χ, 1) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (m− χ,m− χ− 1 + s,m− χ + 1, χ− r − 1)
(r + 1, 0)(r + 1, 1) (r, r + s− 1, r, 0)
(0, ψ)(m− 1, ψ) 1 ≤ ψ ≤ s (ψ, s− ψ, ψ + 1, r + ψ − 2)
(χ, ψ)(χ + 1, ψ) r + 1 ≤ χ ≤ m− 2 (n− ψ +m− χ− 1, ψ − s +m− χ− 1,

s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 m + n− ψ − χ, n− ψ + χ− r)
(χ, ψ)(χ, ψ + 1) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (n− ψ +m− χ− 1,m + ψ − χ− s,

s + 1 ≤ ψ ≤ n− 2 n− ψ +m− χ, n− ψ + χ− r − 1)
(r + 1, ψ)(r + 1, ψ + 1) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 2 (n + r − ψ − 1, r + ψ − s,

r + n− ψ − 1, n− ψ)
(χ, s)(χ, s + 1) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (s +m− χ− 1,m− χ, s +m− χ, s + χ− r − 2)

(r + 1, s)(r + 1, s + 1) (s + r − 1, r, s + r − 1, s− 1)
(χ, 0)(χ, n− 1) r + 2 ≤ χ ≤ m− 1 (m− χ,m− χ + s− 1,m− χ + 1, χ− r)

(r + 1, 0)(r + 1, n− 1) (r, s + r − 1, r, 1)
(0, ψ)(m− 1, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n− ψ, ψ − s, n− ψ + 1, r + n− ψ)
(0, s)(0, s + 1) (s− 1, 0, s, r + s− 1)

(r + 1, 0)(r + 2, 0) (r − 1, r + s− 1, r, 1)

Tabela 13: Metri~ke koordinate ~vorova grafa T2r,2s

~vor uslov r(v, S)
(0, 0) (0, 1, s + 1, r)
(χ, 0) 1 ≤ χ ≤ r (χ, χ + 1, s + χ− 1, r − χ)
(χ, ψ) 1 ≤ χ ≤ r (ψ + χ, ψ − 1 + χ, s− ψ + χ− 1, ψ + r − χ)

1 ≤ ψ ≤ s
(0, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n− ψ, n + 1 − ψ, ψ − s + 1, n + r − ψ)
(0, ψ) 1 ≤ ψ ≤ s (ψ, ψ − 1, s− ψ + 1, r + ψ)
(χ, 0) r + 1 ≤ χ ≤ m− 1 (m− χ,m + 1 − χ,m− χ + s + 1, χ− r)
(χ, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n− ψ + χ, n + 1 − ψ + χ, ψ − s + χ− 1, n− ψ + r − χ)

1 ≤ χ ≤ r
(χ, ψ) r + 1 ≤ χ ≤ m− 1 (m− χ + ψ,m− 1 − χ + ψ,m− χ + s− ψ + 1, χ− r + ψ)

1 ≤ ψ ≤ s
(χ, ψ) r + 1 ≤ χ ≤ m− 1 (n +m− χ− ψ, n +m + 1 − χ− ψ,

s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 m− s + ψ − χ + 1, n + χ− r − ψ)
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Tabela 14: Metri~ke koordinate grana grafa T2r,2s

grana uslov r(e, S)
(0, 0)(0, 1) (0, 0, s, r)
(0, 0)(1, 0) (0, 1, s, r − 1)

(0, 0)(0, n− 1) (0, 1, s, r)
(0, 0)(m− 1, 0) (0, 1, s + 1, r − 1)
(0, ψ)(0, ψ + 1) 1 ≤ ψ ≤ s− 1 (ψ,ψ − 1, s− ψ, r + ψ)
(χ, 0)(χ + 1, 0) 1 ≤ χ ≤ r − 1 (χ, χ + 1, s + χ− 1, r − χ− 1)
(χ, ψ)(χ, ψ + 1) 1 ≤ χ ≤ r (χ + ψ, χ + ψ − 1, s− ψ + χ− 2, r + ψ − χ)

1 ≤ ψ ≤ s− 1
(χ, ψ)(χ, ψ + 1) 1 ≤ χ ≤ r (n− 1 − ψ + χ, n− ψ + χ,

s + 1 ≤ ψ ≤ n− 2 ψ − s + χ− 1, n− ψ + r − χ− 1)
(0, ψ)(0, ψ + 1) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 2 (n− 1 − ψ, n− ψ, 1 + ψ − s, n + r − ψ − 1)

(χ, 0)(χ, 1) 1 ≤ χ ≤ r (χ, χ, s + χ− 2, r − χ)
(0, ψ)(1, ψ) 1 ≤ ψ ≤ s (ψ, ψ − 1, s− ψ, r + ψ − 1)

(χ, 0)(χ, n− 1) 1 ≤ χ ≤ r (χ, χ + 1, s + χ− 2, r − χ)
(χ, s)(χ, s + 1) 1 ≤ χ ≤ r (s− 1 + χ, s− 1 + χ, χ− 1, s + r − 1 − χ)
(χ, ψ)(χ + 1, ψ) 1 ≤ χ ≤ r − 1 (χ + ψ, χ + ψ − 1, s− ψ + χ− 1, ψ + r − χ− 1)

1 ≤ ψ ≤ s
(χ, ψ)(χ + 1, ψ) 1 ≤ χ ≤ r − 1 (n− ψ + χ, n− ψ + χ + 1,

s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 ψ − s + χ− 1, n− ψ + r − χ− 1)
(0, ψ)(1, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n− ψ, n− ψ + 1, ψ − s, n− ψ + r − 1)

(χ, ψ)(χ + 1, ψ) r + 1 ≤ χ ≤ m− 2 (m− χ + ψ − 1,m− χ + ψ − 2,
1 ≤ ψ ≤ s m− χ + s− ψ, χ− r + ψ)

(χ, ψ)(χ, ψ + 1) r + 1 ≤ χ ≤ m− 1 (m− χ + ψ, ψ +m− χ− 1,
1 ≤ ψ ≤ s− 1 s− χ +m− ψ, ψ + χ− r)

(χ, 0)(χ + 1, 0) r + 1 ≤ χ ≤ m− 2 (m− 1 − χ,m− χ, s +m− χ, χ− r)
(χ, ψ)(χ, ψ + 1) r + 1 ≤ χ ≤ m− 1 (n− ψ +m− 1 − χ, n− ψ +m− χ,

s + 1 ≤ ψ ≤ n− 2 ψ − s + 1 +m− χ, n− ψ + χ− r − 1)
(χ, 0)(χ, 1) r + 1 ≤ χ ≤ m− 1 (m− χ,m− χ, s− χ +m,χ− r)

(r, ψ)(r + 1, ψ) 1 ≤ ψ ≤ s (r − 1 + ψ, r − 2 + ψ,
r + s− ψ − 1, ψ)

(0, ψ)(m− 1, ψ) 1 ≤ ψ ≤ s (ψ, ψ − 1, s + 1 − ψ, r − 1 + ψ)
(χ, ψ)(χ + 1, ψ) r + 1 ≤ χ ≤ m− 2 (n− ψ +m− χ− 1, n +m− ψ − χ,

s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 ψ − s− χ +m,χ + n− ψ − r)
(χ, s)(χ, s + 1) r + 1 ≤ χ ≤ m− 1 (s +m− χ− 1,m + s− χ− 1,

m− χ + 1, s + χ− r − 1)
(r, ψ)(r + 1, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n− ψ − 1 + r, n− ψ + r,

ψ − s + r − 1, n− ψ)
(χ, 0)(χ, n− 1) r + 1 ≤ χ ≤ m− 1 (m− χ,m− χ + 1,m− χ + s, χ− r)
(0, ψ)(m− 1, ψ) s + 1 ≤ ψ ≤ n− 1 (n− ψ, n− ψ + 1, ψ − s + 1, n− ψ + r − 1)
(0, s)(0, s + 1) (s− 1, s− 1, 1, s + r − 1)
(r, 0)(r + 1, 0) (r − 1, r, r − 1 + s, 0)
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5.3 Kompletno razdvojeni grafovi

Teorema 5.3.

(5.1) βM(K∗
k,n−k) =

{
n− 1, k = 1 i n ≥ 3;
n, ina~e.

Dokaz. Prvo, razmatramo nekoliko specijalnih slu~ajeva.

• n = 2 i k = 1. Lako je videti da je K∗
1,1

∼= P2, tako da iz teoreme 1.1

sledi βM(K∗
1,1) = βM(P2) = 2;

• n ≥ 3 i k = 1. Primetimo da je K∗
1,n−1 stablo sa n− 1 listova, tako

da iz teoreme 1.10 sledi βM(K∗
1,n−1) = n− 1;

• n − k = 1 i k ≥ 2. Kako je K∗
n−1,1

∼= Kn, tada iz teoreme 1.2 sledi

βM(K∗
n−1,1) = βM(Kn) = n.

Sada dajemo dokaz za k ≥ 2 i n− k ≥ 2.
Iz |V | = n sledi da je βM(K∗

k,n−k) ≤ n. Dakle, dokaza}emo da svi

~vorovi moraju da pripadaju skupu me{ovitog razre{ewa. Pretpostavimo

suprotno, to jest, da postoji skup me{ovitog razre{ewa S grafa K∗
k,n−k

takav da je S ̸= V . Tada postoji ~vor u takav da u ∈ V \ S. Daqe

razlikujemo dva slu~aja.

Slu~aj 1. u ∈ V1 i u /∈ S.
Iz uslova k ≥ 2 sledi da postoji ~vor w takav da je w ̸= u i w ∈ V1. Lako

je videti da

(5.2) (∀v ∈ V1 \ {u,w}) d(u, v) = d(w, v) = d(uw, v) = 1,

(5.3)
d(w,w) = d(uw,w) = 0,

(∀v ∈ V2) d(u, v) = d(w, v) = d(uw, v) = 1.

Dakle, sve metri~ke koordinate ~vora w u odnosu na V \ {u}, su jednake
metri~kim koordinatama grane uw, u odnosu na V \ {u}, to jest r(w, V \
{u}) = r(uw, V \ {u}). Po{to je S ⊆ V \ {u}, tada r(w, S) = r(uw, S), {to
povla~i da S nije skup me{ovitog razre{ewa.

Slu~aj 2. u ∈ V2 i u /∈ S.
Neka je w proizvoqan ~vor iz V1. Tada se uo~ava da je

(5.4)

(∀v ∈ V1 \ {w}) d(u, v) = d(w, v) = d(uw, v) = 1,

d(w,w) = d(uw,w) = 0,

(∀v ∈ V2 \ {u}) d(u, v) = 2 ∧ d(w, v) = 1 = d(uw, v).
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Dakle, r(w, V \ {u}) = r(uw, V \ {u}). Kako je S ⊆ V \ {u}, onda je

r(w, S) = r(uw, S), {to povla~i da S nije skup me{ovitog razre{ewa.

Po{to u oba slu~aja S nije skup me{ovitog razre{ewa, dolazimo do

kontradikcije sa po~etnom pretpostavkom, tako da je βM(K∗
k,n−k) = n za

k ≥ 2 i n − k ≥ 2. Imaju}i u vidu da su posebni slu~ajevi prethodno

dokazani, dokaz teoreme je kompletiran.

Treba napomenuti da dokaz op{teg slu~aja teoreme 5.1, mo`e biti izve-
den alternativno pomo}u teoreme 1.2 i analizirawem maksimalnih suseda

u K∗
k,n−k, koji su definisani u poglavqu 1.1.

5.4 Grafovi cvetnih latica

Najpre navodimo i dokazujemo lemu 5.1 koja tako|e, pored tvr|ewa 1.2,
olak{ava dokaz teoreme 5.4. Radi preciznije formulacije, skup ~vorova

V (Jn) bi}e podeqen na slede}i na~in: V1 = {ak|0 ≤ k ≤ n − 1}, V2 =
{bk|0 ≤ k ≤ n− 1}, V3 = {ck|0 ≤ k ≤ n− 1} i V4 = {dk|0 ≤ k ≤ n− 1}.

Lema 5.1. Ako je S proizvoqan skup me{ovitog razre{ewa od Jn, tada je:
a) (V1 ∪ V2) ∩ S ̸= ∅;
b) (V3 ∪ V4) ∩ S ̸= ∅;
v) Za svako k ∈ {0, 1, ..., n− 1} va`i S ∩ {al, bl, cl, dl|k ≤ l ≤ k + r − 1} ≠ ∅.

Dokaz. a) Pretpostavimo suprotno, to jest (V1 ∪ V2) ∩ S = ∅, odakle
sledi da je S ⊆ (V3 ∪ V4). Tada za svako k i l, pri ~emu su 0 ≤ k, l ≤ n− 1,
sledi da je d(bl, ck) = d(bl, dk) = d(al, ck)+1, odnosno d(albl, ck) = d(al, ck) =
d(albl, dk) = d(al, dk). Dakle, zakqu~ujemo da grana albl ima iste metri~ke
koordinate kao ~vor al u odnosu na V3 ∪ V4, to jest r(albl, V3 ∪ V4) =
r(al, V3 ∪ V4). Po{to je S ⊆ (V3 ∪ V4), onda va`i da je r(albl, S) = r(al, S),
{to povla~i da S nije skup me{ovitog razre{ewa od Jn, a to je kontradik-
cija sa po~etnom pretpostavkom.

b)Analogno dokazu pod a), pretpostavimo suprotno, to jest (V3∪V4)∩S = ∅,
odakle sledi da je S ⊆ (V1 ∪ V2). Tada za svako k i l, pri ~emu su

0 ≤ k, l ≤ n − 1 i k ̸= l, sledi da je d(cl, ak) = d(dl, ak) = d(al, ak) − 1 i
d(cl, bk) = d(dl, bk) = d(al, bk)+1. Za k = l va`i da je d(ck, ak) = d(dk, ak) = 1
i d(ck, bk) = d(dk, bk) = 2 = d(ak, bk) + 1. Zatim, za svako l, takvo da je

0 ≤ l ≤ n− 1 sledi da ~vor cl ima iste metri~ke koordinate kao i ~vor dl u
odnosu na V1∪V2, to jest r(cl, V1∪V2) = r(dl, V1∪V2). Po{to je S ⊆ (V1∪V2),
onda va`i da je r(cl, S) = r(dl, S), {to povla~i da S nije skup me{ovitog
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razre{ewa od Jn, a to je kontradikcija sa po~etnom pretpostavkom.

v) Pretpostavimo suprotno, to jest S ∩ {al, bl, cl, dl|k ≤ l ≤ k + r −
1} = ∅, odakle sledi da je S ⊆ {al, bl, cl, dl|k − r − 1 ≤ l ≤ k − 1}.
Za k − r ≤ l ≤ k − 1 sledi da je d(bk+1, al) = d(bk, al) + 1, d(bk+1, bl) =
d(bk, bl) + 1, d(bk+1, cl) = d(bk, cl) + 1 i d(bk+1, dl) = d(bk, dl) + 1, odnosno
d(bkbk+1, al) = d(bk, al), d(bkbk+1, bl) = d(bk, bl), d(bkbk+1, cl) = d(bk, cl) i
d(bkbk+1, dl) = d(bk, dl). Dakle, zakqu~ujemo da grana bkbk+1 ima iste

metri~ke koordinate kao i ~vor bk u odnosu na {al, bl, cl, dl|k − r ≤ l ≤
k − 1}. S obzirom da je ostao jo{ slu~aj za l = k − r − 1, proveravamo da
va`i d(bk+1, ak−r−1) = d(bk, ak−r−1) − 1, d(bk+1, bk−r−1) = d(bk, bk−r−1) − 1,
d(bk+1, ck−r−1) = d(bk, ck−r−1) − 1 i d(bk+1, dk−r−1) = d(bk, dk−r−1) − 1,
odnosno d(bkbk+1, ak−r−1) = d(bk+1, ak−r−1), d(bkbk+1, bl) = d(bk+1, bk−r−1),
d(bkbk+1, ck−r−1) = d(bk+1, ck−r−1) i d(bkbk+1, dk−r−1) = d(bk+1, dk−r−1). Da-
kle, zakqu~ujemo da grana bkbk+1 ima iste metri~ke koordinate kao i ~vor

bk+1 u odnosu na {ak−1−r, bk−1−r, ck−1−r, dk−1−r}. Dakle, r(bkbk+1, {al, bl, cl, dl|
k − r − 1 ≤ l ≤ k − 1}) = r(bk+1, {al, bl, cl, dl|k − r − 1 ≤ l ≤ k − 1}).
Imaju}i na umu da je S ⊆ {al, bl, cl, dl|k − r − 1 ≤ l ≤ k − 1}, sledi da je

r(bkbk+1, S) = r(bk+1, S), {to povla~i da S nije skup me{ovitog razre{ewa

od Jn, a to je kontradikcija sa po~etnom pretpostavkom.

Treba napomenuti da su svi indeksi iz leme 5.1, u delu pod v), uzeti

po modulu n. [tavi{e, bez gubitka op{tosti, jedan ~vor iz S ∩ (V3 ∪ V4)
iz leme 5.1, u delu pod b), treba transformisati u ~vor c0 izomorfizmom
definisanim u tvr|ewu 1.2.

Teorema 5.4. Za neparno n ≥ 5 va`i da je βM(Jn) =

{
5, n = 5;

4, n ≥ 7.

Dokaz. Korak 1: Ta~na vrednost za n ∈ {5, 7, 9}.
Pomo}u totalne enumeracije, mo`e se pokazati da je:

• βM(J5) = 5, sa me{ovitom metri~kom bazom S = {a3, b0, b1, c2, d3};

• βM(J7) = 4, sa me{ovitom metri~kom bazom S = {b0, c1, c5, d3};

• βM(J9) = 4, sa me{ovitom metri~kom bazom S = {b0, c1, c6, d3}.

Korak 2: Gorwa granica jednaka je 4 za n ≥ 11.
Neka je S = {b0, c1, cr+2, d3}, gde je n = 2r + 1. Pokaza}emo da je S skup
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Tabela 15: Metri~ke koordinate ~vorova grafa J2r+1

~vor uslov r(v, S)
ak 0 ≤ k ≤ 1 (k + 1, 2− k, r + k, 4− k)
a2 (3, 2, r + 1, 2)
ak 3 ≤ k ≤ r (k + 1, k, r + 3− k, k − 2)
ar+1 (r + 1, r + 1, 2, r − 1)
ak r + 2 ≤ k ≤ r + 3 (2r + 2− k, 2r + 3− k, k − 1− r, k − 2)

r + 4 ≤ k ≤ 2r (2r + 2− k, 2r + 3− k, k − 1− r, 2r + 5− k)
bk 0 ≤ k ≤ 1 (k, 3− k, r + k + 1, 5− k)
b2 (2, 3, r + 2, 3)
bk 3 ≤ k ≤ r (k, k + 1, r + 4− k, k − 1)
br+1 (r, r + 2, 3, r)
bk r + 2 ≤ k ≤ r + 3 (2r + 1− k, 2r + 4− k, k − r, k − 1)

r + 4 ≤ k ≤ 2r (2r + 1− k, 2r + 4− k, k − r, 2r + 6− k)
c0 (2, 1, r + 1, 5)
ck 1 ≤ k ≤ 2 (2 + k, k − 1, r − k + 2, 5− k)

3 ≤ k ≤ r (k + 2, k − 1, r + 2− k, k − 1)
r + 1 ≤ k ≤ 2 + r (2r + 3− k, k − 1, r + 2− k, k − 1)
r + 3 ≤ k ≤ 2r (2r + 3− k, 2r + 4− k, k − 2− r, 2r + 4− k)

d0 (2, 3, r − 1, 3)
dk 1 ≤ k ≤ 2 (k + 2, k + 1, r − 1 + k, 3− k)

3 ≤ k ≤ r (k + 2, k + 1, r + 4− k, k − 3)
r + 1 ≤ k ≤ r + 2 (2r + 3− k, 2r + 2− k, r + 4− k, k − 3)
r + 3 ≤ k ≤ r + 4 (2r + 3− k, 2r + 2− k, k − r, k − 3)
r + 5 ≤ k ≤ 2r (2r + 3− k, 2r + 2− k, k − r, 2r + 6− k)
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Tabela 16: Metri~ke koordinate grana grafa J2r+1

grana uslov r(e, S)
a0b0 (0, 2, r, 4)
akbk 1 ≤ k ≤ 2 (k, k, 1 + r, 4 − k)

3 ≤ k ≤ r (k, k, r − k + 3, k − 2)
ar+1br+1 (r, r + 1, 2, r − 1)
akbk r + 2 ≤ k ≤ 3 + r (2r + 1 − k, 2r + 3 − k, k − 1 − r, k − 2)

r + 4 ≤ k ≤ 2r (2r + 1 − k, 2r + 3 − k, k − 1 − r, 2r + 5 − k)
a0c0 (1, 1, r, 4)
akck 1 ≤ k ≤ 2 (1 + k, k − 1, r − k + 2, 4 − k)

3 ≤ k ≤ r (1 + k, k − 1, r − k + 2, k − 2)
r + 1 ≤ k ≤ r + 2 (2r − k + 2, k − 1, r − k + 2, k − 2)
r + 3 ≤ k ≤ 2r (2r + 2 − k, 2r + 3 − k, k − 2 − r, 2r + 4 − k)

a0d0 (1, 2, r − 1, 3)
akdk 1 ≤ k ≤ 2 (k + 1, k, r − 1 + k, 3 − k)

3 ≤ k ≤ r (k + 1, k, r + 3 − k, k − 3)
ar+1dr+1 (r + 1, r + 1, 2, r − 2)
akdk r + 2 ≤ k ≤ r + 3 (2r + 2 − k, 2r + 2 − k, k − 1 − r, k − 3)

r + 4 ≤ k ≤ 2r (2r + 2 − k, 2r + 2 − k, k − 1 − r, 2r + 5 − k)
b0b1 (0, 2, r + 1, 4)
bkbk+1 1 ≤ k ≤ 2 (k, 1 + k, r − k + 3, 4 − k)

3 ≤ k ≤ r (k, 1 + k, r + 3 − k, k − 1)
r + 1 ≤ k ≤ 2 + r (2r − k, 2r + 3 − k, 2, k − 1)
r + 3 ≤ k ≤ 2r (2r − k, 2r + 3 − k, k − r, 2r + 5 − k)

c0c1 (2, 0, r + 1, 4)
ckck+1 1 ≤ k ≤ 2 (k + 2, k − 1, r + 1 − k, 4 − k)

3 ≤ k ≤ r (k + 2, k − 1, r + 1 − k, k − 1)
cr+1cr+2 (r + 1, r, 0, r)
ckck+1 r + 2 ≤ k ≤ 2r − 1 (2r + 2 − k, 2r + 3 − k, k − 2 − r, 2r + 3 − k)

c2rd0 (2, 3, r − 2, 3)
c0d2r (2, 1, r, 5)
d0d1 (2, 2, r − 1, 2)
dkdk+1 1 ≤ k ≤ 2 (2 + k, 1 + k, r + k − 1, 2 − k)

3 ≤ k ≤ r (k + 2, k + 1, r + 3 − k, k − 3)
dr+1dr+2 (r + 1, r, 2, r − 2)
dkdk+1 r + 2 ≤ k ≤ 3 + r (2r + 2 − k, 2r + 1 − k, k − r, k − 3)

r + 4 ≤ k ≤ 2r − 1 (2r + 2 − k, 2r + 1 − k, k − r, 2r + 5 − k)

me{ovitog razre{ewa. Reprezentacija koordinata za svaki ~vor i svaku

granu, u odnosu na S, bi}e prikazana u Tabeli 15 i Tabeli 16.
Kao {to se vidi iz Tabele 15 i Tabele 16, svi elementi grafa imaju

me|usobno razli~ite metri~ke koordinate, tako da je S skup me{ovitog

razre{ewa. Dakle, βM(Jn) ≤ 4.

Korak 3: Dowa granica jednaka je 4 za n ≥ 11.
Pretpostavimo suprotno, to jest βM(Jn) ≤ 3. Iz nejednakosti (1.4) i

teoreme 1.12 imamo da je βM(Jn) = 3. Neka je S skup me{ovitog razre{ewa

od Jn. Tada, iz leme 5.1, iz dela pod a) i dela pod b) mogu se izdvojiti dva
elementa skupa S, to jest c0 ∈ S i postoji k takvo da ak ∈ S ili bk ∈ S.
Neka preostali tre}i ~lan iz S ima indeks l, to jest postoji l takvo da

al ∈ S ili bl ∈ S ili cl ∈ S ili dl ∈ S.
Iz leme 5.1, dela pod v), sledi da indeksi k i l nemaju proizvoqne

vrednosti:

(I) k ̸= 0 i l ̸= 0;

(II) 1 ≤ k ≤ r ⇒ r + 1 ≤ l ≤ 2r;
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(III) r + 1 ≤ k ≤ 2r ⇒ 1 ≤ l ≤ r.

Deo pod (I) va`i, zato {to ako je k = 0 ili l = 0 onda sledi da je

S ∩ {ai, bi, ci, di|1 ≤ i ≤ r} = ∅ ili S ∩ {ai, bi, ci, di|r+ 1 ≤ i ≤ 2r} = ∅, a to
je u direktnoj kontradikciji sa lemom 5.1, delom pod v).

Ako je 1 ≤ k ≤ r, onda opet iz leme 5.1, dela pod v), va`i
S ∩ {ai, bi, ci, di|r + 1 ≤ i ≤ 2r} ̸= 0. Po{to k /∈ {i|r + 1 ≤ i ≤ 2r}, onda
l ∈ {i|r + 1 ≤ i ≤ 2r}, tako da deo pod (II) sledi.

Deo pod (III) tako|e sledi iz leme 5.1, na sli~an na~in kao i deo pod

(II).
Daqe, imamo 8 mogu}ih slu~ajeva za skup me{ovitog razre{ewa S.
Slu~aj 1. S = {c0, ak, al}.

Po{to je k ̸= 0 i l ̸= 0, onda sledi da je

d(a0c0, c0) = d(c0, c0) = 0, d(a0c0, ak) = d(a0, ak)− 1 = d(c0, ak) i

d(a0c0, al) = d(a0, al)− 1 = d(c0, al).

Dakle, r(a0c0, S) = r(c0, S), {to zna~i daS nije skupme{ovitog razre{ewa.

Slu~aj 2. S = {c0, ak, bl}.
Podslu~aj 1. 1 ≤ k ≤ r.

Iz dela pod (II) sledi da je r + 1 ≤ l ≤ 2r.
Tada je

d(a0c0, c0) = d(c0d2r, c0) = 0 i d(a0c0, ak) = d(c0, ak) = d(c0d2r, ak).

Tako|e, po{to je

d(a0c0, bl) = d(a0, bl) = d(b0, bl)+1, d(c0d2r, bl) = d(d2r, bl) = d(b2r, bl)+2 i

d(b0, bl) = d(b2r, bl) + 1,

onda sledi da je d(a0c0, bl) = d(c0d2r, bl).
Dakle, r(a0c0, S) = r(c0d2r, S), {to zna~i da S nije skup me{ovitog razre-

{ewa.

Podslu~aj 2. r + 1 ≤ k ≤ 2r.
Iz dela pod (III) sledi da je 1 ≤ l ≤ r.
Tada je

d(a0c0, c0) = d(c0c1, c0) = 0 i d(a0c0, ak) = d(c0, ak) = d(c0c1, ak).

Tako|e, po{to je

d(a0c0, bl) = d(a0, bl) = d(b0, bl) + 1, d(c0c1, bl) = d(c1, bl) = d(b1, bl) + 2 i
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d(b0, bl) = d(b1, bl) + 1,

onda sledi da je d(a0c0, bl) = d(c0c1, bl).
Dakle, r(a0c0, S) = r(c0c1, S), {to zna~idaS nije skupme{ovitog razre{ewa.

Slu~aj 3. S = {c0, ak, cl}.
Podslu~aj 1. 1 ≤ k ≤ r.

Iz dela pod (II) sledi da je r + 1 ≤ l ≤ 2r.
Tada je

d(a0c0, c0) = d(c0d2r, c0) = 0 i d(a0c0, ak) = d(c0, ak) = d(c0d2r, ak).

Tako|e, po{to je

d(a0c0, cl) = d(a0, cl) = d(c2r, cl) + d(c2r, a0) = d(c2r, cl) + 2 i

d(c0d2r, cl) = d(d2r, cl) = d(c2r, cl) + 2,

onda sledi da je d(a0c0, cl) = d(c0d2r, cl).
Dakle, r(a0c0, S) = r(c0d2r, S), {to zna~i da S nije skup me{ovitog razre-

{ewa.

Podslu~aj 2. r + 1 ≤ k ≤ 2r.
Iz dela (III) sledi da je 1 ≤ l ≤ r. Tada je

d(a0c0, c0) = d(c0, c0) = 0, d(a0c0, ak) = d(a0, ak)− 1 = d(c0, ak) i

d(a0c0, cl) = d(c0, cl).

Dakle, r(a0c0, S) = r(c0, S), {to zna~i daS nije skupme{ovitog razre{ewa.

Slu~aj 4. S = {c0, ak, dl}.
Podslu~aj 1. 1 ≤ k ≤ r.

Iz dela pod (II) sledi da je r + 1 ≤ l ≤ 2r.
Tada je

d(a0c0, c0) = d(c0, c0) = 0, d(a0c0, ak) = d(a0, ak)− 1 = d(c0, ak) i

d(a0c0, dl) = d(a0, dl)− 1 = d(c0, dl).

Dakle, r(a0c0, S) = r(c0, S), {to zna~i daS nije skupme{ovitog razre{ewa.
Podslu~aj 2. r + 1 ≤ k ≤ 2r.

Iz dela pod (III) sledi da je 1 ≤ l ≤ r.
Tada je

d(c0a0, c0) = d(c0c1, c0) = 0, d(c0a0, ak) = d(c0c1, ak) i
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d(c0a0, dl) = d(a0, dl) = d(c1, dl) = d(c0c1, dl).

Dakle, r(c0a0, S) = r(c0c1, S), {to zna~i da S nije skup me{ovitog razre-

{ewa.

Slu~aj 5. S = {c0, bk, al}.
Ovaj slu~aj se svodi na slu~aj 2 uvo|ewem smene l′ = k i k′ = l.

Slu~aj 6. S = {c0, bk, bl}.
Podslu~aj 1. 1 ≤ k ≤ r.

Iz dela pod (II) sledi da je r + 1 ≤ l ≤ 2r.
Tada je

d(a0, c0) = 1 = d(a0d0, c0),

d(a0, bk) = d(b0, bk) + 1 = d(d0, bk)− 1 = d(a0d0, bk) i

d(a0, bl) = d(b0, bl) + 1 = d(d0, bl)− 1 = d(a0d0, bl).

Dakle, r(a0, S) = r(a0d0, S), {to zna~idaS nije skupme{ovitog razre{ewa.
Podslu~aj 2. r + 1 ≤ k ≤ 2r.

Mo`emo primetiti da se podslu~aj 2, uvo|ewem smene l′ = k i k′ = l, svodi
na podslu~aj 1.

Slu~aj 7. S = {c0, bk, cl}.
Podslu~aj 1. 1 ≤ k ≤ r.

Iz dela pod (II) sledi da je r + 1 ≤ l ≤ 2r.
Tada je

d(b0b1, c0) = d(b0, c0) = 2 = d(a1, c0) = d(a1b1, c0),

d(b0b1, bk) = d(b1, bk) = d(a1, bk)− 1 = d(a1b1, bk) i

d(b0b1, cl) = d(b0, cl) = d(b0, bl) + 2 = d(c0, cl) = d(d0, cl) + d(d0, c0) =

d(d0, cl) + d(d0, a1) = d(a1, cl) = d(b1, cl)− 1 = d(a1b1, cl),

pri ~emu je d(d0, c0) = d(d0, a1) = 2.
Dakle, r(b0b1, S) = r(a1b1, S), {to zna~i da S nije skup me{ovitog

razre{ewa.

Podslu~aj 2. r + 1 ≤ k ≤ 2r.
Iz dela pod (III) sledi da je 1 ≤ l ≤ r.
Tada je

d(b0, c0) = 2 = d(d2r−1, c0), d(b0, bk) = d(b2r−1, bk) + 2 = d(d2r−1, bk) i

d(b0, cl) = d(b0, bl)+2 = d(c0, cl)+2 = d(c0, cl)+d(d2r−1, c0) = d(d2r−1, cl),
pri ~emu je d(d2r−1, c0) = 2.
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Dakle, r(b0, S) = r(d2r−1, S), {to zna~i da S nije skup me{ovitog

razre{ewa.

Slu~aj 8. S = {c0, bk, dl}.
Podslu~aj 1. 1 ≤ k ≤ r.

Iz dela pod (II) sledi da je r + 1 ≤ l ≤ 2r.
Tada je

d(b0b1, c0) = d(b0, c0) = 2 = d(a1, c0) = d(a1b1, c0),

d(b0b1, bk) = d(b1, bk) = d(a1, bk)− 1 = d(a1b1, bk) i

d(b0b1, dl) = d(b0, dl) = d(b0, bl) + 2 = d(d0, dl) =

d(c0, dl) + d(c0, a1) = d(a1, dl) = d(b1, dl)− 1 = d(a1b1, dl),

pri ~emu je d(c0, a1) = d(c0, c1) + d(c1, a1) = 2.
Dakle, r(b0b1, S) = r(a1b1, S), {to zna~i da S nije skup me{ovitog razre-

{ewa.

Podslu~aj 2. r + 1 ≤ k ≤ 2r.
Iz dela pod (III) sledi da je 1 ≤ l ≤ r.
Tada je

d(b0, c0) = 2 = d(a2r, c0), d(b0, bk) = d(a2r, bk) i

d(b0, dl) = d(b0, bl) + 2 = d(d0, dl) + 2 = d(d0, dl) + d(a2r, d0) = d(a2r, dl).

Dakle, r(b0, S) = r(a2r, S), {to zna~i da S nije skup me{ovitog razre{ewa.

Po{to S nije skup me{ovitog razre{ewa u svih 8 slu~ajeva, dolazimo

do kontradikcije sa polaznom pretpostavkom, tako da je βM(Jn) ≥ 4.Dakle,
iz prethodna 3 koraka, zakqu~ujemo da je dokaz teoreme kompletiran.

5.5 Analiza rezultata

Uliteraturi, do sada, nisu poznati rezultati u vezimetri~ke dimenzije

i metri~ke dimenzije grana za kompletno razdvojene grafove. Zbog toga

u ovom trenutku nije mogu}a daqa uporedna analiza metri~ke dimenzije,

metri~ke dimenzije grana i me{ovite metri~ke dimenzije.

Napo~etku, pravimopore|ewe za sve trimetri~ke dimenzije, za grafove

oblika to~ka. Za n ∈ {3, 4, 5, 6} situacija je jednostavna tako da mo`emo
da uporedimo sve tri metri~ke dimenzije. Naime, za n = 3 me{ovita
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metri~ka dimenzija je ve}a za jedan od metri~ke dimenzije i metri~ke di-

menzije grana, odnosno β(W3) = βE(W3) = 3 < βM(W3) = 4. Zatim, za

n = 4 metri~ka dimenzija grana i me{ovita metri~ka dimenzija su za dva
ve}e od metri~ke dimenzije, odnosno β(W4) = 2 < βE(W4) = βM(W4) = 4.
Daqe, kada je n = 5 i kada je n = 6 prikazano je da je β(W5) = 2 <
βE(W5) = 4 < βM(W5) = 5, odnosno β(W6) = 3 < βE(W6) = 5 <
βM(W6) = 6, redom. Na kraju, za n ≥ 7 metri~ka dimenzija grana mawa je
od me{ovite metri~ke dimenzije, a ve}a od metri~ke dimenzije, odnosno

β(Wn) = ⌊2n+2
5

⌋ < βE(Wn) = n − 1 < βM(Wn) = n. Napomenimo da se iz
prethodnog mo`e videti da sve tri dimenzije neograni~eno rastu sa po-

rastom reda grafa n kao i da upore|ivawem me{ovite metri~ke dimenzije

sa preostale dve, dobijamo da je ona ve}a i od metri~ke dimenzije i od

metri~ke dimenzije grana za n ≥ 5.
Daqe, pravimo pore|ewe izme|u sve tri metri~ke dimenzije za torus

grafove. Me|utim, napomenimo da {to se ti~e metri~ke dimenzije grana,

ona u literaturi nije poznata za sve vrednosti parametara m i n. Za

neparnom ili n me{ovita metri~ka dimenzija je za jedan ve}a od metri~ke
dimenzije, odnosno β(Tm,n) = 3 < βM(Tm,n) = 4. Zatim, za m i n parno

(neparno) one su jednake, odnosno β(Tm,n) = βM(Tm,n) = 4. Izdvajamo

slu~aj kada je m = 4s i n = 4t, pri ~emu su s i t celi brojevi, tada

su metri~ka dimenzija i me{ovita metri~ka dimenzija za jedan ve}e od

metri~ke dimenzije grana, odnosno βE(Tm,n) = 3 < β(Tm,n) = βM(Tm,n) =
4. Iz prethodnog se lako vidi da su metri~ka dimenzija grana i me{ovita
metri~ka dimenzija konstante, dok metri~ka dimenzija ne zavisi od reda

grafa n.
Na kraju, interesantno je napraviti jo{ i pore|ewe izme|u me{ovite

metri~ke dimenzije i metri~ke dimenzije za grafove cvetnih latica. Za

n = 5 situacija je jednostavna, tako da mo`emo da uporedimo ~ak i sve

tri metri~ke dimenzije, zato {to se one mogu dobiti pomo}u totalne enu-

meracije. Dakle, dobija se da je β(J5) = 3 < βE(J5) = 4 < βM(J5) = 5.
Za neparno n ≥ 7, me{ovita metri~ka dimenzija je ve}a od metri~ke di-
menzije, odnosno β(Jn) = 3 < βM(Jn) = 4. Napomenimo da se lako mo`e
videti iz teoreme 5.4, da je me{ovita metri~ka dimenzija, za grafove cve-
tnih latica za n ≥ 7, konstanta, to jest ne zavisi od n, {to tako|e va`i
i za metri~ku dimenziju ovih grafova. Me|utim, {to se ti~e metri~ke

dimenzije grana, ta~na vrednost za grafove cvetnih latica nije odre|ena,

ali kao posledicu teoreme 5.4 imamo da za n ≥ 7 va`i da je βE(Jn) ≤ 4. Sa
druge strane iz teoreme 1.6 sledi da je βE(Jn) ≥ 3, odakle zakqu~ujemo da
za svako n ≥ 7 va`i βE(Jn) ∈ {3, 4}.
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6 Zakqu~ak

U ovom radu su prikazani novi rezultati koji se odnose na me{ovitu

metri~ku dimenziju grafova. Kako je ovaj problem NP−te`ak, pored
nala`ewa egzaktnih vrednosti vrlo je zna~ajno i nala`ewe dobrih dowih

i/ili gorwih granica. Imaju}i to u vidu, razvijene su tri op{te, dowe

granice. Prva dowa granica zavisi odminimalnog stepena ~vora. Slede}a

dowa granica zavisi od: broja ~vorova, broja grana, dijametra i maksi-

malnog stepena ~vora. Preostala dowa granica se odre|uje re{avawem

problema minimalnog reprezentativnog skupa. Da su u pitawu vrlo ko-

risne i primewive dowe granice, pokazuje i to da se one direktno ili

indirektno primewuju u ve}ini dokaza u poglavqima 3-5, a ne samo u ilu-

strativnim primerima u sekciji 2.2.

U okviru ekstremalnih problema vezanih za me{ovitu metri~ku di-

menziju vrlo je bitno nala`ewe maksimalnih razlika gde figuri{e ova

invarijanta. Dobijeni teorijski rezultati opisuju dve konkretne razlike.

U jednoj je ova invarijanta umawenik (umawilac je metri~ka dimenzija

grana), pri ~emu su odre|eni grafovi gde se dowa granica dosti`e. U dru-

goj razlici posmatrana invarijanta figuri{e kao umawilac (umawenik

je jaka metri~ka dimenzija). U prvom slu~aju me{ovita metri~ka dime-

nzija raste neograni~eno sa porastom reda grafa, dok je u drugom slu~aju

konstanta, {to nije neo~ekivano.

Tako|e su dati rezultati iz jo{ jednog oblika ekstremalne teorije

grafova, a to su Nordhaus−Gaddum dowe i gorwe granice. Tu su razma-

trani slu~ajevi proizvoqnih grafova, kao i obostrano povezanih, za

zbir/proizvod grafa i wegovog komplementarnog grafa. Pored rezultata

za me{ovitu metri~ku dimenziju dobijeni su i rezultati za metri~ku di-

menziju grana. Tako|e je poboq{ana, dowa granica poznata iz literature,

za metri~ku dimenziju. Primetimo da je poboq{ana zna~ajno, jer umesto

konstantne dowe granice dobijena je dowa granica koja zavisi od reda
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grafa.

Egzaktne vrednosti me{ovite metri~ke dimenzije su dobijene za ~etiri

interesantne klase grafova: grafove oblika to~ka, torus, kompletno ra-

zdvojene grafove i grafove cvetnih latica. Kao i {to je o~ekivano za

kompletno razdvojene grafove (koji su jako gusti), me{ovita metri~ka

dimenzija raste neograni~eno sa porastom reda grafa. Sa druge strane,

za retke grafove nikakvo takvo op{te pravilo ne postoji, po{to za torus

grafove me{ovita metri~ka dimenzija je konstanta, za grafove cvetnih

latica ne zavisi od reda grafa, dok nasuprot tome za grafove oblika

to~ka neograni~eno raste sa porastom reda grafa n.
Pravci daqeg istra`ivawa mogu ukqu~ivati:

• nala`ewe egzaktnih vrednosti za jo{ neke poznate klase grafova;

• Nordhaus−Gaddum granice za neke sli~ne grafovske invarijante;

• dobijawe egzaktnih vrednosti ili dobrih granica za jako regularne

grafove ( strongly regular graphs) ili za neke druge familije grafova.

6.1 Nau~ni doprinos rada

Najva`niji doprinos u ovoj disertaciji predstavqaju slede}i rezu-

ltati:

• dvenove op{te, teorijske dowe granice koje ukqu~uju stepene ~vorova,

odnosno dijametar grafa.

• nova op{ta dowa granica koja se dobija re{avawem problema mini-

malnog reprezentativnog skupa.

• re{ena maksimalna razlika izme|u me{ovite metri~ke dimenzije

i metri~ke dimenzije grana, odnosno izme|u jake metri~ke dime-

nzije i me{ovite metri~ke dimenzije. Za prvu maksimalnu razliku

prikazani su i grafovi na kojima se ona dosti`e.

• Nordhaus−Gaddum gorwa i dowa granica za zbir i proizvod me{o-

vite metri~ke dimenzije grafa i wegovog komplementa, kako za proi-

zvoqne tako i za obostrano povezane grafove.

• Nordhaus−Gaddum gorwa i dowa granica za zbir i proizvod metri-

~ke dimenzije grana grafa i wegovog komplementa, kako za proizvo-

qne tako i za obostrano povezane grafove.
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• dodatno poboq{awe Nordhaus−Gaddum dowe granice, za zbir i

proizvod metri~ke dimenzije grafa i wegovog komplementa za obo-

strano povezane grafove.

• egzaktne vrednosti me{ovite metri~ke dimenzije za grafove oblika

to~ka, torus, kompletno razdvojene grafove i grafove cvetnih la-

tica.

• za neke od tih grafova su egzaktne vrednosti dobijene upravo pri-

menom nekih od gore navedenih dowih granica. Za svaki od datih

grafova su date i me{ovite metri~ke baze, kao i metri~ke koordi-

nate u odnosu na date baze.

Iz prethodnog se mo`e videti da su svi predlo`eni rezultati veoma

zna~ajni kod problema me{ovite metri~ke dimenzije. Zbog svega gore nave-

denog, nau~no istra`ivawe opisano u ovom radu daje doprinos oblastima:

teorija grafova, diskretnamatematikaikombinatornaoptimizacija. Deo

dobijenih rezultata je ve} objavqen u me|unarodnim ~asopisima sa SCI
liste, dok su ostali delovi u pripremi za objavqivawe.
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Beograd, 1981.
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[21] Cvetković, D., Simić, S. Odabrana poglavlja iz diskretne matematike,
Akademska misao, Beograd, 2012.

[22] Chartrand, G., Zhang, P. A first course in graph theory, Dover pu-
blications, Western Michigan University, 2013.

88
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Randić index when minimum, maximum degrees and order of graphs
are odd. Optimization, Vol. 64, pp. 2021-2038.
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[63] Tadić, R. Osnovi teorije grafova: primena u praksi, Beograd, 1969.

[64] Wiener, H. (1947) Structural determination of paraffin boiling points.
J. Am. Chem. Soc., Vol. 69, pp. 17–20.

[65] Wilson, R. J. Introduction to Graph Theory, The Open University,
2010.

[66] Zubrilina, N. (2018) On the edge dimension of a graph. Discrete
math., Vol. 341, pp. 2083-2088.

[67] Zykov A. A. (1949) On some properties of linear complexes. Mat. Sb.
(N.S.), Vol. 24, pp. 163-188.

[68] Zykov, A. A. Some properties of linear complexes, Amer. Math. Soc.,
1952.

92



Radovi nastali u izradi ove disertacije
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