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Predgovor

Ovaj rad pripada oblasti teorije otvorenih kvantnih sistema, sa akcentom na struk-
turi kvantnih sistema, strukturi koja mo�e biti varirana primenom linearnih kanon-
skih transformacija.

Na osnovi pojmova i metoda koji �e biti uvedeni i definisani u uvodnoj glavi, zadaci
ove disertacije su izuqava�e posledica prestrukturira�a slo�enog kvantnog sistema
po:

A. posebnu vrstu kvantnih korelacija koje nose naziv \kvantni diskord",

B. zasniva�e projekcionog metoda Naka
ime-Cvanciga (Nakajima, Zwanzig),

C. izdvaja�e preferirane, klasiqno-sliqne strukture dvodelnog kvantnog sistema,

D. uvo�e�e novog pojma, tzv. lokalnog vremena u zasniva�u kvantne teorije, kao i

E. osobine kvantne dinamike koju uspostav	a shema lokalnog vremena pomenuta u pret-
hodnoj taqki.

Disertacija se sastoji od jedanaest poglav	a i jednog dodatka, pri qemu uvodna glava,
pored pojmova i definicija, daje motivaciju za istra�iva�a kvantnih struktura, tzv.
\studije kvantnih struktura". Druga, tre�a, qetvrta i peta glava su opxteg karaktera,
dok preostale glave predstav	aju istra�ivaqke rezultate u skladu sa gore istaknutim
zadacima. Jedanaesto poglav	e daje pregled rezultata, diskusiju otvorenih zadataka i
zak	uqak. Dodatak sadr�i listu objav	enih radova iz kojih je proistekla ova diserta-
cija.

Druga glava uvodi pojam kvantnih korelacija u slo�enim sistema, odnosno sistemima
sa unapred zadatom dvodelnom strukturom. Od interesa su i qista sta�a, dvodelnih
struktura, koja su nosioci tzv. kvantne spletenosti (quantum entanglement) i mexana
sta�a koja mogu sadr�ati i drugu vrstu korelacija, tzv. kvantni diskord (quantum dis-
cord). Req je o korelacijama koje ne obuhvataju kvantnu spletenost i takva sta�a se nazi-
vaju separabilnim sta�ima. Kvantni diskord je nekanonska1 mera kvantnih korelacija

1Kao xto je poznato, pridev \kanonska" oznaqava nexto xto je jedinstveno i najprostije.
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Predgovor

sadr�anih u separabilnom dvodelnom sta�u. U ovoj glavi je, a u vezi sa qistim sta�i-
ma, uvedena Xmitova (Schmidt) kanonska forma qime je naglaxen kinematiqki aspekt
kvantne spletenosti.

U tre�oj glavi date su osnove teorije otvorenih kvantnih sistema, posebno oni ele-
menti koji su od interesa za samo izlaga�e rezultata istra�iva�a koja qine disertaciju.
Tamo je istaknut prilaz dinamici otvorenog kvantnog sistema, preko formalizma master
jednaqina pri qemu master jednaqina se tiqe stepeni slobode sistema u (pre)definisanoj
strukturi \sistem+okru�e�e". Pored diferencijalnog zapisa jednaqine kreta�a pod-
sistema S, tj. master jednaqine, diskutovan je integralni vid zakona kreta�a otvorenog
kvantnog sistema, tzv. Krausova (Kraus) dekompozicija (forma), na koju se gleda kao
na formalno rexe�e odgovaraju�e master jednaqine. U okviru ove glave, izlo�en je
glavni metod izvo�e�a opxte master jednaqine, tzv. metod Naka
ime-Cvanciga. Posebno
je istaknuto da �e u ovom Radu od interesa biti fiziqki modeli slo�enih sistema gde
je interakcija sistema i okru�e�a slaba (qemu je posve�en poseban ode	ak), xto vodi
Markov	evim (Markov) master jednaqinama. U ovoj glavi prikazani su neki elementi
teorije dekoherencije, koja je prirodan deo teorije otvorenih kvantnih sistema. Teorija
dekoherencije jedna je od vode�ih kvantno-mehaniqkih teorija koja ima za zadatak objax-
�e�e i opis pojave klasiqnog sveta pod pretpostavkom kvantne prirode mikrosveta od
koga je klasiqni (makroskopski) svet \izgra�en". Posled�a req je pod znacima navoda, jer
nas kvantna mehanika uqi da celina ne mora biti prost zbir svojih delova, a \krivica"
zbog toga pada na gore pomenute kvantne korelacije. Kao vodi	a ka (klasiqno) realnoj
strukturi pojav	uje se separabilnost hamiltonijana (Hamilton) interakcije podsistema,
a xto potiqe od pita�a o univerzalnosti procesa dekoherencije.

Qetvrta glava daje pregled nekih rezultata studija kvantnih struktura. Kratko su
predstav	eni rezultati \paralelnog odvija�a dekoherencije" a potom i jednog metoda za
izbegava�e kvantne dekoherencije u kvantnom hardveru. Posebno je naglaxen pojam rel-
ativnosti kvantne spletenosti (entanglement relativity – ER) za qista sta�a u dvodelnim
kvantnim strukturama.

Peta glava uvodi pojam \lokalnog vremena". Ukratko su predstav	eni pojmovi i
rezultati iz funkcionalne analize (Ensov (Volker Enss) teorem) a koji se tiqu kvantne
teorije (mnogoqestiqnih) raseja�a i problema asimptotske kompletnosti u vezi sa
tim. Kitada (Hitoshi Kitada) je interpretirao Ensov teorem: unitarni operator vre-
menske evolucije je generisan hamiltonijanom, ali fiziqka priroda broja t, kojeg nazi-
vamo vremenom u �utnovom (Newton) smislu, ne mora biti a priori definisana. Ovakav
otklon od standardne predrasude o univerzalnom, apsolutnom, vremenu odmah vodi ideji:
vreme nije fundamentalni pojam ve� posledica dinamike koju generixe hamiltonijan.
Shema lokalnog vremena �e posebno biti od interesa za kvantnu teoriju otvorenih sis-
tema.

Xesta glava uvodi i diskutuje pojam relativnosti kvantnih korelacija (quantum cor-
relation relativity – QCR), kao uopxte�e pojma ER iz prethodne, qetvrte glave. Samo
uopxte�e iskazano je kroz kvantni diskord kao tip korelacija koje obuhvataju i kvantnu
spletenost, iz qega sledi da sQCR se, u opxtem sluqaju, tiqe mexanih sta�a. Rezultati
ove glave proistekli su iz rada [1] sa Liste radova.

Rezultati sedme glave, na neki naqin, posledica su pravila uspostav	enog u Glavi
6. Metod Naka
ime-Cvanciga je opxte korix�eni (projekcioni) metod kojim se dolazi
do odgovaraju�e master jednaqine za otvoreni kvantni sistem. Pokazuje se da QCR
uvodi ograniqe�e na primen	ivost metoda. Naime, da li dodava�e jednog konstituenta
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otvorenom makroskopskom sistemu qija je kvantna master jednaqina poznata, bitno me�a
dinamiku podsistema? Klasiqna intuicija bi rekla da je u pita�u zanemar	iva prom-
ena, ali ispostav	a se da QCR odbacuje takvu mogu�nost. Budu�i da je dodava�e qestice
sistemu trivijalna LKT, od interesa je ispitati kakve su posledice LKT uopxte na
primen	ivost projekcionog metoda. Drugaqije reqeno: da li je poznava�e jednaqine
za kvantni otvoreni podsistem polazne strukture od koristi za master jednaqine za
otvoreni podsistem alternativne strukture? Kako �e se ispostaviti, odgovor je neg-
ativan: izvo�e�e master jednaqine za \novi" podsistem je nezavisan zadatak i mora se
krenuti od poqetka, tj. od zapisa hamiltonijana slo�enog sistema u redefinisanoj struk-
turi. Rezultati ove glave proistekli su iz rada [2] sa Liste radova.

U osmoj glavi se razmatra par neinteraguju�ih modova (dva linearna harmonijska os-
cilatora) koji interaguju sa zasebnim okru�e�ima. Od interesa je vremenska promena
standardnih odstupa�a originalnih i alternativnih (\kolektivnih") stepeni slobode
za razmatrani model. Standardna odstupa�a raqunata su u Hajzenbergovoj (Heisenberg)
slici, u integralnom obliku dinamike poznatom kao Krausova dekompozicija kompletno-
pozitivne dinamiqke mape. Qi�enica da su modovi (oscilatori) dekuplovani pojednos-
tav	uje raqun u smislu ograniqe�a istaknutih u Glavi 7, pa je otuda poznava�e mas-
ter jednaqine za originalne stepene slobode dovo	no. Standardna odstupa�a za al-
ternativne stepene slobode (tj., alternativnu strukturu) nose netrivijalnu vremensku
zavisnost. Me�utim, u asimptotskom limesu (beskonaqno vreme), koje je formalni limes
teorije otvorenih sistema, a koji je primen	iv na razliqite vremenske skale i procese
(dekoherencija, relaksacija, termalizacija), dobija se da originalni stepeni slobode
oscilatora zadovo	avaju uslov minimalne neodre�enosti. Taj rezultat ekvivalentan je
zak	uqku da je, u terminima originalne strukture, sta�e sistema proizvod \koheren-
tnih sta�a" podsistema qija gausijanska priroda daje tra�enu klasiqnost strukture {
\koherentna sta�a" su u teoriji otvorenih sistema i dekoherencije poznata kao najkla-
siqnija sta�a u Hilbertovom prostoru \kontinualnih" sistema. Ovime je pokazano da za
otvorene sisteme mogu postojati \privilegovane" strukture i da su one posledica uticaja
okru�e�a, sa jedne strane, kao i novi uvid, da \klasiqnost" (bax kao i korelacije) nije
osobina (otvorenog) kvantnog sistema, ve� �egove strukture, sa druge strane. Rezultati
ove glave proistekli su iz rada [3] sa Liste radova.

U devetoj glavi predstav	ena je razrada pojma lokalnog vremena u, takozvanoj, shemi
lokalnog vremena (SLV) predstav	enoj u Glavi 5 disertacije. Razrada se sastoji u uoqa-
va�u da definicija lokalnog vremena nije jednoznaqna za konaqni dinamiqki lanac (u
standardnoj teoriji bi se reklo: za konaqno vreme) te svako lokalno vreme nosi izvesnu
nejednoznaqnost { neodre�enost za svaki pojedinaqni lokalni (zatvoreni) sistem. Na
statistiqkom (Gibsovom (Gibbs)) ansamblu takvih sistema izuqena je dinamika i utvr-
�eno da se ansambl opisuje mexanim sta�em qak i za zatvoreni kvantni sistem. U toj
slici lokalno vreme postaje klasiqni skriveni parametar qije mere�e zabra�uje poz-
nati \no cloning" teorem kvantne informatiqke teorije. Za sisteme sa malim brojem
podsistema SLV se praktiqno (ne i fundamentalno) ne mo�e razlikovati od standardne
teorije jednog, univerzalnog vremena. Me�utim, za mnogoqestiqne sisteme stvari stoje
sasvim drugaqije. Za pogodne dvodelne strukture mnogoqestiqnog sistema ispostav	a se
da ma�i podsistem ima jednoznaqno definisan, tzv., bazis brojaqa { xto je rexe�e u
suprotnosti sa standardnom teorijom jednog vremena u kojoj se jav	a problem nejednoz-
naqnosti bazisa brojaqa, xto je jedan od aspekata problema mere�a kao i prelaska sa
kvantnog na klasiqno; standardna teorija to razrexava napuxta�em Xredingerovog za-
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kona, ili uvo�e�em okru�e�a (to jest, tre�eg podsistema), ili interpretacijski. Dobi-
jeni rezultat za dvodelnu strukturu sledi iz minimalistiqkog, matematiqki zasnovanog,
neinterpretacijskog razmatra�a. Rad daje odgovor na teme	no pita�e studija kvantnih
struktura, tj., na pita�e \xta je to kvantni (pod)sistem?" Kada je u pita�u zatvoreni
sistem, odgovor je: \sistem" je onaj skup stepeni slobode kojem se mo�e pridru�iti
lokalno vreme. Kada je u pita�u podsistem zatvorenog sistema, odgovor je: podsistem je
svaki skup stepeni slobode kojem se mo�e pridru�iti jednoznaqni bazis brojaqa. Rezul-
tati ove glave proistekli su iz rada [4] sa Liste radova.

U desetoj glavi izuqene su formalno-matematiqke posledice dinamike koju uspo-
stav	a shema lokalnog vremena. Naime, posmatrana formalno, kao dinamiqka mapa,
dinamika utvr�ena u prethodnom poglav	u zahteva zasebnu analizu. Ta analiza vodi
qitavom nizu netrivijalnih uoqava�a od vrlo xirokog interesa (uk	uquju�i i opxtu
teoriju otvorenih sistema, kvantnu kosmologiju i sliqno), i ovde �e biti predstav	eni
samo teme	ni rezultati. Imaju�i u vidu znaqaj i korisnost, tzv., Markov	eve dinamike
u fizici otvorenih sistema, izuqavano je da li, i kada, to jest, pod kojim uslovima, di-
namika koju uspostav	a SLV mo�e biti Markov	eva. Dinamiqka mapa koju uspostav	a
SLV je od, koliko je poznato, do sada nepoznate vrste. Sa jedne strane, ona je nedifer-
encijabilna. Sa druge strane, ona je kompletno pozitivna, ali nije dekompozabilna,
pa otuda nije Markov	eva, jer dekompozabilnost potreban uslov za Markov	evost mape.
Sa tre�e strane, mapa je linearna, pozitivna, quva trag operatora sta�a, pa je qak i
unitalna2. Me�utim ne-informatiqka aproksimacija hamiltonijana sistema vodi prib-
li�noj dinamiqkoj mapi koja dinamiqki postaje Markov	eva { do sada nepoznat rezultat,
osim u trivijalnom smislu teorije otvorenih sistema. Za podsistem neke dvodelne struk-
ture mapa je Markov	eva, ali opet samo dinamiqki { to jest, mapa nije Markov	eva za
proizvo	no kratak interval lokalnog vremena. Ove, po prvi put uoqene osobine jedne
dinamiqke mape, nu�no vode netrivijalnim rezultatima koji se ovde ne mogu iscrpno
predstaviti. Rezultati ove glave proistekli su iz rada [5] sa Liste radova.

Jedanaesta glava je diskusija i pregled rezultata disertacije i otvorenih zadataka
koji se na osnovi toga jav	aju.

Na ovom mestu bih �eleo da izrazim zahvalnost svom mentoru, prof. dr Miro	ubu
Dugi�u na nesebiqnoj pomo�i i podrxci tokom izrade disertacije. Zahva	ujem se i
qlanovima komisije prof. dr Tasku Grozdanovu, prof. dr Ivanu �ivi�u i prof. dr
Vladimiru Risti�u qije su sugestije i primedbe znatno popravile i izgled i sadr�aj
teksta.

Na kraju, zahva	ujem svojoj porodici, koja je bila uz mene sve vreme.

U Kragujevcu, 2016. godine Autor

2Mapa E je unitalna ako va�i E(Î) = Î, gde je Î identiqni operator.
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I Opxta razmatra�a





1
Uvod u kvantne strukture fiziqkih

sistema

Pojam fiziqkog sistema spada u osnovne pojmove fizike. Fiziqki sistem je defi-
nisan parametrima (u nerelativistiqkoj fizici to su, na primer, masa, naelektrisa�e,
temperatura) i odgovaraju�im stepenima slobode1 dovo	nim za opisiva�e dinamike sis-
tema. Zavisno od modelova�a, fiziqki sistem mo�e biti prost ili slo�en, tj. bez,
ili sa strukturom, redom. Dobar primer za fiziqki sistem qija struktura \zavisi" od
modelova�a je primer atoma. U klasiqnoj statistiqkoj termodinamici, atom se mo�e
uzeti da je bez strukture, kada je u pita�u definisa�e temperature gasa, na primer {
od interesa je centar mase svakog atoma, a ne unutrax�i stepeni slobode. U atomskoj
fizici je, upravo suprotno od prethodno reqenog, od interesa atomski omotaq koji ima
\unutrax�e delove", odnosno elektrone.

U fiziqkoj praksi fiziqki sistemi su, naravno, uvek slo�eni. Iz konteksta je jasno
da req \struktura" govori o izvesnoj ure�enosti u okviru fiziqkog sistema2 koji se
razmatra, tj. o me�usobnom odnosu gore pomenutih stepeni slobode.

Mo�e se dati i formalna definicija [1]:

Definicija 1.1. Pod strukturom slo�enog sistema podrazumeva se skup stepeni
slobode slo�enog sistema.

Ovde �e od interesa biti sistemi sa konaqno prebrojivim stepenima slobode koji
formiraju dvodelne (bipartite) strukture: dakle, strukture u kojima se izdvajaju dva
podsistema. U savremenim istra�iva�ima su od interesa i vixedelne strukture, ali o
�ima, trenutno, ima ma�e rezultata.

Deo formalizma klasiqne fizike (posebno mehanike) su kanonske transformacije [2].

Definicija 1.2. Pod kanonskim transformacijama podrazumevaju se transforma-
cije kanonskih promen	ivih ((~q, ~p) → ( ~Q, ~P )) pri qemu ostaje oquvan oblik Hamilton-
ovih jednaqina. Ili, ekvivalentno: kanonske transformacije su takve transformacije
za koje je Poasonova (Poisson) zagrada invarijanta. Ka�e se i jox da kanonske trans-

1Pod stepenima slobode u klasiqnoj fizici se podrazumeva najma�i broj nezavisnih varijabli potreb-
nih da se odredi sta�e sistema, pri qemu je izbor i broj stepeni slobode modelski zavisan.

2Od sada pa nada	e termin \fiziqki sistem" �e biti korix�en i za celinu koja ima strukturu i za
deo strukture koji je od interesa.
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Glava 1. Uvod u kvantne strukture fiziqkih sistema

formacije imaju osobinu oquva�a zapreminskog elementa u faznom prostoru, odnosno
jakobijan transformacije je jednak jedinici.

Kanonske transformacije klasiqne fizike obezbe�uju oquva�e Hamiltonovog for-
malizma i uvode redefiniciju stepeni slobode za razmatrani sistem. Najqex�e je sluqaj
da \novi" stepeni slobode nisu realni fiziqki sistemi, nego pogodni matematiqki za-
pis koji omogu�ava matematiqko rexe�e problema, a onda inverznom transformacijom
(xto je obezbe�eno nenultom vrednox�u jakobijana) rexe�a se izra�avaju u terminima
polaznih (\realnih") stepeni slobode. Ova osobina, da omogu�ava svo�e�e texkog prob-
lema na lakxi (ili lakxe) qini kanonske transformacije atraktivnim u fizici.

Podskup kanonskih transformacija qine tzv. linearne kanonske transformacije
(LKT), koje �e u ovom radu biti od interesa, jer im je osnovna osobina da su veze izme�u
\starih" i \novih" varijabli jednoznaqne. Naravno, LKT nasle�uju osobine kanonskih
transformacija: oquva�e Poasonove zagrade i invertibilnost transformacije. Jasno,
nisu sve linearne transformacije kanonske.

Linearne kanonske transformacije se koriste i u kvantnoj mehanici (uz prethodno
kvantova�e) tako da su komutacione relacije invarijante na transformaciju { po ana-
logiji sa klasiqnom mehanikom, gde su invarijante kanonskih transformacija bile Poa-
sonove zagrade.

U formalizmu kvantne mehanike, svakom stepenu slobode se pridru�uje jedan Hilber-
tov (Hilbert) prostor sta�a Hi, pa �e slo�enom sistemu (celini, zato oznaka HC) od N
stepeni slobode odgovarati slede�a faktorizacija:

HC = Π⊗Ni=1Hi, (1.1)

i time se opisuje tzv. zadata struktura. Formalno gledaju�i, permutacija indeksa ne
vodi novoj strukturi, odnosno takva transformacija strukture se smatra trivijalnom.
Drugi primeri trivijalnih transformacija su grupisa�e (\coarse graining") podsistema
u nadsistem i otuda i stepeni slobode:

HC = (Π⊗n1
i=1Hi)⊗ (Π⊗n2

i=1Hi)⊗ . . .⊗ (Π⊗nki=1 Hi), (1.2)

(pri qemu va�i n1 + n2 + ...+ nk = N) ili, ako je mogu�a, dekompozicija (\fine graining")

HC = (Π⊗n1
i=1Hi)1 ⊗ (Π⊗n2

i=1Hi)2 ⊗ . . .⊗ (Π⊗nki=1 Hi)N , (1.3)

pri qemu va�i n1 + n2 + ...+ nk > N [1].

Ovo su, zapravo, primeri linearnih kanonskih transformacija jer formalno pred-
stav	aju prelaz na stepene slobode druge strukture i obratno (invertibilnost tran-
sformacije) i quvaju algebru kvantne mehanike, na prvom mestu komutacione relacije
opservabli polo�aja i impulsa (odnosno odgovaraju�e spinske komutacione relacije ako
su u pita�u unutrax�i stepeni slobode).

Najopxtiji matematiqki oblik LKT, koji obuhvata i gore date trivijalne primere
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transformacija, dat je slede�im izrazima3:

ξ̂m =
∑
i

cmix̂i +
∑
i

dmip̂i, π̂n =
∑
j

c′njx̂j +
∑
j

d′nj p̂j (1.4)

za slo�eni sistem C definisan opservablama (zadata struktura) x̂i, p̂j, pri qemu va�e

komutacione relacije [x̂i, p̂j] = ı~δij, odnosno [ξ̂i, π̂j] = ı~δij. Dakle, netrivijalne LKT
uvode stepene slobode koji nisu svodivi (reducibilni) na one polazne, xto je suprotno
od onog kako trivijalne LKT, izrazi (1.2) i (1.3), me�aju zadatu strukturu sistema. Jedan
primer ovakvih, netrivijalnih, LKT �e biti korix�en ni�e: centar mase i relativna
qestica kao novi (\alternativni") stepeni slobode, dati kroz odgovaraju�e opservable. U
odnosu na to na koje delove slo�enog sistema LKT deluju, razlikuju se globalne (tiqu se
svih stepeni slo�enog sistema) i lokalne (tiqu se samo nekih stepeni slo�enog sistema)
linearne kanonske transformacije.

Otuda je svaka struktura slo�enog sistema definisana nekom, ali jednoznaqnom, ten-
zorskom faktorizacijom:

Π⊗Ni=1Hi = HC = Π⊗N
′

α=1Hα, (1.5)

odnosno u sluqaju dvodelnih sistema, koji �e prvenstveno biti od interesa, to se zapisuje
na slede�i naqin:

HA ⊗HB = HC = HD ⊗HE, (1.6)

pri qemu leva strana odgovara dekompoziciji C = A+B a desna dekompoziciji C = D+E.
Dakle, slo�eni sistem je definisan prostorom sta�aHC , odgovaraju�im hamiltonijanom
i kvantnim sta�em. Xto se univerzalne kvantne mehanike tiqe, za izolovani sistem (tj.
sistem za koji va�i vremenski (ne)zavisna Xredingerova (Schrödinger) jednaqina; za
deta	e videti Glavu 3) C, obe strukture u izrazu (1.6) su ravnopravne (tj. nijedna od
�ih ne mo�e se izdvojiti kao privilegovana) i u opxtem sluqaju nesvodive su me�usobno
jedna na drugu [1]. Pojam me�usobne nesvodivosti struktura �e biti od interesa i u
slede�im poglav	ima, stoga definicija:

Definicija 1.3. Termin nesvodive (ireducibilne) strukture znaqi da strukture ne
slede jedna iz druge trivijalnim LKT (operacije grupisa�a, dekompozicije ili per-
mutacije stepeni slobode).

Za zadatu strukturu, na primer C = A + B, mogu biti od interesa opservable koje se
tiqu podsistema A ili B, koje su date izrazima tipa Â⊗ ÎB, odnosno ÎA ⊗ B̂ { to su tzv.
lokalne opservable (ili \jednoqestiqne opservable"). Nasuprot ovome, opservable koje su
neka kombinacija opservabli podsistema A i B primer su tzv. kompozitne (kolektivne)
opservable: jedan primer za takvu opservablu bi bile opservable D̂± = Â⊗ ÎB ± ÎA ⊗ B̂.

3Prime�uje se da su netrivijalne transformacije definisane u odnosu na opservable sa svojstvenim
kontinualnim spektrom, xto vodi poreklo iz klasiqne fizike. Naravno, kvantna mehanika poznaje
i opservable sa diskretnim spektrom, od kojih spinske opservable su od prvenstvenog znaqaja. Odgovo-
raju�e transformacije se re�e sre�u i konstruixu se za specijalne potrebe, kao xto je recimo Holxtajn-
Primakov	eva (Holstein, Primakoff ) transformacija. Ona uspostav	a vezu izme�u spinskih opservabli i
bozonskih operatora kreacije i anihilacije i qesto se koristi u kvantnoj statistiqkoj fizici, fizici
qvrstog sta�a; za neke deta	e videti [1]. Dakle, u ovom Radu pod netrivijalnim LKT �e biti po-
drazumevane jednakosti (1.4), osim ako se drugaqije ne naznaqi.
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Prethodno reqeno o opservablama slo�enog sistema sa dva stepena slobode se lako
uopxtava i formalizuje kroz definiciju:

Definicija 1.4. Neka je zadata struktura: C = A1 + A2 + . . . + Ak + . . . + AN . Svaka
opservabla koja se mo�e zapisati na slede�i naqin:

Âk ≡ Î1 ⊗ Î2 ⊗ . . .⊗ Âk ⊗ . . .⊗ ÎN , (1.7)

pri qemu su Îj 6=k identiqni operatori u Hilbertovim prostorima odgovaraju�ih ste-
peni slobode, naziva se lokalnom opservablom. Svaka druga opservabla koja ne mo�e, u
odnosu na zadatu strukturu, biti zapisana kao u (1.7) naziva se kompozitnom opserv-
ablom.

I ovo sve va�i za razmatranu strukturu, C = A + B. U odnosu na drugu strukturu,
recimo C = D + E gor�e opservable imaju drugaqije znaqe�e. Na primer, ako se na
izraz za D̂± gleda kao na LKT koje daju nove opservable, mogu�e je izraziti Â ⊗ ÎB kao
Â ⊗ ÎB = 1

2
(D̂+ ⊗ Î− + Î+ ⊗ D̂−) xto znaqi da je opservabla Â, nekada lokalna, sada

kompozitna opservabla u odnosu na strukturu C = D + E.

Iz gore reqenog se vidi relativnost pojma fiziqkog (pod)sistema i relativnost
pojma lokalne i kompozitne opservable.

1.1 Neki primeri slo�enih sistema

Da bi se bo	e razumela pita�a koja sa sobom nose pojam strukture i zadatak \ras-
tav	a�a" slo�enih sistema na podsisteme, u da	em izlaga�u �e biti diskutovani neki
primeri dvodelnih i vixedelnih struktura.

Za klasiqnu fiziku karakteristiqno je to da zadavxi parametre i stepene slobode,
sve je reqeno o strukturi sistema, koja se pretpostav	a kao baziqna i fiziqki realna4.
A ako je pri tome poznata jednaqina kreta�a za sistem, onda je struktura u potpunosti
definisana u proizvo	nim vremenskim trenucima, barem u principu.

Kao primer klasiqnog slo�enog sistema, posmatrajmo Zem	u i Sunce sa gravita-
cionom interakcijom, pri qemu se oba tela modeluju kao materijalne taqke. Ovo je prob-
lem dva tela, koji se rexava prelaskom na koordinate centra mase i relativne qestice,
xto su odgovaraju�e kanonske transformacije. Ovom separacijom stepeni slobode, prob-
lem dva tela se redukuje na problem jednog tela van po	a i na problem jednog tela u
spo	ax�em po	u. Pomenuti stepeni slobode centra mase, recimo, se ne smatraju real-
nim fiziqkim objektom xto se klasiqne mehanike tiqe.

Za razliku od klasiqne, u kvantnoj mehanici stvari stoje drugaqije. Kao primer kojim
se lepo ilustruje ova razliqitost mo�e se uzeti kvantni model atoma vodonika, posma-
tran kao zatvoren (van spo	ax�eg po	a i interakcije sa drugim fiziqkim sistemima,
ili po	ima) kvantni sistem [3,4]. Naime, kada se govori o atomu vodonika ima se u vidu
struktura \elektron+proton" (e+ p), xto je u skladu sa teorijom elementarnih qestica.
Ovoj strukturi odgovara tenzorska faktorizacija prostora sta�a atoma, H = He ⊗Hp,

4Misli se na klasiqnu realnost { niqim uslov	eno postoja�e parametara i sta�a sistema.
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a hamiltonijan glasi:

Ĥ = T̂e + T̂p + V̂Coul =
~̂p2
e

2me

+
~̂p2
p

2mp

− k e2

|~̂re − ~̂rp|
, (1.8)

gde je k = (4πε◦)
−1 konstanta Kulonove (Coulomb) interakcije, V̂Coul, elektrona i protona

a T̂e i T̂p su kinetiqke energije elektrona i protona.

Me�utim, ova struktura ne pru�a teorijsko objax�e�e za fenomenoloxki uoqen i
potvr�en diskretni atomski spektar. Struktura koja daje objax�e�e diskretnog energi-
jskog spektra atoma je struktura \centar mase+relativna qestica" (CM + R) koja se
dobija istim linearnim kanonskim transformacijama koje su pomenute u vezi sa kla-
siqnim problemom dva tela. Odnosno, to je standardni naqin rexava�a stacionarne
Xredingerove jednaqine za vodonikov atom sa tenzorskom faktorizacijom
H = HCM ⊗HR, i hamiltonijanom, izraz (1.8), sada zapisanim u obliku:

Ĥ = T̂CM + T̂R + V̂R =
~̂P 2
CM

2M
+

~̂p2
R

2µR
− k e2

|~̂ρR|
, (1.9)

gde je M = me + mp masa atoma, a µR = (m−1
e + m−1

p )−1 je tzv. redukovana masa. T̂CM

i T̂R su kinetiqke energije stepena slobode centra mase i relativne qestice, dok je V̂R
spo	ax�i potencijal za relativnu qesticu.

Zapis invertibilnih linearnih kanonskih transformacija koje prevode hamiltoni-
jan atoma iz oblika (1.8) u oblik (1.9) je slede�i:

~̂RCM = (me~̂re +mp~̂rp)/(me +mp), ~̂ρR = ~̂re − ~̂rp
~̂PCM = ~̂pe + ~̂pp, ~̂pR = (mp~̂pe −me~̂pp)/(me +mp), (1.10)

pri qemu se opservable (~̂rp, ~̂pp) i (~̂re, ~̂pe) tiqu stepeni slobode protona i elektrona, redom,

a opservable ( ~̂RCM , ~̂PCM) i (~̂ρR, ~̂pR) se tiqu stepeni slobode centra mase i relativne
qestice.

Budu�i da je u pita�u jedan te isti slo�eni sistem, vodonikov atom, a imaju�i u vidu
tenzorsku faktorizaciju HCM ⊗HR = Hatom = He ⊗Hp stoji slede�a jednakost:

|χ〉CM ⊗ |nlml〉R = |Ψ〉atom =
∑
i

ci|φi〉e ⊗ |ϕi〉p, (1.11)

gde je sa leve strane tenzorski proizvod sta�a nezavisnih stepeni slobode centra mase i
relativne qestice. Kvantni brojevi n, l i ml poznati su iz standardne teorije vodonik-
ovog atoma.

Razlog zaxto se problem dva tela u klasiqnom i kvantnom sluqaju razlikuju je po-
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stoja�e kvantne spletenosti5 (“quantum entanglement”) za elektron i proton, qega nema
u problemu dva klasiqna tela. Formalno, to se zapisuje kao:

|Ψ〉e+p =
∑
i

ci|φi〉e ⊗ |ϕi〉p, (1.12)

xto je desna strana izraza (1.11).

Kao xto se mo�e pokazati, va�i nejednakost ρ̂e ⊗ ρ̂p 6= |Ψ〉atom〈Ψ|, pri qemu su ρ̂e =
trp|Ψ〉atom〈Ψ| i ρ̂p = tre|Ψ〉atom〈Ψ|, redukovani statistiqki operatori elektrona i protona,
redom. Fiziqki sadr�aj prethodne nejednakosti je u tome da se ne mo�e govoriti o
sta�ima elektrona i protona, ve� o sta�u atoma kao celine i sta�ima centra mase |χ〉CM
i relativne qestice |nlml〉R.

Dokle god atom se ne nalazi u nekom spo	ax�em po	u, leva strana jednakosti (1.11)
opisuje dva nezavisna sistema CM i R, sa nezavisnim energijama, ECM i ERn, redom.
Energija atoma je tada Eatom = ECM +ERn. U sluqaju deeksitacije vodonikovog atoma (u
strukturi CM +R) va�e slede�e jednakosti, npr.:

Eatom = ECM + ERn=2 = E ′CM + ERn=1 + Efoton

~PCM = ~P ′CM + ~~kfoton, (1.13)

kao posledica zakona odr�a�a impulsa (u gor�im oznakama ~P ) i energije (u gor�im oz-
nakama E)6. Na sobnoj temperaturi PCM =

√
3mkBT ∼ 10−24kgm/s a za vid	ivu svetlost

je impuls ~k = h/λ ∼ 10−27kgm/s, te kako su veoma mali brojevi u pita�u mo�e se pisati
~PCM ≈ ~P ′CM , odnosno va�i ECM ≈ E ′CM ∼ 0.01eV. Onda se jednaqina zakona odr�a�a
energije svodi na

ERn=2 ≈ ERn=1 + Efoton,

odakle se vidi da se deeksitacija (praktiqno) tiqe stepeni slobode relativne qestice
pri qemu su tipiqne vrednosti ERn ∼ 1− 10eV i Efoton = hν ∼ 1eV.

Sa druge strane, deeksitacija atoma vodonika (u strukturi e+p) se mora predstaviti
slede�im jednakostima:

E(eksitovan)
atom = E(deeksitovan)

atom + Efoton

~Patom = ~P ′atom + ~~kfoton. (1.14)

5Videti slede�u glavu.
6Ovde treba imati u vidu da, usled zakona odr�a�a, izraqiva�e fotona ima za posledicu uzmak

centra mase, qiji impuls mo�e biti usmeren bilo gde. Zato sta�e CM + R strukture nije tenzorski
proizvod sta�a podsistema, kako bi se samo na osnovi LKT moglo zak	uqiti ve� glasi, na primer,
e−λt|~P 〉CM |200〉R|0〉foton + (1 − e−λt)|100〉R

∑
~k c~k|~P − ~~k〉CM |1~k〉foton; λ je \konstanta raspada" sta�a R

podsistema, |~P 〉CM je svojstveno sta�e opservable impulsa CM a sta�a fotona su zapisana u formalizmu

druge kvantizacije, pa 1~k oznaqava jedan foton sa talasnim vektorom ~k. LKT daju samo kinematiqki
aspekt situacije, dok dinamiqki aspekt donose zakoni odr�a�a. Budu�i da pomenute korelacije su
\slabe" u odnosu na spletenost koja potiqe od Kulonove interakcije, zanemaruju se u analizi, pa se
sta�e CM +R strukture uvek pixe kao tenzorski proizvod sta�a.
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Iako desna strana (1.14) va�i za svaku strukturu atoma, zbog interakcije u strukturi
e + p, a otuda i spletenosti, desna strana jednakosti (1.11), ne mo�e se govoriti o \ox-
trim" vrednostima opservabli hamiltonijana niti impulsa elektrona i/ili protona. To

jest, zbog (1.9) i (1.10) jasno je da va�i ~̂Patom = ~̂pe+~̂pp = ~̂PCM i ECM+ERn = Eatom 6= Ee+Ep.
Ovo znaqi da se oquva�e energije i impulsa atoma tiqe i elektrona i protona skupa, te
da se atomske deeksitacije ne mogu pripisati, na primer, dinamici samo elektrona, tj.
ne mo�e se po analogiji sa na�enim ~PCM ≈ ~P ′CM , zak	uqiti da za energiju protona va�i
Ep ≈ E ′p.

Leva strana jednakosti (1.11) ukazuje na stepene slobode relativne qestice kao podsis-
tema koga se deeksitacija tiqe7, tj. podsistema koji je indirektno dostupan opservaciji.

Laboratorijska manipulacija se tiqe, pre svega, CM i R stepeni slobode. Primeri
situacija u kojima su eksperimentalno dostupni stepeni slobode centra mase slo�enog
sistema (npr. atoma ili molekula) su slede�i: atomski laseri i litografija [5], atomska
interferometrija, hla�e�e molekula [6], difrakcija velikih molekula [7,8] i tako da	e.
Xto se tiqe stepeni slobode relativne qestice, oni su uglavnom detektuju indirektno:
npr., preko zraqe�a atoma/molekula u spektroskopiji, kao konformacije molekula8 [9]
ili na primer u manipulaciji \klasiqnim orbitama" u atomu [10].

Gore je naglaxeno da je posmatrani atom vodonika van po	a spo	ax�ih sila, a tokom
analize korix�eni su zakoni odr�a�a impulsa i energije xto je sve ekvivalentno iskazu
da je ovde analizirani atom vodonika zatvoren sistem.

Za podsistem relativne qestice (R) va�i slede�a vremenski nezavisna Xredingerova
jednaqina:

ĤR|nlml〉R = En|nlml〉R, (1.15)

xto odgovara vremenskoj evoluciji podsistema koja se opisuje unitarnim operatorom

Û(t) = e−
ıtĤR

~ . Tada, verovatno�a prelaza za zatvoreni atom |nlml〉R → |n′l′m′l′〉R, koja je
data izrazom |R〈n′l′m′l′ |Û(t)|nlml〉R|2, je taqno nula i to u svakom vremenskom trenutku, t,
osim ako je n = n′, l = l′,ml = m′l′ , tj. sta�e se ne me�a. Deeksitacija atoma i spektroskop-
ski rezultati, pak, govore da se sta�e me�a, tj. da se dexavaju \skokovi" u dinamici
relativne qestice koji se nazivaju deeksitacijom atoma. Otuda se nu�no zak	uquje da
polazna pretpostavka o zatvorenosti atoma, koja vodi do svojstvene jednakosti (1.15), nije
fiziqki korektna { atom vodonika je otvoren sistem, za definiciju v. Glavu 3. Ovo je
jox jedan fiziqki aspekt koji se mora uzeti u obzir pri radu sa strukturama: pored toga
xto realni fiziqki sistemi imaju slo�enu strukturu oni su i otvoreni [11{13].

Kao primer vixedelnog slo�enog sistema i odnosa kolektivnih i lokalnih opserv-
abli u �emu, razmotrimo slo�eni sistem C koji se sastoji od qetiri podsistema: dva
elektrona 1e, 2e i dva protona 1p, 2p, odnosno C = {1e, 2e, 1p, 2p} [1]. Gledano za sebe,
ova struktura xto se kvantne hemije tiqe, bi mogla biti molekul vodonika, H2. Iz ove
strukture, C, mogu biti izvedene slede�e strukture:

• C1 = {1e, 1p, 2e, 2p},

7Svakako, to ne mogu biti stepeni slobode centra mase, budu�i da su opisani qlanom
~̂P 2
CM

2M u hamiltoni-
janu (1.10), xto vodi kontinualnom energijskom spektru, odnosno nema diskretnog energijskog spektra.

8Pod konformacijom molekula podrazumeva se bilo koji prostorni raspored atoma molekula koji se
mo�e posti�i rotacijom oko hemijskih veza izme�u atoma ili grupa atoma unutar molekula. Ovaj pojam
ne treba brkati sa konfiguracijom molekula, koja predstav	a prostorni raspored atoma koji ulaze u
sastav molekula.
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Glava 1. Uvod u kvantne strukture fiziqkih sistema

• C2 = {1H, 2e, 2p},

• C3 = {1H, 2H},

• C4 = {1CM, 1R, 2CM, 2R},

• C5 = {CM,R}.

Oznake su slede�e: CM i R predstav	aju centar mase i relativnu qesticu, dok 1H
oznaqava vodonikov atom sastav	en od 1e i 1p, odnosno 1H = 1e + 1p. Imaju�i u vidu
definiciju transformacija, izraz (1.10) jasno je da CM i R stepeni slobode, pojedi-
naqno, se ne sastoje od stepena slobode elektrona i protona, a va�i i obratno.

Struktura C1 je nastala trivijalnim transformacijama { permutacijom stepeni slo-
bode, dok se struktura C2 dobija grupisa�em stepeni slobode sa oznakom 1, xto je opet
trivijalna transformacija. Opet grupisa�em nastaje struktura C3, xto je slo�eni sis-
tem koji se sastoji od dva atoma vodonika. Ova struktura je od interesa u razmatra�ima
vezanim za fiziku kondezovane materije, a inaqe uzima se za osnovnu hemijsku defini-
ciju molekula vodonika.

Ako se struktura C3 dekomponuje primenom transformacija (1.10), dobija se struktura
C4 xto je zbir dva atoma vodonika dekomponovanih na �ihove podsisteme centra mase i
relativne qestice. C5 predstav	a CM +R za ceo C sistem, xto je struktura od interesa
u, na primer, intereferencionim eksperimentima sa velikim molekulima.

Kao posledica toga xto je e+p→ CM+R netrivijalna LKT, va�i: C3 = {1H, 2H} 6=
C′4 = {1H, 2H}, pri qemu je ovo posled�e dobijeno transformacijom grupisa�a u C4

strukturi, H = CM +R. Nejednakost je posledica toga xto su atomi vodonika dobijeni
razliqitim grupisa�em: u prvom sluqaju iz elektrona i protona, a u drugom sluqaju iz
stepeni slobode centra mase i relativne qestice. Ali, ako se smatra da atomi nemaju
strukturu, onda se struktura C3 formalno mo�e predstaviti preko razlaga�a C1, C4 ili
C5.

Jedan primer koji se tiqe trivijalnih LKT (permutacije qestica), a gde su fiziqke
posledice prestrukturira�a netrivijalne, je dat kroz protokol kvantne teleportacije
[1, 14, 15].

Slo�eni sistem C, u ovom sluqaju, qine tri kubita9 1+(2+3) i to tako da su kubit 1 i
2 u posedu jednog eksperimentatora (Alisa), a kubit 3 u posedu drugog (Bob). Prvi kubit,
1, je u nepoznatom sta�u koje bi trebalo \teleportovati", dok su preostala dva kubita,
2+3, u spletenom sta�u. Kvantna teleportacija se realizuje na strukturi C = (1+2)+3
(za deta	e protokola videti, na primer, [15]), koja se dobija trivijalnom kanonskom
transformacijom polazne strukture. Inaqe, kvantna teleportacija je eksperimentalno
potvr�ena, a savremena usavrxava�a protokola pokazuju tendenciju pove�a�a prostornog
rastoja�a izme�u kvantnih podsistema [16].

9Pod kubitom se podrazumeva bilo koji (makar efektivni) dvodimenzionalni prostor sta�a kvantnog
sistema.
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Glava 1. Uvod u kvantne strukture fiziqkih sistema

1.2 Neka pita�a i dileme vezane za kvantne

strukture

Gor�im primerima ilustrovano je kako razliqite dekompozicije, odnosno razliqite
strukture jednog istog slo�enog sistema mogu da imaju sasvim razliqit fiziqki status
jedna u odnosu na drugu.

Xto se standardne kvantne mehanike (zatvorenih sistema) tiqe, sve strukture su
ravnopravne. Sa druge strane, mo�e se postaviti pita�e: da li se neka ili neke struk-
ture slo�enog sistema izdvajaju u smislu da su realnije od ostalih? Ovde je real-
nost u smislu klasiqne realnosti, tj. podsistem10 se izdvaja time xto je na �emu (u
principu) mogu�e mere�e proizvo	nih opservabli qije vrednosti postoje nezavisno od
opservera [17, 18]. Na ovo pita�e navodi, recimo, primer vodonikovog atoma koji je gore
razmatran { kao xto smo videli struktura CM + R se ispostav	a kao fiziqki rele-
vantna. Kako i zaxto je izdvojena CM + R struktura u kojoj se prepoznaje ponaxa�e
nalik na klasiqno, makar jednog stepena slobode: recimo CM podsistema? Xta je onda
sa elektronom i protonom, odnosno odgovaraju�om strukturom?

U klasiqnom domenu, pak, kolektivne varijable kakve su centar mase ili Ojlerovi
(Euler) uglovi opisuju prostorni oblik ili orijentaciju u prostoru makroskopskih tela
{ unutrax�i stepeni slobode koji se tiqu temperature tela i zraqe�a nisu dostupni
direktnoj opservaciji [1].

Zbog posled�e reqenog, postaje jasnije da je pita�e (klasiqne) realnosti i direktne
dostupnosti nekih stepeni slo�enog sistema, u stvari, pita�e \prelaska sa kvantnog na
klasiqno11", odnosno klasiqnog limita kvantne mehanike, xto je pita�e od interesa za
osnove (nerelativistiqke) kvantne mehanike.

Slo�eni kvantni sistemi sadr�e, po pravilu, kvantne korelacije kao xto je pred-
stav	eno relacijom (1.12). U Glavi 2 �e biti vixe reqi o pojmu i nastaja�u kvantnih
korelacija, xto je ekvivalentno va�e�u Xredingerovog zakona. Ovde je va�no da se
naglasi da po standardnoj kvantnoj mehanici nema smisla govoriti o pojmu sta�a pod-
sistema slo�enih sistema. Ovo je u suprotnosti sa rezonima klasiqne fizike, gde poz-
nava�e sta�a podsistema automatski znaqi i poznava�e sta�a celine, a va�i i obratno.
Dakle, postoja�e spletenosti a samim tim nemogu�nost da se govori o sta�u podsistema
obele�je je kvantnih struktura zbog kojeg se razlikuju od klasiqnih struktura.

Sve dosada reqeno mo�e se iskazati i na slede�i naqin: postoji li univerzalno prav-
ilo koje uspostav	a fiziqki realnu strukturu, odnosno izdvaja neke stepene slobode
kojima se mo�e direktno pristupati i manipulisati �ima? Da li je takva struktura
jednoznaqna? Ako pravilo postoji, koja je fiziqka osnova tog pravila? Od kakvog znaqaja
je otvorenost realnih (slo�enih) kvantnih sistema za ovakva pita�a? Koje su posledice
linearnih kanonskih transformacija po kvantne korelacije prisutne u kvantnoj struk-
turi? Kakav je odnos razliqitih dekompozicija slo�enog sistema i odgovaraju�ih pod-
sistemskih dinamika? Odnosno, xta se mo�e re�i o prethodnim pita�ima polaze�i od
osnova kvantne mehanike?

10A samim tim i drugi podsistem, ako je req o dvodelnim strukturama.
11Klasiqni limit kvantne mehanike je tema u savremenim kvantno-mehaniqkim istra�iva�ima koja

u osnovi ima pita�e: da li i kako se mo�e klasiqna fizika reprodukovati iz prvih principa kvantne
mehanike? Za jox deta	a u vezi sa ovim problemom videti [11].
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Glava 1. Uvod u kvantne strukture fiziqkih sistema

Istaknuta pita�a daju motivaciju za ovaj Rad, odnosno istra�iva�e kvantnih struk-
tura.

Sa druge strane, teorijsko poznava�e strukture, odnosno odgovaraju�ih fiziqkih
uslova nije samo od akademskog interesa, ve� mo�e da ima direktnu posledicu po pos-
tupke manipulacije fiziqkim (pod)sistemima u laboratoriji, a samim tim i na primene
kvantne mehanika kao xto su kvantna informatika i raquna�e, kvantna metrologija,
nanotehnologija itd.

Sva do sada razmatrana pita�a su univerzalna: nezavisno od toga da li su u pita�u
kvantni sistemi sa diskretnim (kakav je spin 1/2) ili kontinualnim stepenima slobode
(npr. u fizici nezaobilazni kvantni linearni harmonijski oscilator).
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2
Pojam i vrste kvantnih korelacija

Kvantna spletenost (quantum entanglement) je vrsta kvantnih korelacija koja nema
klasiqni analogon i ima dva aspekta. Prvi, kinematiqki, aspekt se za dvoqestiqne
kvantne sisteme u qistom kvantnom sta�u celine tiqe Xmitove kanonske forme [19] koja
je uspostav	ena slede�im teoremom:

Teorem 2.1. Za svako sta�e |Ψ〉12 \dvoqestiqnog" sistema se mo�e definisati er-
mitski \redukovani statistiqki operator" prvog sistema izrazom ρ̂1 = tr2|Ψ〉12 12〈Ψ|
gde je tr2 operacija uzima�a parcijalnog traga po nekom bazisu prostora sta�a 2. qes-
tice. Neka je (nejednoznaqna) spektralna forma ρ̂1:

ρ̂1 =
∑
k

λk|φk〉1 1〈φk|.

Tada se mo�e pisati:

|Ψ〉12 =

p∑
k=1

√
λk|φk〉1 ⊗ |χk〉2, (2.1)

gde su sta�a |χk〉2 svojstvena sta�a \redukovanog statistiqkog operatora" drugog sis-
tema

ρ̂2 =
∑
k

λk|χk〉2 2〈χk| ≡ tr1|Ψ〉12 12〈Ψ|.

Zbog jednoznaqne veze |φk〉1 ↔ |χk〉2, degeneracije svojstvenih vrednosti {λk} su iden-
tiqne za oba operatora ρ̂1 i ρ̂2.

S obzirom da va�i 1〈φi|φj〉1 =2 〈χi|χj〉2 = δij, to Xmitovu kanonsku formu (XKF)

sta�a qini pogodnom za matematiqke manipulacije. Koeficijenti
√
λk su tzv. Xmitovi

koeficijenti a broj nenultih koeficijenata je tzv. Xmitov broj. Ako je ovaj broj ve�i od
jedan, onda je sta�e spleteno a ako je jedan onda je sta�e separabilno, odnosno tenzorski
proizvod sta�a podsistema. Broj sabiraka u sta�u (2.1) odre�en je kao p = min{d1, d2}
gde su d1 i d2 dimenzije odgovaraju�ih Hilbertovih faktor prostora sta�a { dakle pod-
sistem sa \ma�im" Hilbertovim prostorom odre�uje broj sabiraka u sta�u (2.1). To je
preimu�stvo XKF koje se posebno vidi na primeru gde je jedan podsistem konaqno- a
drugi beskonaqno-dimenzionalan. Tipiqan primer je sta�e atoma u Xtern-Gerlahovom
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Glava 2. Pojam i vrste kvantnih korelacija

eksperimentu koje se mo�e zapisati kao:

|Ψ〉S+CM =
1√
2

(| ↑〉S ⊗ |−〉CM + | ↓〉S ⊗ |+〉CM), (2.2)

gde su |+〉CM , |−〉CM sta�a opservable centra mase atoma a | ↑〉S i | ↓〉S su svojstvena
sta�a projekcije opservable spina-1

2
, du� ose spo	ax�eg magnetnog po	a.

Jox jedan primer XKF dat je sta�em:

|Ψ〉A+B = cos θ| ↑〉A| ↑〉B + sin θ| ↓〉A| ↓〉B, 0 ≤ θ ≤ π

4
(2.3)

xto je sta�e dve qestice, svaka sa spinom 1/2, pri qemu su | ↑〉 i | ↓〉 svojstvena sta�a
opservable ~̂σ ·~n; ~̂σ je standardna oznaka za vektorsku opservablu spina, a ~n je odgovaraju�i
ort.

Prethodni primeri ticali su se konaqno + beskonaqno dimenzionalnog sistema i
konaqno + konaqno dimezionalnog sistema1, redom. Slede�i primer za XKF se tiqe
podsistema koji su oba beskonaqno dimenzionalna. Za dve mode (dva harmonijska oscila-
tora), tzv. sa�eto sta�e (squeezed state) glasi:

|Ψ〉 =
√

1− λ2

∞∑
n=0

λn|n〉1|n〉2, (2.4)

pri qemu λ = tanh r, gde je r parametar sa�ima�a [20]. Sta�e je zapisano u Fokovom
(Fock) bazisu, odnosno bazisu brojeva popu�enosti jednoqestiqnih energijskih nivoa.

U opxtem sluqaju XKF ne mora biti jednoznaqna { jednoznaqna je akko su podsistem-
ski statistiqki operatori kompletne opservable.

Drugi, dinamiqki, aspekt tiqe se dinamiqkog uspostav	a�a spletenosti kada god
su dva (ili vixe) kvantna sistema u interakciji [11, 12, 19]; dinamiqki aspekt �e biti
korix�en u analizi markov	evosti u slede�oj glavi. Neka su sistemi oznaqeni sa A i
B, onda, po definiciji, Hilbertov prostor sta�a celine se tenzorski faktorixe2:

HC = HA ⊗HB,

1Preciznije, misli se na dimenzionalnost prostora sta�a.
2Ovde treba napomeniti da i klasiqna fizika poznaje izgrad�u slo�enih prostora sta�a od pot-

prostora i to putem tzv. Dekartovog (Deckart) proizvoda, ΓC = Γ1×Γ2, pri qemu se oznake \Γ" odnose na
fazne prostor sta�a, celine i delova, koji u opxtem sluqaju nije vektorski prostor, ve� mnogostrukost.
U sluqaju vektorskih prostora, Dekartov proizvod se svodi na ortogonalni zbir, ⊕, vektorskih pros-
tora. Sta�a su zadata preko funkcija raspodela: u sluqaju qistih sta�a preko Dirakove (Dirac) delta
funkcije (δ(Γ′C − ΓC) = δ(Γ′1 − Γ1)δ(Γ′2 − Γ2)), a u sluqaju mexanih sta�a preko odgovaraju�eg integrala
(f(ΓC) =

∫ ∫
dΓ′1dΓ′2ω(Γ′1,Γ

′
2)δ(Γ′1 − Γ1)δ(Γ′2 − Γ2)). Fiziqki, to znaqi da su sta�a slo�enog sistema

uvek separabilna. Sa druge strane, kvantni sistemi se kombinuju u slo�ene kvantne sisteme operacijom
tenzorskog proizvoda. Nu�nost za to sledi iz va�e�a Glisonove (Gleason) teoreme i zahteva da se mo�e
obaviti lokalno mere�e na kvantnim podsistemima; za dokaz v. [21].
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Glava 2. Pojam i vrste kvantnih korelacija

gde su faktor-prostori sta�a, HA i HB, Hilbertovi prostori sta�a (pod)sistema A i
B. Na ovom mestu, od suxtinskog znaqaja je napomenuti da se kvantna spletenost uvodi
na ovaj naqin samo za me�usobno razliqive (neidentiqne) kvantne sisteme. Kvantna
spletenost identiqnih kvantnih sistema je otvoren zadatak od nemalog interesa u savre-
menoj literaturi.

Gore pomenuta celina dva sistema u interakciji opisana je hamiltonijanom:

ĤC = ĤA ⊗ ÎB + ÎA ⊗ ĤB + ĤA+B, (2.5)

pri qemu su ĤA⊗ ÎB i ÎA⊗ĤB odgovaraju�i sopstveni hamiltonijani a ĤA+B ≡ Ĥint pred-
stav	a interakciju dvoqestiqnog tipa (znaqe�e pojmova \interakcije" jednoqestiqnog i
dvoqestiqnog tipa je dat u Glavi 3). Hamiltonijan (2.5) (po pretpostavci vremenski
nezavisan) generixe operator vremenske evolucije

ÛC = e−
ı
~ tĤC .

Neka je zadat interakcioni hamiltonijan svojom spektralnom formom:

Ĥint =
∑
p,q

γpqP̂Ap ⊗ Π̂Bq, (2.6)

i neka je zadato poqetno sta�e slo�enog sistema C:

|Ψ〉C = |Ψ〉A ⊗ |χ〉B. (2.7)

Smenom (2.6) u izraz za unitarni operator vremenske evolucije, i uz razlaga�e sta�a
|ΨA〉 po nekom bazisu koji odgovara dekompoziciji P̂Ap ↔ Hp:

H(A) =
∑
p

Hp,

neposredno sledi (ovde treba primetiti da je uzet u obzir samo interakcioni qlan u
hamiltonijanu pretpostav	aju�i da je po normi ve�i od sopstvenih hamiltonijana, xto
va�i u sluqaju jake interakcije):

|Ψ(t)〉C = e
− 2πıt

h

∑
p,q

γpqP̂Ap⊗Π̂Bq∑
m

Cm|ϕm〉A ⊗ |χ〉B, (2.8)

uz va�e�e:

P̂Ap|ϕm〉A = |ϕm〉A, |ϕm〉A ∈ Hp, P̂Ap|ϕm′〉A = 0, |ϕm′〉A /∈ Hp. (2.9)
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Glava 2. Pojam i vrste kvantnih korelacija

Zbog osobine idempotentnosti projektora izraz (2.8) vodi:

|Ψ(t)〉C =
∑
p,q

e−
2πitγpq

h P̂Ap ⊗ Π̂Bq

∑
m

Cm|ϕm〉A ⊗ |χ〉B =

=
∑
m

Cm|ϕm〉A ⊗
∑
q

e−
2πitγmq

h Π̂Bq|χ〉B , (2.10)

gde je u zad�oj jednakosti korix�en izraz (2.9). Dakle, izraz (2.10) uspostav	a:

|Ψ(t)〉C =
∑
m

Cm|ϕm〉A ⊗ |χm(t)〉B, (2.11)

gde

|χm(t)〉B ≡
∑
q

e−
2πıtγmq

h Π̂Bq|χ〉B (2.12)

i va�i da je B〈χm′(t)|χm′′(t)〉B 6= 0 u datom vremenskom trenutku. Za qisto sta�e (2.11)
ka�e se da je spleteno ili neseparabilno i da je nosilac kvantne spletenosti3.

Sta�e (2.11) se za izabrani vremenski trenutak mo�e predstaviti u prostijoj formi,
zahva	uju�i Xmitovoj teoremi. Jasno, razliqitim vremenskim trenucima evolucije
odgovara�e razliqite XKF.

Od sada, pa nada	e, pod spletenim sta�em dvodelnog slo�enog sistema podrazumeva�e
se sta�e zapisano u XKF, osim ako se drugaqije ne naznaqi.

Na jeziku statistiqkog operatora, kvantna spletenost se iskazuje na slede�i naqin:

Definicija 2.1. Kvantno spleteno sta�e dvodelnog sistema je ono sta�e koje se ne
mo�e zapisati u obliku:

ρ̂C =
∑
i

piρ̂Ai ⊗ ρ̂Bi

tj. koje nije separabilno.

Specijalan sluqaj gor�eg separabilnog sta�a je oblika ρ̂A⊗ ρ̂B qemu, u sluqaju qistog
sta�a slo�enog sistema, odgovara tenzorski proizvod qistih sta�a podsistema.

Me�utim, kvantna spletenost nije jedini tip ne-klasiqnih korelacija u kvantnoj
mehanici. Pored kvantne spletenosti (definisane izrazom (2.11)), postoji i drugi tip
korelacija koje se nazivaju kvantni diskord (quantum discord). Primer sta�a koje ne
sadr�i kvantnu spletenost, ali je nenultog diskorda je tzv. Vernerovo (Werner) sta�e
za dva kubita [23]:

ρ̂ = 1−z
4
Î + z|ψ〉〈ψ|

za z ≤ 1
3
. Parametar z mo�e uzimati vrednosti u intervalu 0 ≤ z ≤ 1, pa je za z ≥ 1

3

sta�e ρ̂ spleteno, pri qemu je sta�e |ψ〉 = (|00〉 + |11〉)/
√

2, sa svoje strane, uvek kvantno

3Jasno, req je o korelacijama koje su kvantnog porekla. Odgovaraju�e klasiqne korelacije potiqu od
zakona odr�a�a, koji i da	e va�e. Izgleda da je za dvodelne sisteme tako: gde ima kvantnih korelacija,
ima i klasiqnih. Me�utim, za vixedelne sisteme ne mora biti tako: kvantne korelacije mogu postojati
bez prisustva klasiqnih korelacija, v. [22].
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Glava 2. Pojam i vrste kvantnih korelacija

spleteno { za vrednost parametra z = 1 gor�e sta�e ρ̂ je i kvantno spleteno i sa nenultim
kvantnim diskordom u isto vreme.

K	uqni pojam u definisa�u kvantnog diskorda je pojam entropije, s tim da �e ovde od
interesa biti tzv. Xenonova (Shannon) entropija (treba imati u vidu da je ova entropija,
praktiqno do na konstantu, isto xto i Bolcman-Gibsova (Boltzmann,Gibbs) entropija iz
klasiqne statistiqke fizike, ali uobiqajeno je da se kre�e od Xenonove entropije jer
je to bli�e kvantnoj informatici odakle su i proistekla pita�a o informatiqkom
sadr�aju korelisanih sta�a.).

U klasiqnoj teoriji informacije Xenonova entropija je mera nepoznava�a, ili ne-
dostatka informacije o vrednostima sluqajne promen	ive A i data je izrazom:

H(A) = −
∑
a

p(A = a) log p(A = a),

gde je p(A = a) verovatno�a da sluqajna promen	iva A uzme vrednost a. Ako posmatramo
dve sluqajne promen	ive A i B, uslovna entropija sluqajne promen	ive A, znaju�i vred-
nosti za sluqajnu promen	ivu B, je po definiciji:

H(A|B) =
∑
b

P (B = b)H(A|B = b)

= −
∑
b

P (B = b)
∑
a

P (A = a|B = b) logP (A = a|B = b),

gde je P (A = a|B = b) verovatno�a da A ima vrednost a ako je poznato da je B = b.

Korelacija izme�u sluqajnih promen	ivih A i B onda se izra�ava preko (klasiqne)
me�usobne informacije:

I(A : B) = H(A)−H(A|B). (2.13)

U svim izrazima verovatno�e su izvedene iz zajedniqke raspodele verovatno�a P (A,B).

Mogu�e je formulisati ekvivalentan izraz za (2.13). Koriste�i pravilo o mno�e�u
verovatno�a, uslovna entropija se mo�e zapisati kao H(A|B) = H(A,B) − H(B), gde je
H(A,B) zajedniqka entropija sluqajnih promen	ivih A i B, xto daje drugi izraz za
klasiqnu me�usobnu informaciju:

I(A : B) = H(A) +H(B)−H(A,B). (2.14)

Slede�i korak je kvantno-mehaniqka formulacija izraza (2.13) i (2.14). U ovoj for-
mulaciji, sluqajne varijable predstav	ene su sta�ima kvantnih sistema A i B. Ek-
vivalent zajedniqke raspodele verovatno�a je sta�e slo�enog sistema, ρ̂AB. Redukovani
statistiqki operatori ρ̂A = trB(ρ̂AB) i ρ̂B = trA(ρ̂AB) za sisteme A i B, redom, odgovaraju
izrazima za raspodele verovatno�a sluqajnih promen	ivih pojedinih sistema.

21
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Nepoznava�e sta�a sistema ρ̂ je onda dato fon Nojmanovom (von Neumann) entropijom

S(ρ̂) = −tr(ρ̂ log ρ̂) (2.15)

= −
∑
i

λi log λi, (2.16)

gde su {λi} svojstvene vrednosti operatora sta�a ρ̂, i pri tom formalno se definixe da
je 0 log 0 ≡ 0 u sluqaju nulte svojstvene vrednosti ρ̂; logaritmi su sa osnovom e.

Osnovne osobine fon Nojmanove entropije su slede�e [15]:

(1) Entropija je ne-negativna veliqina i jednaka je nuli samo za qisto sta�e.

(2) Ako je slo�eni sistem A + B u qistom sta�u onda je S(ρ̂A) = S(ρ̂B).

(3) Neka su pi verovatno�e i neka sta�a ρ̂i imaju kao nosaqe
4 me�usobno ortogonalne pod-

prostore. Onda va�i:

S(
∑
i

piρ̂i) = H(pi) +
∑
i

piS(ρ̂i). (2.17)

(4) Neka su pi verovatno�e, |i〉A ortogonalna sta�a podsistema A i ρ̂i bilo koji skup sta�a
za podsistem B. Onda va�i jednakost:

S(
∑
i

pi|i〉A〈i| ⊗ ρ̂Bi ) = H(pi) +
∑
i

piS(ρ̂Bi ). (2.18)

(5) Neka je ρ̂A⊗ ρ̂B sta�e sistema A + B. Onda je fon Nojmanova entropija data izrazom

S(ρ̂A ⊗ ρ̂B) = S(ρ̂A) + S(ρ̂B). (2.19)

Od posebnog interesa, tokom kasnijeg izlaga�a, �e biti osobine (3) i (4).

Kvantni analogon izraza (2.14) za me�usobnu informaciju se dobija zamenom Xenon-
ovih izraza sa fon Nojmanovim:

IA:B(ρ̂AB) = S(ρ̂A) + S(ρ̂B)− S(ρ̂AB). (2.20)

U sluqaju izraza (2.13), odgovaraju�a kvantna formulacija nije tako trivijalna.
Uslovna entropija znaqi da poznava�e sta�a sistema A zavisi od sta�a sistema B kada
bi mere�e bilo izvrxeno na sistemu B. Formalno, to znaqi primenu 1-dimenzionalnih
ortogonalnih projektora {Π̂B

i } koji deluju u prostoru sta�a sistema B. Ako bi bio poznat

4Pod nosaqem operatora se podrazumeva vektorski prostor ortogonalan na kernel operatora. U
sluqaju ermitskog operatora, nosaq qini vektorski prostor qiji bazis qine svojstveni vektori ermitskog
operatora.
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rezultat mere�a koji odgovara Π̂B
i na sistemu B, sta�e slo�enog sistema bi onda bilo:

ρ̂A|Π̂Bi
=

1

pi
Π̂B
i ρ̂ABΠ̂B

i , (2.21)

gde je pi = tr(Π̂B
i ρ̂AB) verovatno�a mere�a i-te svojstvene vrednosti neke opservable sis-

tema B.

Generalisani izraz za uslovnu entropiju se onda dobija usred�ava�em entropije po
sta�ima nakon mere�a, tj.:

S(ρ̂A|{Π̂B
i }) =

∑
i

pi S(ρ̂A|Π̂Bi
). (2.22)

Drugi kvantni izraz za uslovnu entropiju, dakle, daje meru klasiqne informacije o
sistemu A koja se mo�e dobiti u zavisnosti od mere�a na sistemu B. Izraz \klasiqna
informacija" je opravdan izrazom za uslovnu entropiju:

JA:B(ρ̂AB){ΠBi } = S(ρ̂A)− S(ρ̂A|{Π̂B
i }), (2.23)

i zavisi ne samo od zajedniqkog sta�a ρ̂AB, nego i od mogu�ih mere�a na sistemu B, for-
malno oznaqenih kao skup projektora {Π̂B

i }. Tako, izraz S(ρ̂A|{Π̂B
i }) govori o kvantnim

korelacijama i o informaciji koja se dobija o podsistemu A mere�em na podsistemu B.
S(ρ̂A) se odnosi na ukupnu informaciju koja se mo�e imati o podsistemu A. Dakle, ra-
zlika dveju posled�ih veliqina govori o klasiqnim korelacijama izme�u sistema A i
sistema B, odnosno klasiqnoj informaciji koja se dobija na podsistemu A. Budu�i da
mere�e u klasiqnoj fizici ne me�a sta�e sistema, JA:B(ρ̂AB){Π̂Bi }

�e imati ve�u vrednost,

xto je uma�ilac u posled�em izrazu (2.23) ma�i, odnosno za izbor projektora {Π̂B
i } koji

ga minimizuju.

Razlika izme�u kvantno-mehaniqih generalizacija izraza za me�usobnu informaciju
daje meru neklasiqnih korelacija koje postoje u zajedniqkom sta�u. Ova razlika zavisi
od projektora izabranih u izrazu za J , i kako je reqeno, od interesa je maksimalna vred-
nost ove veliqine. Otuda se kvantni diskord definixe kao minimum po svim mogu�im
izborima za projektore (strelica pokazuje zdesna na levo, xto govori o informaciji koja
bi se dobila mere�em na podsistemu B) [23, 24]:

D←A:B(ρ̂AB) ≡ min
{Π̂Bi }

[IA:B(ρ̂AB)− JA:B(ρ̂AB)] (2.24)

= min
{Π̂Bi }

[
S(ρ̂B)− S(ρ̂AB) +

∑
i

piS(ρ̂A|Π̂Bi
)

]

xto je, u stvari, procedura optimizacije. Ovo je, u isto vreme, slabo mesto defini-
cije kvantnog diskorda i razlog xto je analitiqki izraz za diskord poznat samo za
neke jednostavnije dvodelne sisteme { u ostalim sluqajevima, kvantni diskord se raquna
numeriqkim metodama [25].
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Neka svojstva kvantnog diskorda su:

A. Kvantni diskord je ne-negativna veliqina, tj. D←A:B(ρ̂AB) ≥ 0.

B. Za sta�e ρ̂AB, D←A:B(ρ̂AB) = 0 akko postoji skup ortogonalnih projektora {Π̂B
i } koji

deluju na prostoru sta�a sistema B takvih da

ρ̂AB =
∑
i

Π̂B
i ρ̂ABΠ̂B

i =
∑
i

τ̂i ⊗ Π̂B
i (2.25)

gde τ̂i = trB[Π̂B
i ρ̂ABΠ̂B

i ].

V. Kvantni diskord je ne-simetriqna veliqina, tj. vrednosti diskorda zavise od toga
odakle potiqe klasiqna informacija, koja bi se fiziqki mogla dobiti mere�em na
jednom podsistemu: D←A:B 6= D→A:B.

G. Kvantni diskord je invarijantan na delova�e lokalnih unitarnih operacija
ÛA⊗ÛB jer se definicija diskorda bazira ne definiciji entropije koja je unitarno
invarijantna.

D. Za qista sta�a, kvantni diskord je isto xto i fon Nojmanova entropija spletenosti
tog sta�a.

�. Vrednost kvantnog diskorda je ograniqena odozgo vrednox�u fon Nojmanove entropije
za sistem na kome je izvrxeno mere�e.

Dokazi gor�ih osobina se mogu na�i u, na primer, [26].
Dakle, kvantni diskord, kao vrsta kvantnih korelacija u dvodelnom sistemu, je po-

sledica toga da je nemogu�e meriti opservablu (pod)sistema a da kvantno sta�e ne bude
prome�eno. Stoga se, sta�e koje je zapisano u taqki 2, gore, naziva potpuno klasiqnim
sta�em (C-C state):

ρ̂C =
∑
i

piΠ̂
A
i ⊗ Π̂B

i (2.26)

jer diskord je nula, a Π̂A
i i Π̂B

i qine komletan skup ortogonalnih projektora xto osigurava
mogu�nost neselektivnog mere�a na podsistemima A ili B za celinu u sta�u (2.26) tako
da sta�e celine bude netaknuto.

Kako je diskord kao mera nesimetriqan, mogu se definisati slede�a sta�a sa ne-
nultim diskordom:

ρ̂C =
∑
i

piΠ̂
A
i ⊗ ρ̂Bi (2.27)

ρ̂C =
∑
i

piρ̂
A
i ⊗ Π̂B

i (2.28)

xto su tzv. klasiqno-kvantna (C-Q state) i kvantno-klasiqna sta�a (Q-C state), redom.
Ova sta�a, zajedno sa sta�em (2.26) sadr�ana su u skupu kvantnih separabilnih sta�a
(v. Def.2.1):

ρ̂C =
∑
i

piρ̂
A
i ⊗ ρ̂Bi . (2.29)

Na slici 2.1 grafiqki je prikazan odnos sta�a o kojima je do sada bilo reqi.
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Slika 2.1: Velika elipsa predstav	a skup svih sta�a sa skupom separabilnih sta�a
u ma�oj elipsi. Linije predstav	aju skup klasiqno korelisanih sta�a (u razliqitim
bazisima). Taqka gde se linije seku predstav	a maksimalno mexano sta�e koje je kla-
siqno u bilo kom bazisu. Na krajevima linija su qista separabilna sta�a. Sva sta�a
koja nisu na ovim linijama imaju ne-nulti kvantni diskord.

Na osnovi svojstva V., gore, i izraza (2.24), jasno je da va�i D←A:B = D→B:A i diskord
o kome je do sada bilo reqi naziva se jednostrani diskord (one-way discord). Blisko
povezana mera korelacija sa jednostranim diskordom je tzv. dvostrani diskord (two-way
discord) definisan kao D↔A:B = max{D←A:B,D→A:B}. Dvodelno sta�e ne sadr�i nikakve
kvantne korelacije ako va�i D↔A:B = 0, odnosno ako je oblika (2.26).

Kvantni diskord diuskutovan do sada je usko povezan sa procesom kvantnog mere�a.
Pored tako definisanog kvantnog diskorda, postoje alternativne definicije koje se
zasnivaju na \relativnom rastoja�u" (definisanom preko odgovaraju�e norme) izme�u
sta�a u Hilbertovom prostoru. To su tzv. distance-based mere neklasiqnih korelacija.
Neke od �ih su: diskord zasnovan na relativnoj entropiji (Relative entropy-based discord)
i geometrijski diskord (Square norm-based discord ili geometric discord) [25]. U ovom
Radu �e od interesa biti kvantni diskord definisan izrazom (2.24).
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3
Osnovni pojmovi i metodi kvantne

teorije otvorenih sistema

Tradicionalno kvantna mehanika vezuje se za Xredingerovu jednaqinu [11]:

ı~
dρ̂(t)

dt
= [Ĥ(t), ρ̂(t)], (3.1)

kojom se opisuje evolucija u vremenu fiziqkog sistema. Gor�a jednaqina poznata je i
pod imenom Liuvij-fon Nojmanova jednaqina (Liouville), pri qemu je Ĥ(t) hamiltonijan
sistema, ρ̂(t) statistiqki operator sistema (\matrica gustine") a ı i ~ su konstante:
imaginarna jedinica i redukovana Plankova (Planck) konstanta, ~ = h/2π. Gore zapisana
jednaqina je Xredingerova jednaqina za statistiqki operator, dok je �en oblik za qisto
sta�e dat ekvivalentnom nestacionarnom Xredingerovom jednaqinom:

ı~
d|Ψ(t)〉
dt

= Ĥ(t)|Ψ(t)〉. (3.2)

U ovom Radu �e od interesa biti opxtiji zapis (3.1) i pod nazivom Xredingerova
jednaqina uvek �e se podrazumevati jednaqina (3.1).

Xredingerova jednaqina je, zapravo, zakon kreta�a kvantne mehanike i kao xto
je poznato, odnosi se na izolovane (isolated) sisteme. U ovom Radu, od interesa �e
biti izolovani (slo�eni) sistemi koji su opisani vremenski nezavisnom (stacionarnom)
Xredingerovom jednaqinom sa odgovaraju�im vremenski nezavisnim hamiltonijanom:

Ĥ = Ĥ0 + V̂ext, (3.3)

gde je Ĥ0 \sopstveni" hamiltonijan, a V̂ext je interakcioni potencijal (spo	ax�e (exter-
nal) po	e) sistema. Pored izolovanih sistema, od interesa su i slo�eni sistemi gde je
V̂ext = 0 za koje je u ovom Radu rezervisan termin \zatvoreni" (closed) kvantni sistemi
(naravno, izme�u konstituenata mogu postojati interakcije)1 { xto znaqi da su zatvoreni

1Uz napomenu da u literaturi ne postoji usaglaxenost u upotrebi termina \izolovan" i \zatvoren":
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kvantni sistemi specijalan sluqaj izolovanih kvantnih sistema.
Izolovani i zatvoreni kvantni sistem mogu se, alternativno, definisati kao sistemi

qija dinamika se opisuje Xredingerovom jednaqinom, vremenski zavisnom i vremenski
nezavisnom, respektivno.

Dakle, Xredingerova jednaqina se tiqe izolovanih i zatvorenih sistema [19] a di-
namika (3.1) ima ekvivalentni \integralni" oblik:

ρ̂(t) = Û(t− t0, t0)ρ̂(t0)Û(t− t0, t0)†, (3.4)

gde je Û(t−t0, t0) unitarni operator vremenske evolucije { u sluqaju vremenski nezavisnog
hamiltonijana dat izrazom:

Û(t− t0) = e−
ı(t−t0)

~ Ĥ , (3.5)

a ρ̂(t0) je statistiqki operator (sta�e sistema) u poqetnom vremenskom trenutku t0.
Kao jedna od fiziqkih situacija gde je standardna kvantna mehanika prime�ena jeste

zraqe�e atoma { najpoznatiji je, svakako, vodonikov atom i �egov spektar. Energijski
nivoi za relativnu qesticu R i odgovaraju�a sta�a se dobijaju rexava�em stacionarne
Xredingerove jednaqine (v. Uvod u kvantne strukture fiziqkih sistema):

ĤR|nlml〉R = En|nlml〉R, (3.6)

gde su nlm odgovaraju�i kvantni brojevi (a sta�e sa kvantnim brojem n = 1 je osnovno
sta�e dok su ostala sta�a pobu�ena).

Budu�i da su sta�a R podsistema stacionarna2, relativna qestica sa energijom En
i u sta�u |nlml〉R bi trebalo i da ostane u tom sta�u. Ali, eksperiment pokazuje dru-
gaqije: atom se deeksituje, tj. relativna qestica prelazi sa pobu�enog na osnovno sta�e.
Postav	a se pita�e zaxto je tako, imaju�i u vidu jednaqinu (3.6) koja se odnosi na
zatvoren sistem, odnosno atom u ovom sluqaju. Problem koji je istaknut je poznat pod
nazivom \problem stabilnosti atoma" [11,19].

Odgovor je na neki naqin oqigledan: atom vodonika nije zatvoren. Gore nije na-
glaxeno, ali podrazumeva se da gore pomenuta deeksitacija se odvija spontano, u smislu
da ne mora biti drugih fiziqkih sistema u blizini, ili u kontaktu sa atomom.

Zapravo, atom je otvoreni (open) sistem u neprestanoj interakciji sa kvantnim vaku-
umom (elektromagnetnog po	a), a kao posledica toga dexavaju se \skokovi u evoluciji" {
evolucija nije unitarna [19] ve� je spo	a izazvana vakuumom (preciznije: tzv. kvantnim
fluktuacijama vakuuma). Kako vakuum nije podsistem atoma, atom se ne mo�e smatrati
zatvorenim, niti se mo�e opisati Xredingerovom jednaqinom (3.6) za unutrax�e (rel-
ativne) stepene slobode.

Pojam otvorenosti je u sredixtu naxih razmatra�a, pa je na redu formalna defini-
cija otvorenosti kvantnog sistema [11]:

neki autori ove termine poistove�uju, neki im daju znaqe�e suprotno od navedenog u ovoj glavi, dok se
kod nekih mogu na�i definicije koje su na neki naqin svojevrsna mexavina ovde usvojenih.

2Preciznije, stacionarno sta�e je oblika |ψn(t)〉 = e−
ı
~Ent|ψn〉. Odgovaraju�a verovatno�a se tiqe

kvadrata modula talasne funkcije |ψn(t)|2 = |ψn|2, odnosno ne zavisi od vremena.
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Definicija 3.1. Fiziqki sistem koji je u neprekidnom i neizbe�nom delova�u sa
bilo kojim drugim fiziqkim sistemom ne mo�e se dinamiqki opisati Xredingerovim
zakonom, te se naziva otvorenim kvantnim sistemom.

Gor�a definicija je, na neki naqin, pravilo u kvantnoj teoriji: svi realni sistemi
su otvoreni. Otvoreni kvantni sistem interaguje sa fiziqkim sistemima izvan sebe, ali
ta interakcija se ne mo�e svesti na spo	ax�e po	e koje se pojav	uje u hamiltonijanu
(3.3), bilo ono vremenski zavisno ili ne (v. da	e) { izvor po	a nije dinamiqki sistem.

Sa metodske taqke gledixta, otvoreni sistem ima osobinu da mu se ne mo�e jed-
noznaqno pripisati hamiltonijan (dok je u sluqaju izolovanog (zatvorenog) sistema to
mogu�e). To se vidi iz izraza (1.8), koji je paradigmatiqan. Naime, iz (1.8), neposredno
sledi da diferencijalna jednaqina, npr. za ~pe ima qlanove koji sadr�e i ~rp. To jest,
dinamiqka jednaqina ne mo�e se izraziti preko operatora koji bi zavisio samo od op-
servabli elektrona { analogno va�i i za proton.

Tako, postaje jasno da za otvorene kvantne sistema nikada ne va�i Xredingerova
jednaqina, te da je dinamika otvorenih sistema neunitarna.

Jedan standardni primer otvorenog sistema je tzv. Braunova (Brown) qestica: qestica
polena baqena u vodu, vrxi nasumiqno, cik-cak kreta�e. Takvo kreta�e je Ajnxtajn
(Einstein) 1905. godine objasnio kao posledicu qestiqne strukture materije [11], odnosno
neprestane interakcije molekula vode sa qesticom polena. Ovde je jasno da je Braunova
qestica ne-izolovani, tj. otvoreni, sistem { Braunova qestica je u stalnim sudarima sa
molekulima vode, koji qine �eno okru�e�e.

Drugi, tako�e standardni, primer za otvoreni kvantni sistem jeste objekat kvantnog
mere�a [11].

Posmatrajmo foton (indeks f) koji pada na polupropusno ogledalo (indeks o), mase
M , xto znaqi da foton mo�e da se odbije, ali i da pro�e kroz ogledalo. Ako je foton
proxao kroz ogledalo, �egov impuls nije se promenio. Ako se foton odbio, onda ogledalo
trpi uzmak, tako da je ukupni impuls saquvan. Ovim dvema situacijama odgovaraju sta�a
|~p〉f |0〉o i |~p′〉f |~p′′〉o, redom, tako da va�i, na osnovi zakona odr�a�a impulsa:

~p′ + ~p′′ = ~p. (3.7)

Kako je ogledalo polupropusno, ukupno sta�e je spleteno:

1√
2

(|~p〉f |0〉o + |~p′〉f |~p′′〉o). (3.8)

Zakon odr�a�a kinetiqke energije glasi:

~p′
2

2m
+

~p′′
2

2M
=

~p2

2m
. (3.9)

U limesu M →∞ drugi qlan u (3.9) te�i nuli, pa sledi

p′ → p.
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Smenom posled�eg izraza u levu stranu (3.7) dobija se

|~p′ + ~p′′| ≤ p′ + p′′ ≈ p+ p′′, (3.10)

tj. p′′ → 0, odnosno ogledalo ne trpi uzmak: �egovo sta�e se ne me�a. U ovom limesu
sta�e (3.8) postaje:

1√
2

(|~p〉f + |~p′〉f )|0〉o. (3.11)

Kada foton pada na polupropusno ogledalo razlikuju se dve fiziqke situacije: a)
ogledalo usled sudara trpi uzmak pa se foton tada mora smatrati otvorenim kvantnim
sistemom koji interaguje sa svojim okru�e�em (u ovom sluqaju sa ogledalom, koje i samo
trpi dinamiqku promenu sta�a) i b) ogledalo je nepomiqno i pojav	uje se kao \spo	ax�e
po	e" za foton [19].

Kao jox jedan primer za otvorenost/zatvorenost fiziqkog sistema mo�e poslu�iti
atom u jakom laserskom po	u { situacija je u neku ruku komplementarna prethodno disku-
tovanoj za foton i ogledalo. Naime, sta�e atoma i po	a mo�e se opisati slede�im
spletenim sta�em:

|Ψ〉 =
1√
2

(|0〉atom|n+ 1〉po	e + |1〉atom|n〉po	e), (3.12)

gde su |0〉atom i |1〉atom osnovno i pobu�eno sta�e atoma, redom, a |n + 1〉po	e i |n〉po	e
oznaqavaju sta�a po	a sa n+ 1, odnosno n fotona.

Budu�i da je od interesa jako lasersko po	e, sta�a po	a |n〉 i |n + 1〉 su praktiqno
(merski) nerazliqiva pa sta�e (3.12) mo�e se zapisati kao:

|Ψ〉 ≈ 1√
2

(|0〉atom + |1〉atom)|n〉po	e, (3.13)

iz qega je jasno da je sada sta�e sistema \atom+po	e" tenzorski proizvod sta�a pod-
sistema, odnosno nema korelacija: atom se ponaxa kao pribli�no zatvoreni sistem. Sa
druge strane, sta�e laserskog po	e se efektivno ne me�a, odnosno ponaxa se kao kla-
siqno, tj. spo	ax�e po	e, sliqno polupropusnom ogledalu iz prethodnog primera. Zato
se za ovakvu dinamiku ka�e i da je hibridna, odnosno \klasiqno-kvantna" { laser je
izvor klasiqnog elektromagnetnog po	a, za atom koji je izolovan sistem.

U klasiqnoj (termodinamiqki ravnote�noj) statistiqkoj fizici, od teorijskog in-
teresa je mikrokanonski ansambl koji predstav	a izolovani, konzervativni sistem. Iz
postavke mikrokanonskog ansambla onda se, na primer, izvodi kanonska raspodela, koja se
tiqe otvorenog sistema koji razme�uje energiju sa svojim okru�e�em (rezervoarom) [27].

Formalni zapis otvorenosti kvantnog sistema, u Hamiltonovom formalizmu, mo�e
se dati kroz jednakost:

Ĥ = ĤS + ĤE + V̂int, (3.14)

gde su ĤS ≡ ĤS ⊗ ÎE i ĤE ≡ ÎS ⊗ ĤE \sopstveni" hamiltonijani me�usobno neinter-
aguju�ih (pod)sistema S (\system") i ostatka koji se uobiqajeno naziva okru�e�em E

(\environment”), dok V̂int ≡ V̂S+E je interakcioni qlan koji se ne mo�e svesti na poten-
cijal V̂ext koji se pojav	uje u (3.3). Kao xto je reqeno ispod Definicije 3.1, podsistem S

(kao i E), nema jednoznaqno definisan hamiltonijan, xto je posledica V̂int 6= 0 i V̂int nije
svodivo na spo	ax�e po	e. Ovo isto iskazano je matematiqkim jezikom kao xto sledi.
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Interakcija u (3.14) je \dvoqestiqna opservabla", dok je \spo	ax�e po	e" u (3.3)
\jednoqestiqna opservabla" xto se formalno iskazuje na slede�i naqin:

A. Izolovani kvantni sistem: V̂ext = V (~̂rSi, ~̂pSi; aj;Ak),

B. Otvoreni kvantni sistem: V̂int = Vint(~̂rSi, ~̂pSi; ~̂rEj, ~̂pEj; ak;Al) .

gde su a i A fiziqki parametri koji se tiqu sistema (S) i okru�e�a (E), redom. Kao xto
se vidi, fraza \jednoqestiqna opservabla" govori o tome da V̂ext deluje samo na Hilber-
tovom prostoru podsistema S i prema tome aditivni je deo hamiltonijana sistema. Sa
druge strane, fraza \dvoqestiqna opservabla" govori o tome da hamiltonijan deluje na
Hilbertovom prostoru (sada otvorenog) sistema i okru�e�a. Drugim reqima, okru�e�e
je dinamiqki sistem, to jest, �egovo sta�e se me�a usled interakcije sa kvantnim sis-
temom kojeg, zbog toga, nazivamo otvorenim. Kao celina, (S + E) predstav	a izolovani,
konzervativni sistem qiji hamiltonijan: (a) je jednoznaqno definisan, i (b) ne zavisi

eksplicitno od vremena, tj. ∂Ĥ
∂t

= 0.
Me�utim, iako je sa gor�im 1. i 2. precizno, matematiqki, data razlika spo	ax�eg

po	a i interakcionog hamiltonijana, fiziqki, u tom pogledu, situacija u slo�enom
sistemu ne mora uvek biti jasna. Kao ilustracija mo�e poslu�iti α-raspad [11].

Naime, efekat se modeluje slobodnom α-qesticom u potencijalnoj jami, xto znaqi
da se me�udelova�e α-qestice sa ostalim nukleonima u jezgru modeluje kao spo	ax�e
(vremenski nezavisno) po	e. Naravno, slede�i korak je rexava�e vremenski nezavisne
Xredingerove jednaqine i proraqun verovatno�e da α-qestica napusti jamu. Sa druge
strane, oqekuje se postoja�e kvantnih korelacija zbog identiqnosti qestica i Kulonove i
jake nuklearne interakcije u jezgru, iz qega bi sledilo da je α-qestica otvoreni kvantni
sistem. Me�utim, uspexnost modelova�a tunelova�a govori da se pomenute interakcije
u jezgru (\dvoqestiqne opservable") efektivno svode na spo	ax�e po	e, odnosno poten-
cijalnu jamu za α-qesticu.

I tu se pojav	uje fundamentalni fiziqki problem: pod kojim uslovima me�udelova�e
u slo�enom sistemu mo�e se svesti na spo	ax�e po	e za posmatrani podsistem? Za sada,
mo�e se re�i: ne postoji opxti rezultat koji bi uspostavio kada interakcioni qlan iz
izraza (3.14) postaje spo	ax�e po	e iz izraza (3.3). Drugim reqima, to je pita�e o
otvorenosti/izolovanosti (pod)sistema, tj. o nepostoja�u kriterijuma za razlikova�e
tih dveju fiziqkih situacija.

Sa (3.14) istaknut je samo jedan od mogu�ih pristupa u teoriji otvorenih kvantnih sis-
tema: \sistem+okru�e�e" (S+E) pristup. Pored ovog pristupa, vredi ista�i da postoje
jox dva: pristup koji koristi modifikovane metode kvantizacije klasiqnih disipa-
tivnih sistema [28] i pristup preko tzv. stohastiqke Xredingerove jednaqine za vektor
sta�a [12, 28]. Opxti zak	uqak je da pristup preko kvantizacije ne daje konzistentne
rezultate, kao i da reprodukuje poznate rezultate za vrlo ograniqen broj sluqajeva (kao
xto su slabo priguxeni linearni sistemi) a teorijske osnove samog pristupa nisu sasvim
uteme	ene [28]. Xto se drugog pristupa tiqe, on je zasnovan na raznim modifikaci-
jama Xredingerove jednaqine. U ovom pristupu neunitarna dinamika se interpretira
u terminima fundamentalnih stohastiqkih procesa u Hilbertovom prostoru, a da bi
se zadr�ala standardna pravila teorije verovatno�e, odgovaraju�a jednaqina kreta�a
postaje neizbe�no nelinearna [28]. Dobra strana ovog pristupa je to xto je numeriqki
superioran u odnosu na druge pristupe u teoriji otvorenih kvantnih sistema. Slaba
strana je xto modifikacije Xredingerove jednaqine moraju biti \upisane rukom", xto
unosi izvesnu meru proizvo	nosti u modelova�e.
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U ovom Radu �e od interesa isk	uqivo biti pristup S + E, koji ne uvodi nove pret-
postavke u odnosu na standardnu kvantnu mehaniku, ve� se osla�a na hipotezu uni-
verzalnog va�e�a Xredingerovog zakona za celinu S + E. Pored toga xto je ovakav
pristup minimalistiqki, on ima potporu u teoremu poznatim pod nazivom Stinespringov
(Stinespring) teorem. U osnovi, teorem govori o tome da se svaki otvoreni sistem mo�e
dopuniti \dodatnim" sistemom, tako da zajedno obrazuju izolovani i konzervativni sis-
tem, za koji po definiciji va�i Xredingerov zakon (v. teorem 3.2.1 u [13]).

Vredi ista�i da u okviru paradigme S+E postoje dva formalizma: ortodoksni i for-
malizam master jednaqina. Prvi pomenuti je baziran na unitarnom operatoru za celinu
S + E, jednaqina (3.4): modelski je nezavisan, ali ne pru�a uvid u deta	e dinamike. U
okviru drugog formalizma razlikuju se dve grupe master jednaqina po naqinu izvo�e�a:
master jednaqine koje se dobijaju primenom Naka
ime-Cvancig projekcionog metoda (v.
Ode	ak 3.3) i master jednaqine koje se dobijaju u okvirima tzv. metoda \integracije po
putu" (za deta	e videti [11]) pri qemu je za obe grupe master jednaqina karakteristiqna
izrazita modelska zavisnost.

3.1 Dinamika kvantnog podsistema

Neka je dinamika slo�enog sistema S + E opisana unitarnom evolucijom, jednaqina
(3.4). Tada se dinamka podsistema S, u trenutku t1, definixe operacijom parcijalnog
traga po stepenima slobode okru�e�a, trE:

ρ̂S(t1) = trE[Û(t1, t0)ρ̂S+E(t0)Û †(t1, t0)], (3.15)

pri qemu je t0 poqetni trenutak. Ekvivalentan zapis, u diferencijalnoj formi, koji
odgovara (3.15) glasi:

ı~
dρ̂S(t)

dt
= trE[Ĥ(t), ρ̂SE(t)], (3.16)

gde je ρ̂S(t) = trE ρ̂SE(t) statistiqki operator podsistema S.

Integralni oblik zakona kreta�a (3.15) uobiqajeno se zapisuje u obliku:

E(t1,t0) : ρ̂S(t0)→ ρ̂S(t1). (3.17)

Dinamiqka mapa E(t1,t0) [13] iz (3.17), deluje nad Banahovim prostorom sta�a3 podsistema
S, B(HS), kojeg qine ermitski operatori sa konaqnom trag-normom, ‖ · ‖1, definisanom
na slede�i naqin:

‖Â‖1 = tr
√
Â†Â = tr

√
Â2,

za proizvo	ni operator Â, Â ∈ B.

Kvantna sta�a otvorenog sistema, reprezentovana odgovaraju�im statistiqkim op-
eratorom, tako�e pripadaju ovom Banahovom prostoru, pri qemu za �ih va�e dodatni

3Banahov (Banach) prostor je kompletan normiran linearan prostor. Svaki Hilbertov prostor je
istovremeno Banahov prostor ali obratno ne va�i.
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uslovi:

ρ̂ ≥ 0 i ‖ρ̂‖1 = 1.

Taj podskup linearnih operatora oznaqava se oznakom B+ i pri tome va�i B+ ⊂ B.
Linearne mape koje deluju na Banahovom prostoru E(B) : B 7→ B, po definiciji qine

dualni prostor B∗ sa indukovanom normom:

‖E‖1 = sup
ρ̂∈B,ρ̂6=0

{‖E(ρ̂)‖1

‖ρ̂‖1

}
.

Mapa definisana izrazom (3.17), u opxtem sluqaju, zavisi od unitarnog operatora
slo�enog sistema, osobina podsistema E, ali i od osobina podsistema S, xto je iskazano
slede�im teoremom [13,29,30]:

Teorem 3.1. Najopxtiji oblik vremenske evolucije (dinamike) kvantnog sta�a ρ̂S
otvorenog sistema dat je (nejednoznaqnim) izrazom

ρ̂S(t1) =
∑
α

K̂α (t1, t0, ρ̂S(t0)) ρ̂S(t0)K̂†α (t1, t0, ρ̂S(t0)) , (3.18)

gde su K̂α (t1, t0, ρ̂S) operatori koji zavise od sta�a ρ̂S u vremenskom trenutku t0.

Dinamika opisana jednakox�u (3.18) mo�e, ali ne mora, predstav	ati fiziqku evolu-
ciju kvantnog sta�a, xto potiqe od qi�enice da dinamiqka mapa predstav	ena izrazom
(3.17) ne mora da quva pozitivnost (odnosno da preslikava statistiqke (pozitivne) ope-
ratore u statistiqke operatore) i jediniqni trag statistiqkog operatora { tada se ka�e
da mapa nije \pozitivna".

U pozadini zavisnosti gor�ih operatora K̂α u (3.18) od poqetnog sta�a ρ̂S(t0) je, u
principu dozvo	eno, postoja�e kvantnih korelacija u poqetnom vremenskom trenutku
izme�u podsistema S i E (videti Glavu 2). Zato se razmatra posebna vrsta dinamiqkih
mapa { univerzalne dinamiqke mape (UDM) u kojima nema zavisnosti od poqetnog sta�a
[13]. Za takve mape va�i teorem:

Teorem 3.2. Dinamiqka mapa je univerzalna akko nema poqetnih korelacija izme�u
podsistema S i E, tj. ρ̂S+E(t0) = ρ̂S(t0)⊗ ρ̂E(t0) gde je ρ̂E(t0) isto za svako sta�e ρ̂S(t0).

Pored toga xto su UDM linearne i pozitivne mape, one imaju jox jedno va�no matem-
atiqko svojstvo. Naime, neka je S+E sistem deo nekog ve�eg sistema S+E+W, pri qemu
W ne interaguje sa S + E. Neka je evolucija podsistema S opisana UDM-om. Tada gor�i
teorem implicira da je u poqetnom vremenskom trenutku t0, ρ̂S+E(t0) = ρ̂S(t0)⊗ ρ̂E(t0), pa
je, poslediqno, za proxireni sistem sta�e oblika ρ̂S+E+W (t0) = ρ̂S+W (t0)⊗ ρ̂E(t0), gde je
ρ̂E(t0) isto za bilo koje ρ̂S+W (t0). Dinamika podsistema S + W je tada data izrazom:

ρ̂S+W (t1) = trE

[
ÛS+E(t1, t0)⊗ ÛW (t1, t0)ρ̂S+W (t0)⊗ ρ̂E(t0)

Û †S+E(t1, t0)⊗ Û †W (t1, t0)
]
.
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Koriste�i spektralnu formu statistiqkog operatora ρ̂E(t0) =
∑

i λi|ψi〉〈ψi| sledi

ρ̂S+W (t1) =
∑
α

K̂α (t1, t0)⊗ ÛW (t1, t0)ρ̂S+W (t0)K̂†α (t1, t0)⊗ Û †W (t1, t0)

= E(t1,t0) ⊗ U(t1,t0) [ρ̂S+W (t0)] , (3.19)

gde je α = {i, j}, K̂{i,j}(t1, t0) =
√
λi〈ψj|ÛS+E(t1, t0)|ψi〉. U (3.19) E(t1,t0) je dinamiqka mapa

podsistema S a mapa U(t1,t0)[·] = ÛW (t1, t0)[·]Û †W (t1, t0) predstav	a unitarnu evoluciju pod-
sistema W. Dakle, dinamika podsistema S+W je tenzorski proizvod zasebnih dinamika,
pa ako je evolucija S podsistema UDM, data gor�im teoremom 3.2, onda za proizvo	nu
unitarnu evoluciju U(t1,t0) sledi da je i mapa E(t1,t0)⊗U(t1,t0) univerzalna dinamiqka mapa.

Reqeno se matematiqki zapisuje:

E(t1,t0) ⊗ U(t1,t0) =
[
E(t1,t0) ⊗ IW

] [
IS ⊗ U(t1,t0)

]
;

zahtev za pozitivnox�u mape E(t1,t0) ⊗ U(t1,t0) (jer I ⊗ U(t1,t0) je unitaran operator, otuda
UDM) name�e i da je E(t1,t0) ⊗ I pozitivna mapa. Mape sa ovakvim svojstvom nazivaju se
kompletno pozitivnim mapama. Uz zahtev da quvaju trag statistiqkog operatora, ovakve
mape u literaturi poznate su pod skra�enicom CPTP (complete positive trace preserving)
mape.

Budu�i da ne mo�e se unapred zanemariti postoja�e sistema W, jasna je fiziqka mo-
tivacija zahteva da UDM mora biti kompletno pozitivno preslikava�e, xto je u skladu
sa Postulatom o verovatno�ama kvantne mehanike [11,19].

Uslov poqetnog faktorisanog sta�a, Teorem 3.2, je uprox�e�e realnih fiziqkih situ-
acija, jer su kvantne korelacije neizbe�ne kao posledica me�usobne interakcije sistema.
Ipak, UDM koje su posledica ove pretpostavke mogu dovo	no dobro da opixu mnoge
realistiqne fiziqke situacije. Kada je poqetno sta�e korelisano, makar to bile samo
klasiqne korelacije (v. Glavu 2) [31], kompletna pozitivnost mo�e biti pod znakom
pita�a.

Najopxtiji zapis UDM-a, u skladu sa Teoremom 3.2, dat je Krausovom dekompozicijom
[12,13,15,32], pri qemu nestaje zavisnost od poqetnog sta�a u izrazu (3.18):

ρ̂S(t1) = E(t1,t0)[ρ̂S(t0)] =
∑
α

K̂α (t1, t0) ρ̂S(t0)K̂†α (t1, t0) , (3.20)

dok uslov kompletnosti ∑
α

K̂†α (t1, t0) K̂α (t1, t0) = Î , (3.21)

sledi kao posledica uslova saquva�a traga tr[ρ̂S(t1)] = 1, za svako poqetno sta�e ρ̂S(t0),
a Î je identiqni operator na prostoru sta�a podsistema S.

Dakle, UDM su kompletno pozitivne mape koje quvaju trag statistiqkog operatora
i mogu biti formalno zapisane kroz dekompoziciju (3.20) { xto je jedna definicija
UDM-a. Pored toga xto UDM quvaju trag operatora, one moraju da preslikavaju skup
statistiqkih operatora u skup statistiqkih operatora.

Budu�i da su od interesa UDM-ovi koji ostav	aju invarijantnim potprostor B+,
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Slika 3.1: Ova slika pokazuje osobine UDM.

slede�a teorema pokazuje se kao va�na za da	a razmatra�a [13]:

Teorem 3.3. Potprostor B+ je invarijantan pod dejstvom linearne mape E akko mapa
quva trag operatora ρ̂ ∈ B+ i ima osobinu kontraktivnosti na B, odnosno va�i

‖E‖1 ≤ 1.

Osobina kontraktivnosti UDM-a na Banahovom prostoru va�na je, jer je k	uqni sas-
tojak dokaza slede�e teoreme [13]:

Teorem 3.4. Za UDM, E(t1,t0), postoji inverzno preslikava�e akko je UDM unitarna
E(t1,t0) = U(t1,t0).

Fiziqki, nepostoja�e inverznog preslikava�a za UDM, u opxtem sluqaju, odslikava
ireverzibilnost dinamike otvorenog kvantnog sistema.

Sa druge strane, kontinualnost UDM-ova u vremenu je deo �ihove definicije. Pret-
postavimo da je poznata evolucija sistema izme�u vremenskih trenutaka t0 i t1, E(t1,t0), i
vremenskih trenutaka t1 i t2, E(t2,t1). Pomenuta kontinualnost bi onda znaqila da za ce-
lokupnu evoluciju izme�u trenutaka t0 i t2, va�i slede�a relacija: E(t2,t0) = E(t2,t1)E(t1,t0).

Me�utim, ako je u poqetnom trenutku t0 i bio ispu�en uslov da nema korelacija izme�u
otvorenog sistema i okru�e�a, ne znaqi nu�no da korelacija ne�e biti u vremenskom
trenutku t1, xto znaqi da je naruxen uslov da mapa bude UDM, odnosno mapa E(t2,t1) nije
UDM. Grafiqki su ove evolucije prikazane na slici 3.1.

Qak ni definisa�em ove mape na slede�i naqin (ako je to mogu�e uqiniti za datu
mapu):

E(t2,t1) = E(t2,t0)E−1
(t1,t0), (3.22)

problem se ne rexava, jer iako je sada, formalno, ispu�eno E(t2,t0) = E(t2,t1)E(t1,t0), po
Teoremi 3.4, E−1

(t1,t0) nije kompletno pozitivna mapa osim ako je unitarna, pa u opxtem
sluqaju mapa E(t2,t1) nije UDM. Dakle, sred�a mapa nikada nije egzaktno UDM.

Posmatrajmo sada unitarnu evoluciju sta�a za celinu izme�u vremenskih t0 i t2, sa
poqetnim sta�em ρ̂S(t0)⊗ ρ̂E(t0) tako da je za vremenski trenutak t1 va�i da je t0 ≤ t1 ≤ t2.

Mape za vremenske intervale (t0, t1) i (t0, t2) date su na slede�i naqin:

trE

[
Û(tj, t0)ρ̂S(t0)⊗ ρ̂E(t0)Û †(tj, t0)

]
= E(tj ,t0) ρ̂S(t0)

= ρ̂S(tj), j = 1, 2. (3.23)
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Da bi naxli me�umapu E(t2,t1), iskoristi�emo dekompozabilnost unitarne evolucije

Û(t2, t0) = Û(t2, t1)Û(t1, t0):

trE

[
Û(t2, t1)

{
Û(t1, t0)ρ̂S(t0)⊗ ρ̂E(t0)Û †(t1, t0)

}
Û †(t2, t1)

]
=

E(t2,t0) ρ̂S(t0). (3.24)

Kao xto se vidi, ovo ne vodi relaciji E(t2,t0) = E(t2,t1)E(t1,t0) za E mapu. Ali, uvode�i tzv.
Bornovu (Born) aproksimaciju

{
Û(t1, t0)ρ̂S(t0)⊗ ρ̂E(t0)Û †(t1, t0)

}
≈ ρ̂S(t1)⊗ ρ̂E(t1),

leva strana jednaqine (3.24) mo�e se zapisati kao:

trE

[
Û(t2, t1)ρ̂S(t1)⊗ ρ̂E(t1)Û †(t2, t1)

]
= E(t2,t1) ρ̂S(t1). (3.25)

Da	e, zame�u�i j = 1 u (3.23) i koriste�i da ρ̂S(t0) = E−1
(t1,t0)ρ̂S(t1) iz (3.23), me�umapa

E(t2,t1) postaje:

E(t2,t1) = E(t2,t0)E−1
(t1,t0). (3.26)

Drugim reqima, kada okru�e�e \ne pamti"4, me�umapa E(t2,t1) je dekompozabilna, odnosno
mo�e se pisati:

E(t2,t0) = E(t2,t1)E(t1,t0). (3.27)

U ovom sluqaju E(t2,t1) je kompletno pozitivna mapa, odnosno UDM.

Na osnovi gore reqenog sledi definicija5:

Definicija 3.2. Pod kvantnim Markov	evim procesom podrazumeva se proces opisan
familijom dinamiqkih mapa E(ti,tj), takvih da va�i uslov razlo�ivosti mape E(t2,t0) =
E(t2,t1)E(t1,t0), t2 ≥ t1 ≥ t0, pri qemu je mapa E(t2,t1) UDM za svaki vremenski trenutak t1.

Drugaqije reqeno, Markov	eve dinamiqke mape imaju osobinu razlo�ivosti i kom-
pletne pozitivnosti za bilo koje intervale evolucije, ali kompletno pozitivne mape ne
moraju biti Markov	eve.

Gore pomenuta neprekidnost dinamiqke mape implicira da se takve mape mogu dovesti
u vezu sa odgovaraju�im diferencijalnim jednaqinama; zapravo, ovakav iskaz je up-
rox�e�e jer neprekidnost je potreban, ali ne i dovo	an uslov za diferencijabilnost.
Ipak, u praksi pretpoststav	a se da je evolucija \dovo	na glatka" da ima smisla govo-
riti o diferencijabilnosti u konaqnom vremenskom intervalu evolucije [13].

4Ova fraza znaqi da je u pita�u tzv. Markov	evo okru�e�e { videti diskusiju vezanu za kvantnu
Markov	evu master jednaqinu (3.32).

5Ova definicija zapravo je kvantna varijanta osnovnog uslova u klasiqnoj teoriji Markov	evih
procesa { tzv. Qepmen-Kolmogorv	evog (Chapman, Kolmogorov) uslova. Ovaj uslov je minimalni uslov
definisa�a markov	evosti, kako u kvantnoj tako i u klasiqnoj teoriji.
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Ako je tako, uzmimo u E(t2,t0), bez gub	e�a opxtosti, da je t2 = t i t0 = 0 i posmatrajmo
razliku

ρ̂(t+ ε)− ρ̂(t) = (E(t+ε,0) − E(t,0))ρ̂(0) = (E(t+ε,t) − 1)E(t,0)ρ̂(0) = (E(t+ε,t) − 1)ρ̂(t),

pri qemu je iskorix�ena osobina dekompozabilnosti Markov	eve mape i podrazumeva se
da je evolucija glatka, odnosno da limes ε→ 0 ima smisla.

Odavde se mo�e dobiti diferencijalna jednaqina za sta�e kvantnog Markov	evog
otvorenog sistema, uz standardnu definiciju izvoda po vremenu:

dρ̂S(t)

dt
= lim

ε→0

ρ̂S(t+ ε)− ρ̂S(t)

ε
= lim

ε→0

[E(t+ε,t) − 1]

ε
ρ̂S(t) = Ltρ̂S(t), (3.28)

gde je, po definiciji, generator evolucije dat izrazom:

Lt = lim
ε→0

[E(t+ε,t) − 1]

ε
. (3.29)

Formalno rexe�e jednaqine (3.28) dato je slede�om familijom dinamiqkih mapa

E(t2,t0) = T e
∫ t2
t0
L(t′)dt′ , (3.30)

gde je T oznaka za operator vremenskog ure�e�a. U kontekstu markov	evosti, dinamika
opisana ovakvom familijom mapa ponekada se naziva vremenski nehomogenom Markov	e-
vom dinamikom.

Ako je generator evolucije vremenski nezavisan, Lt = L, onda rexe�e diferenci-
jalne jednaqine (3.28) je jednoznaqno i oblika je E(t) = eLt. Onda, takva dinamika se,
opet u kontekstu markov	evosti, naziva Markov	evom homogenom dinamikom. Ovakva
dinamika podrazumeva homogenost vremena za podsistem6, xto znaqi da se familija di-
namiqkih mapa iz Definicije 3.2 svodi na polugrupu7. Naime, homogenost vremena znaqi
da poqetni vremenski trenutak nije va�an { od interesa je samo interval vremena pa se

6Uslov homogenosti vremena za podsistem nije ekvivalentan uslovu homogenosti za zatvoren (tj. izolo-
van, konzervativan) sistem. Zatvoren sistem je, po definiciji, takav da je celokupni hamiltonijan
eksplicitno nezavisan od vremena. Me�utim, posled�e reqeno je potreban, ali nije dovo	an uslov za
homogenost vremena za podsistem. Fiziqki sadr�aj, kao i matematiqki jasan uslov, homogenosti vre-
mena za podsistem nije poznat { on se samo \rukom upisuje", tj. uvodi kao matematiqka pretpostavka
bez fiziqki jasnog sadr�aja. Sa druge strane, ako hamiltonijan celine eksplicitno zavisi od vremena,
onda se koristi tzv. Flokeova (Floquet) teorija [12,13].

7Familija linearnih operatora Tt (t ≥ 0) na Banahovom prostoru qini jednoparametarsku polugrupu
ako va�i (I je identiqni operator):

A. TtTs = Tt+s, ∀t, s

B. T0 = I.
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mo�e pisati:

Eµ+ν = EµEν , ∀µ, ν ≥ 0, (3.31)

pri qemu inverzno preslikava�e nije nu�no definisano (jer da jeste, onda bi u pita�u
bila grupa).

Homogeni (jednoparametarski) Markov	evi procesi obuhva�eni su nehomogenim (dvo-
parametarskim) procesima, pa stoga u savremenoj literaturi sve vixe preovla�uje stav
po kome markov	evost dinamiqke mape podrazumeva va�e�e Definicije 3.2.

3.2 Diferencijalni oblik zakona kreta�a za

Markov	eve procese

Kako je istaknuto u prethodnom ode	ku, dinamiqke familije, odnosno polugrupe koje
se tiqu Markov	evih procesa generisane su odgovaraju�im vremenski zavisnim, odnosno
nezavisnim generatorima. Otuda je prirodno postaviti pita�e: kako izgleda generator
kvantnih Markov	evih procesa, Lt u (3.29)?

Odgovor na gor�e pita�e daje slede�i teorem [12,13]:

Teorem 3.5. Kvantna master jednaqina je Markov	eva akko mo�e biti zapisana u ob-
liku (~ = 1)

dρ̂S(t)

dt
= −i[Ĥ(t), ρ̂S(t)] +

∑
k

γk(t)

[
V̂k(t)ρ̂S(t)V̂ †k (t)− 1

2
{V̂ †k (t)V̂k(t), ρ̂S(t)}

]
, (3.32)

gde su Ĥ(t) i V̂k(t) vremenski zavisni operatori, Ĥ(t) je ermitski operator a γk(t) ≥ 0
za svako k i t.

Operator Ĥ(t) nije samo hamiltonijan kvantnog otvorenog sistema S, ve� sadr�i u
sebi renormalizacione qlanove kao posledicu interakcije otvorenog sistema sa okru�e-
�em - takozvani Lembov (Lamb) i Starkov (Stark) pomeraj, koji potiqu od okru�e�a na
T = 0, odnosno T 6= 0, redom. Operatori V̂k(t) su tzv. Lindbladovi (Lindblad) operatori,
a γk(t) su \funkcije priguxe�a", koje se mogu odnositi na procese kvantne disipacije
ili kvantne dekoherencije.

Ova kvantna master 8 jednaqina poznata je pod nazivom GKSL9 master jednaqina [13].

Dakle, markov	evost dinamike izjednaqava se sa slede�im oblikom generatora:

Lρ̂S(t) = −i[Ĥ(t), ρ̂S(t)] +
∑
k

γk(t)

[
V̂k(t)ρ̂S(t)V̂ †k (t)− 1

2
{V̂ †k (t)V̂k(t), ρ̂S(t)}

]
, (3.33)

8Kvantna master jednaqina je uopxte�e pojma master jednaqine koja se, pre svega, sre�e u klasiq-
noj statistiqkoj fizici. Kvantna master jednaqina tiqe se svih matriqnih elemenata statistiqkog
operatora, dok se master jednaqina tiqe samo dijagonalnih elementa u matrici statistiqkog operatora.

9Po autorima koji su do �e doxli: Gorini , Kossakowsk i, Sudarshan i Lindblad .
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odnosno oblika

Lρ̂S(t) = −i[Ĥ, ρ̂S(t)] +
∑
k

γk

[
V̂kρ̂S(t)V̂ †k −

1

2
{V̂ †k V̂k, ρ̂S(t)}

]
, (3.34)

gde je (3.34) specijalan sluqaj (3.33) kada je vreme homogeno za podsistem i imamo ho-
mogeni Markov	ev proces kada generator ne zavisi eksplicitno od vremena { kvantna
master jednaqina (3.34) poznata je pod nazivom Lindbladova kvantna master jednaqina.
Generator (3.34) je invarijantan na unitarnu transformaciju skupa Lindbladovih ope-
ratora. To znaqi da transformacija:

√
γkV̂k →

√
γ′kV̂

′
k =

∑
j ukj
√
γ
j
V̂j ne�e izmeniti

oblik (3.34).
U dokazu teorema 3.5, koji ovde ne�e biti dat, k	uqna pretpostavka je da su osobine

dinamiqke mape iste za svaki trenutak t1, t0 ≤ t1 ≤ t2, odnosno da je sta�e celine
oblika ρ̂S(t1) ⊗ ρ̂E(t1). Ova aproksimacija qesto je unosila zabunu u analizu Markov-
	evih otvorenih kvantnih sistema jer se sticao utisak da celina mora biti u neko-
relisanom sta�u za svaki vremenski trenutak evolucije, odnosno da je interakcija sis-
tema sa okru�e�em slaba { xto u opxtem sluqaju ne mora da va�i. U narednom ode	ku
�e biti istaknuto da se GKSL oblik master jednaqine mo�e dobiti u sluqaju koji je na
neki naqin komplementaran sluqaju slabe interakcije, tzv. singular coupling limit [13].

Nije naodmet podvu�i da se jednaqinom (3.32) opisuje dinamika otvorenog sistema
u limesu slabe ili jake interakcije i da je kao takva aproksimacija egzaktne master
jednaqine (3.16).

Budu�i da je egzaktna master jednaqina, u praksi, nerexiva, kvantna Markov	eva
master jednaqina je dobrodoxla aproksimacija jer izraz (3.32) tiqe se xirokog skupa
diferencijalnih jednaqina kreta�a za raznovrsne fiziqke sisteme, od kojih su mnogi
teme	no eksperimentalno izuqeni: elektromagnetno po	e u xup	ini, stimulisano i
spontano zraqe�e atoma [33], na primer.

Na slici 3.2 prikazan je odnos evolucija za celinu i podsistem, koji va�e uni-
verzalno, bez obzira da li je u pita�u Markov	eva dinamika ili ne.

Slika 3.2: Dijagram pokazuje odnos evolucija za celinu i za podsistem. Sa desne strane,
dole, naznaqena je ekvivalencija zakona kreta�a u integralnoj i diferencijalnoj formi.
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Mogu�a negativnost γk(t) funkcija u master jednaqini (3.32) znaqi da dinamika nije
kompletno pozitivna, pa poslediqno ni Markov	eva, odnosno bar za neke vremenske
trenutke je, kako se ka�e, nemarkov	eva. To je ekvivalentno tvr�e�u da evolucija
otvorenog kvantnog sistema E(t2,t0) = E(t2,t1)E(t1,t0) iz Definicije 3.2 nema osobinu kom-
pletne pozitivnosti za me�umapu {E(t2,t1), t2 ≥ t1 ≥ t0} za svaki trenutak t110. U ovome se
vidi i motivacija definisa�a Markov	evih procesa preko dvoparametarskih familija
{ nisu nemarkov	evski procesi isk	uqivo oni koji su opisani master jednaqinama sa
vremenski zavisnim γk kako se qesto smatra(lo) u postoje�oj literaturi. Xto �e re�i,
na nemarkov	evost gleda se kao na svojstvo dinamike otvorenog kvantnog sistema koje
nije striktno povezano sa samim oblikom master jednaqine. Ovime postaje jasniji in-
teres koji postoji za, do sada predstav	eno, aksiomatsko, izuqava�e markov	evosti, jer
pru�a putokaz ka pita�ima vezanim za nemarkov	evu dinamiku, a sve na rigoroznim,
matematiqkim osnovama, v. npr. [34]. U ovom trenutku, dinamike koje nisu Markov	eve
tema su aktuelnih istra�iva�a u teoriji otvorenih kvantnih sistema, jer radna defini-
cija (hipoteza) nemarkovav	evosti podrazumeva protok informacija od i ka otvorenom
sistemu (suprotno od Definicije 3.2), xto je presudno za ponaxa�e kvantnog hardvera
i kvantno-informatiqke tehnologije zasnovane na tome.

U ovom radu �e od interesa, poglavito, biti Markov	eva dinamika kvantnog sistema
opisiva dinamiqkom polugrupom, odnosno odgovaraju�im master jednaqinama koje su za-
pisive u gore pomenutoj Lindbladovoj formi, sa generatorom (3.34).

Me�utim, aksiomatski pristup uspostav	a matematiqku osnovu teorije otvorenih
kvantnih sistema, ali ne pru�a uvid u deta	e dinamike (hamiltonijan, sta�e slo�enog
sistema, sta�e okru�e�a, jaqina interakcije sa okru�e�em, temperatura okru�e�a i
dr.) koji su posledica fiziqkog modelova�a. Prilaz koji to omogu�ava bazira na tzv.
projekcionom metodu Naka
ime-Cvanciga koji je predstav	en u narednom ode	ku.

3.3 Projekcioni metod Naka
ime-Cvanciga

Metod koji �e ovde biti predstav	en uveli su Naka
ima [35] i Cvancig [36] a savremeno
predstav	a�e metoda mo�e se na�i u [12, 13, 37]. Metod se tiqe izvo�e�a opxteg oblika
dinamike otvorenih kvantnih sistema polaze�i od mikroskopskog modela hamiltoni-
jana slo�enog sistema S + E, bez fenomenoloxkih, fiziqki neopravdanih i sum�ivog
znaqe�a, pretpostavki, kakva je Bornova aproksimacija u standardnom pristupu [12].

Po ovom metodu, na kompozitnom Hilbertovom prostoru H = HS ⊗HE, uvode se pro-
jektori (superoperatori koji deluju na prostoru sta�a celine S+E), P i Q, sa osobinama
idempotentnosti P2 = P , Q2 = Q i PQ = QP = 0, a u skladu sa, na primer, slede�om
definicijom:

P ρ̂ = trE(ρ̂)⊗ ρ̂E, (3.35a)

Qρ̂ = (I − P)ρ̂, (3.35b)

pri qemu ρ̂ ∈ B(H) gde je ρ̂ ≡ ρ̂S+E radi kra�eg pisa�a i ρ̂E ∈ B(HE) je fiksirano sta�e

10Treba imati u vidu da u trenutku pisa�a ovog teksta ne postoji jedinstvena definicija nemarkov-
	evosti. Pomenuto definisa�e nemarkov	evosti mo�e se na�u u [34], na primer.
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okru�e�a koje se najqex�e bira da bude kanonsko sta�e kupatila sa modulom raspodele
β = 1/kT :

ρ̂E = ρ̂th = e−βĤE
(
tre−βĤE

)−1

,

qime metod postaje znatno jednostavniji. Va�no je naglasiti da sta�e okru�e�a ne
sme biti uvedeno uzima�em traga po sistemu, trS(ρ̂), jer bi to vodilo nelinearnosti
superoperatora P a otuda i nelinearnosti kvantne master jednaqine.

Zahteva se da projekcija P ρ̂ sadr�i sve potrebne informacije o redukovanom sta�u
ρ̂S podsistema S, dok Qρ̂ projekcija ne nosi nikakve informacije o kvantnom otvorenom
sistemu. Drugaqije reqeno, sve xto se o podsistemu S mo�e saznati sadr�ano je u statis-
tiqkom operatoru ρ̂S = trEP ρ̂.

Polaze�i od Liuvij-fon Nojmanove jednaqine (3.1) za slo�eni sistem S + E (V̂SE ≡ V̂
opet radi kra�eg pisa�a) (~ = 1)

dρ̂(t)

dt
= −ı[ĤS + ĤE + V̂ , ρ̂(t)], (3.36)

i delova�em projekcionih operatora sledi:

d

dt
P ρ̂(t) = −ıP [ĤS + ĤE + V̂ , ρ̂(t)], (3.37)

d

dt
Qρ̂(t) = −ıQ[ĤS + ĤE + V̂ , ρ̂(t)]. (3.38)

Prelaze�i na interakcionu sliku,

ˆ̃ρ(t) = ei(ĤS+ĤE)tρ̂(t)e−ı(ĤS+ĤE)t,

i uzimaju�i u obzir da va�i:

trE[ ˆ̃ρ(t)] = trE

[
eı(ĤS+ĤE)tρ̂(t)e−ı(ĤS+ĤE)t

]
= eiĤSttrE

[
eıĤEtρ̂(t)e−ıĤEt

]
e−ıĤSt = eıĤSttrE[ρ̂(t)]e−ıĤSt = ˆ̃ρS(t), (3.39)

sledi da su projekcioni operatori invarijantni u odnosu na ovakvu transformaciju, pa
iz (3.37) i (3.38) sledi [12,13]:

d

dt
P ˆ̃ρ(t) = −ıP [Ṽ (t), ˆ̃ρ(t)], (3.40)

d

dt
Q ˆ̃ρ(t) = −ıQ[Ṽ (t), ˆ̃ρ(t)]. (3.41)

Uvo�e�em notacije V(t)· ≡ −ı[Ṽ (t), ·] i identiqnog superoperatora I = P +Q izme�u
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V(t) i ˆ̃ρ(t) posled�e dve jednaqine mogu biti zapisane kao:

d

dt
P ˆ̃ρ(t) = PV(t)P ˆ̃ρ(t) + PV(t)Q ˆ̃ρ(t), (3.42)

d

dt
Q ˆ̃ρ(t) = QV(t)P ˆ̃ρ(t) +QV(t)Q ˆ̃ρ(t). (3.43)

Formalnim integra	e�em (3.42) sledi:

P ˆ̃ρ(t) = P ρ̂(0) +

∫ t

0

dsPV(s)P ˆ̃ρ(s) +

∫ t

0

dsPV(s)Q ˆ̃ρ(s). (3.44)

Homogena diferencijalna jednaqina, koja se tiqe (3.43), je:

d

dt
Q ˆ̃ρ(t) = QV(t)Q ˆ̃ρ(t),

i ima rexe�e dato propagatorom:

G(t, s) = T e
∫ t
s dt
′QV(t′),

gde je T operator vremenskog ure�e�a.

Znaju�i ovo, opxte rexe�e za (3.43) �e biti oblika:

Q ˆ̃ρ(t) = G(t, 0)Q ˆ̃ρ(0) +

∫ t

0

dsG(t, s)QV(s)P ˆ̃ρ(s). (3.45)

Zame�uju�i ovo rexe�e u (3.42) sledi:

P ˆ̃ρ(t) = P ρ̂(0) +

∫ t

0

dsPV(s)P ˆ̃ρ(s) +

∫ t

0

dsPV(s)G(s, 0)Q ˆ̃ρ(0)

+

∫ t

0

ds

∫ s

0

duPV(s)G(s, u)QV(u)P ˆ̃ρ(u). (3.46)

xto je integralna verzija takozvane generalisane Naka
ima-Cvancigove master jedna-
qine:

d

dt
P ˆ̃ρ(t) = PV(t)P ˆ̃ρ(t) + PV(t)G(t, 0)Q ˆ̃ρ(0) +

+

∫ t

0

duPV(t)G(t, u)QV(u)P ˆ̃ρ(u). (3.47)

Da bi se uprostila ova jednaqina koriste se dve pretpostavke. Prva je da va�i
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PV(t)P = 0, xto znaqi:

PV(t)P ˆ̃ρ(t) = −ıtrE[ ˆ̃V (t), ˆ̃ρS ⊗ ˆ̃ρE]⊗ ˆ̃ρE = −ı
[
trE

(
ˆ̃V (t)ˆ̃ρE

)
, ˆ̃ρS

]
⊗ ˆ̃ρE = 0,

i xto implicira trE

(
V̂ ρ̂E

)
= 0, odnosno uzimaju�i u obzir interakcioni hamiltonijan

oblika (3.53), znaqi da va�i trEB̂kρ̂E = 0, xto je skoro uvek ispu�eno u praksi [13].
Druga pretpostavka tiqe se poqetnog sta�a slo�enog sistema: ρ̂(0) = ρ̂S(0) ⊗ ρ̂E(0),

odnosno Qρ̂(0) = 0, xto je potrebno da bi dinamiqka mapa bila univerzalna (UDM),
videti teorem 3.2.

Zbog ovih dveju pretpostavki drugi i tre�i qlan u (3.47) otpadaju i sledi integro-
diferencijalna jednaqina:

d

dt
P ˆ̃ρ(t) =

∫ t

0

duK(t, u)P ˆ̃ρ(u), (3.48)

gde je kernel integralnog operatora master jednaqine:

K(t, u) = PV(t)G(t, u)QV(u). (3.49)

Da bi master jednaqina (3.48) imala oblik koji garantuje markov	evost dinamike,
potrebno je transformisati desnu stranu izraza (3.48) u generator oblika (3.33), odnosno
(3.34) za homogene Markov	eve procese. Ono xto se qini kao najjednostavnija mogu�nost
je da se pretpostavi da se K(t, u) ponaxa kao delta funkcija u odnosu na ˆ̃ρ(u) qime se
ukida integracija. Da bi to bilo mogu�e, nu�no je da tipiqno vreme sistema S, τS,
bude mnogo du�e od vremena karakteristiqnog za okru�e�e, τE, koje karakterixe kojom
brzinom opada K(t, u) kada |t− u| � 1.

Ispostav	a se da je to mogu�e u graniqnim sluqajevima za koje va�i τS/τE →∞, [13]:

• Limes slabe interakcije. Zapiximo interakciju kao V → αV , gde α predstav	a
konstantu kuplova�a. Poxto je pretpostavka da je to mala veliqina, sa �enim
varira�em i ˆ̃ρ(u) �e se me�ati sporo, pa �e biti τS →∞, odnosno τS/τE →∞ za τE
fiksirano.

• Limes jake interakcije. Ovo je, na neki naqin komplementaran sluqaj prethodnom,
jer ovde τE → 0, xto je samo po sebi dovo	no da seK(t, u) ponaxa kao delta funkcija.

U ovom radu, �e pre svega od interesa biti limes slabog kuplova�a, xto je predstav-
	eno u slede�em ode	ku.

Ovi uslovi koji vode zakonu kreta�a koji ima oblik Markov	eve master jednaqine
(3.34), kao i qi�enica da definicija (3.35a) daje tenzorski proizvod sta�a oblika
ρ̂S(t)⊗ ρ̂E, zame�uje Bornovu aproksimaciju pomenutu u ode	ku 3.1 i time odbacuje �ena
pogrexna fiziqka tumaqe�a.

Naime, kao xto je u Ode	ku 3.1 napomenuto, zahtev da sta�e celine S+E bude u svakom
trenutku pribli�no tenzorski proizvod sta�a podsistema protumaqen je kao posled-
ica slabe interakcije u S + E sistemu, a fiziqki je \objax�eno" kratkim pam�e�em
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okru�e�a. Intuitivno, smatra se da Bornova aproksimacija podrazumeva, ne samo slabu
interakciju, ve� i va�e�e markov	evosti dinamike samo za vremenske intervale koji
moraju biti du�i od vremena koje je potrebno okru�e�u da \zaboravi" dinamiku, qime
se obezbe�uje vremenska lokalnost dinamike (koja je oqigledna u (3.33), odnosno u (3.34)).
Vremenska lokalnost je u metodu Naka
ime-Cvanciga obezbe�ena uslovom oxtro opadaju-
�eg kernela (3.49). Do�a granica vremenskih intervala za koje ima smisla markov	evost
se u metodu Naka
ime-Cvanciga tako�e ne mo�e izbe�i a definisana je karakteristiqnim
vremenom za okru�e�e, koje je gore oznaqeno sa τE.

Tako, mo�e se re�i da metod Naka
ime-Cvanciga obezbe�uje sistematiqan, fiziqki
neprotivureqan pristup u dobija�u Markov	eve dinamike, kako za slabe, tako i za jake
interakcije, ali ne i za \proseqno" jake interakcije u izolovanom sistemu S+E. U ovom
kontekstu sada Bornova aproksimacija postaje zgodna dosetka da bi se matematiqki doxlo
do Markov	eve dinamike, ali sa fiziqkim sadr�ajem ograniqenim na slabe interakcije.
Drugim reqima, Naka
ime-Cvanciga metod, za sada, nema alternativu za fiziqki nepro-
tivureqan i opxti pristup dinamici otvorenih sistema, bili oni Markov	evi, ili ne.

Me�utim, postupak projektova�a taqnog sta�a ima za posledicu gub	e�e informa-
cije o slo�enom sistemu i, qini se, nepovratno vodi nemogu�nosti dub	eg fiziqkog
uvida u odgovor na pita�e fiziqkog opravda�a za pribli�ni tenzorski proizvod sta�a
celine S+E u svakom trenutku, xto je shodno do sada reqenom potreban uslov da dinamika
otvorenog kvantnog sistema bude Markov	eva, Definicija 3.2.

3.4 Limes slabe interakcije

Qine�i eksplicitnom konstantu interakcije V̂ → αV̂ (otuda i V → αV ) i razvijaju�i
kernel (3.49) po α, u limesu slabe interakcije sledi:

K(t, s) = α2PV(t)QV(s) +O(α3), (3.50)

xto zajedno sa uslovom PV(t)P = 0 daje Bornovu aproksimaciju jednaqine (3.48):

d

dt
P ˆ̃ρ(t) = α2

∫ t

t0

dsPV(t)V(s)P ˆ̃ρ(s).

Iz posled�e jednaqine, nakon operacije traga po stepenima slobode okru�e�a i ko-
riste�i, u prethodnom ode	ku uvedenu, definiciju V(t)· ≡ −ı[Ṽ (t), ·], sledi:

d

dt
ˆ̃ρS(t) = −α2

∫ t

t0

dstrE[ ˆ̃V (t), [ ˆ̃V (s), ˆ̃ρS(s)⊗ ρ̂th]]. (3.51)

Primetiti da nije potrebno da se pretpostav	a da je sta�e u svakom vremenskom trenutku
evolucije ρ̂th: sta�e oblika ˆ̃ρS(s) ⊗ ρ̂th pojav	uje se kao posledica primene projekcionog
operatora.

Bez gub	e�a opxtosti mo�e se za poqetni vremenski trenutak uzeti t0 = 0 a smenom

44



Glava 3. Osnovni pojmovi i metodi kvantne teorije otvorenih sistema

varijable s sa t− s u gor�i integral postaje

d

dt
ˆ̃ρS(t) = −α2

∫ t

0

dstrE[ ˆ̃V (t), [ ˆ̃V (t− s), ˆ̃ρS(t− s)⊗ ρ̂th]].

Oqekuje se da ova jednaqina va�i u limesu α → 0, s tim xto je u limesu promena ˆ̃ρS
je sve ma�a i ma�a: da bi se stekao uvid u dinamiku zgodno je izvrxiti reskalira�e
vremena faktorom α2 { u suprotnom desna strana gor�e jednaqine te�i nuli. Prema
tome, u limesu α → 0 gor�a granica integracije uzima se da je beskonaqna. Sa druge

strane, da bi integral ostao konvergentan, funkcije trE[ ˆ̃V (t), [ ˆ̃V (t − s), ρ̂th]] moraju da
opadaju dovo	no brzo, xto �e biti sluqaj ako su pomenute funkcije neperiodiqne. To
je ispu�eno ako okru�e�e ima beskonaqan broj stepeni slobode, jer u suprotnom postoji
konaqno vreme rekurencije.

Kako se sta�e ˆ̃ρS me�a veoma sporo u limesu α → 0, mo�e se uzeti za konstantno

u okviru vremenskog intervala τE u okolini s = 0 gde je izraz trE[ ˆ̃V (t), [ ˆ̃V (t − s), ρ̂th]]
razliqit od nule i tada se dobija:

d

dt
ˆ̃ρS(t) = −

∫ ∞
0

dstrE[ ˆ̃V (t), [ ˆ̃V (t− s), ˆ̃ρS(t)⊗ ρ̂th]]. (3.52)

Prethodno reqeno osla�a se na tzv. Dejvisovu (Davies) teoremu, koja daje dovo	ne uslove
za egzistenciju limesa slabe interakcije, uz potreban uslov o beskonaqnom broju stepeni
slobode okru�e�a [13].

Budu�i da je poqetno sta�e oblika ρ̂(t0) = ρ̂S(t0)⊗ ρ̂th, prirodno je oqekivati (u skladu
sa Ode	kom 3.1) da je evolucija sistema S opisana kompletno pozitivnom mapom. Ali,
posled�a jednaqina (3.52) ne garantuje kompletnu pozitivnost evolucije, pa ispostav	a
se da je nu�no uvo�e�e dodatne pretpostavke.

Naime, interakcioni hamiltonijan mo�e biti zapisan kao:

V̂ =
∑
k

Âk ⊗ B̂k, (3.53)

pri qemu svaki Âk mo�e biti razlo�en na sumu svojstvenih operatora superoperatora
[ĤS, ·]

Âk =
∑
ω

Âk(ω), (3.54)

gde je

[ĤS, Âk(ω)] = −ωÂk(ω). (3.55)

Sa druge strane, kompleksno konjugova�e daje:

[ĤS, Â
†
k(ω)] = ωÂ†k(ω),
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a budu�i da je V̂ ermitski operator, u interakcionoj slici �e biti

ˆ̃V (t) =
∑
ω,k

e−iωtÂk(ω)⊗ ˆ̃Bk(t) =
∑
ω,k

eiωtÂ†k(ω)⊗ ˆ̃B†k(t).

Zame�uju�i gor�u dekompoziciju za ˆ̃V (t− s) preko Âk(ω) i ˆ̃V (t) preko Â†k(ω) u jednaqinu
(3.53), a nakon razvija�a komutatora sledi:

d

dt
ˆ̃ρS(t) =

∑
ω,ω′

∑
k,`

ei(ω
′−ω)tΓk`(ω)[Â`(ω)ˆ̃ρS(t), Â†k(ω

′)]

+ei(ω−ω
′)tΓ∗`k(ω)[Â`(ω

′), ˆ̃ρS(t)Â†k(ω)], (3.56)

gde su uvedene veliqine:

Γk`(ω) =

∫ ∞
0

dseiωsTr
[

ˆ̃B†k(t)
ˆ̃B`(t− s)ρ̂th

]
=

∫ ∞
0

dseiωsTr
[

ˆ̃B†k(s)B̂`ρ̂th

]
, (3.57)

pri qemu je posled�i red posledica toga xto ρ̂th komutira sa e
iĤEt.

U jednaqini (3.56) qlanovi sa razliqitim frekvencijama brzo osciluju u okolini
nule sve dok va�i |ω′ − ω| � α2, pa koriste�i tzv. sekularnu aproksimaciju u limesu
slabe interakcije dobija se:

d

dt
ˆ̃ρS(t) =

∑
ω

∑
k,`

Γk`(ω)[Â`(ω)ˆ̃ρS(t), Â†k(ω)] + Γ∗`k(ω)[Â`(ω), ˆ̃ρS(t)Â†k(ω)]. (3.58)

Matrica Γk`(ω) mo�e se razlo�iti na zbir ermitske i kosoermitske matrice

Γk`(ω) =
1

2
γk`(ω) + iSk`(ω),

pri qemu su

Sk`(ω) =
1

2i
[Γk`(ω)− Γ∗`k(ω)],

i

γk`(ω) = Γk`(ω) + Γ∗`k(ω) =

∫ ∞
−∞

dseiωstr
[

ˆ̃B†k(s)B̂`ρ̂th

]
,

ermitske matrice. Tada jednaqina (3.58) dobija slede�i oblik:

d

dt
ˆ̃ρS(t) = −i[ĤLS, ˆ̃ρS(t)] +D[ ˆ̃ρS(t)], (3.59)
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gde je

ĤLS =
∑
ω

∑
k,`

Sk`Â
†
k(ω)Â`(ω),

ermitski operator koji komutira sa sopstvenim hamiltonijanom otvorenog sistema ĤS,
kao posledica relacije (3.55). Operator ĤLS poznat je pod nazivom Lembov pomeraj11,
jer renormalizuje energijske nivoe sopstvenog hamiltonijana sistema, a kao posledica
interakcije sistema sa okru�e�em. Tzv. disipator, D, u (3.59) dat je izrazom:

D[ ˆ̃ρS(t)] =
∑
ω

∑
k,`

γk`(ω)

[
Â`(ω)ˆ̃ρS(t)Â†k(ω)− 1

2
{Â†k(ω)Â`(ω), ˆ̃ρS(t)}

]
. (3.60)

Vra�aju�i se na Xredingerovu sliku, master jednaqina tada glasi:

d

dt
ρ̂S(t) = −i[ĤS + ĤLS, ρ̂S(t)] +D[ρ̂S(t)]. (3.61)

Mo�e se pokazati da Γk`(ω) u (3.60) qine pozitivnu matricu za svako ω [12,13]. Pozi-
tivna matrica mo�e biti dijagonalizovana uz pomo� unitarne transformacije, qiji su
matriqni elementi ukl: svojstvene vrednosti na dijagonali obele�imo sa γk. Uvode�i
nove operatore Âl =

∑
k uklV̂k dobija se forma disipatora kakva je u (3.34), odnosno

Lindbladova kvantna master jednaqina.

To znaqi da (3.61) garantuje kompletnu pozitivnost dinamike otvorenog sistema i
definixe odgovaraju�u Markov	evu master jednaqinu, odnosno kompletno-pozitivnu po-
lugrupu.

3.5 Pojam kvantne dekoherencije

Kako je ve� u prvoj glavi istaknuto, realni sistemi, pored strukture, izme�u osta-
log, poseduju jox jedan atribut, a to je otvorenost, v. Definiciju 3.1. Deo kvantne
teorije otvorenih sistema gde je od interesa me�udelova�e otvorenog sistema i �egovog
okru�e�a, sa odre�enim tipom interakcije (v. dole), naziva se teorijom dekoheren-
cije [11, 37].

Izraz \dekoherencija" u literaturi se koristi za razliqite, mada u poneqemu srodne,
procese kao xto su kvantna disipacija, kvantna difuzija, kvantno mere�e, dekoheren-
cija u �urekovoj (Zurek) teoriji dekoherencije i drugo [11, 37]. Svima �ima zajed-
niqko je gaxe�e vandijagonalnih elemenata redukovanog statistiqkog operatora (u datoj
reprezentaciji) za otvoreni (pod)sistem, xto je elementarni pojam procesa dekoheren-
cije. Ovde �e od interesa biti isk	uqivo znaqe�e dekoherencije koje je uveo �urek i
koje je dato slede�om definicijom:

11Na ovom mestu termin Lembov pomeraj koristi se u xirem smislu, dok u u�em smislu koristi se
kada je okru�e�e na T = 0. Lembov pomeraj u xirem smislu obuhvata i Starkov pomeraj koji se odnosi
na sluqaj okru�e�a T 6= 0.
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Definicija 3.3. Pod procesom dekoherencije podrazumeva se dinamiqko uspostav	a�e
okru�e�em indukovanih, efektivnih superselekcionih pravila na prostoru sta�a
otvorenog kvantnog sistema.

Superselekciona pravila podrazumevaju da prostor sta�a sistema S, kojeg se ta prav-
ila i tiqu, mo�e biti razlo�en na ortogonalnu sumu svojih potprostora:

HS = ⊕nHn. (3.62)

Dakle, proces dekoherencije uspostav	a dinamiqku zabranu superpozicije sta�a koja
pripadaju razliqitim potprostorima (superselekcionim sektorima12), pa je sta�e pod-
sistema opisano statistiqkim operatorom.

Postoja�e superselekcionih sektora je dinamiqki indukovano odgovaraju�om inter-
akcijom izme�u sistema i okru�e�a ĤS+E (ĤS i ĤE su sopstveni hamiltonijani sistema
i okru�e�a, redom):

Ĥ = ĤS + ĤE + ĤS+E, (3.63)

koja je zadata u slede�em obliku:

ĤS+E =
∑
n,m

γnmP̂Sn ⊗ Π̂Em + Ĥ ′ (3.64)

gde su P̂Sn i Π̂Sm projektori sistema i okru�e�a, a Ĥ ′ je qlan po normi mali u odnosu na
prvi qlan i ne komutira sa projektorima. Ovaj posled�i qlan mo�e se zanemariti [11].

Pod praktiqno opxte korix�enom pretpostavkom da je interakcija u slo�enom sis-
temu S+E dominantna u odnosu na sopstvene hamiltonijane sistema i okru�e�a, operator
unitarne evolucije glasi:

Û(t) ∼= Ûint(t) = e−
ıt
~ ĤS+E ,

pa je sta�e celine sistem+okru�e�e:

|Ψ(t)〉C =
m∑
k=1

√
λm|ϕm〉S ⊗ |χm(t)〉E. (3.65)

Upravo projektori sistema P̂Sn odre�uju razlaga�e prostora sta�a (3.62), a svaki bazis
prilago�en ovoj dekompoziciji naziva se bazisom brojaqa13 (“pointer basis”). Za sta�a
koja pripadaju bazisu brojaqa zahteva se da budu robusna, odnosno relativno stabilna u
toku me�udelova�a sistema sa okru�e�em, pri qemu dinamika celine S + E je i da	e

12Kako je poznato, superselekciona pravila posledica su zapa�a�a da superpozicije proizvo	nih
sta�a ne moraju biti ostvarive u prirodi: na primer, superpozicija sta�a fotona i elektrona, super-
pozicija sta�a qestica sa razliqitim naelektrisa�ima i dr.

13Taj bazis qine ortogonalna, ili pribli�no ortogonalna sta�a. Pribli�na ortogonalnost odnosi
se na sluqaj kada u interakciji (3.64) nije zanemaren mali qlan Ĥ ′, v. [11].
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unitarna. Ovaj zahtev se, formalno, izra�ava na slede�i naqin:

Û(t)|ϕm〉S ⊗ |χ〉E = |ϕm〉S ⊗ |χm(t)〉E. (3.66)

Za sta�a realnog oku�e�a (tj. za okru�e�e sa, praktiqno, beskonaqnim brojem ste-
peni slobode) ispostav	a se da su pribli�no ortogonalna, tj. u pita�u je efektivna
ortogonalnost [11]:

lim
t→∞ E〈χn(t)|χm(t)〉E ≈ δnm,

na osnovi qega mo�e se oqekivati kvazidijagonalna forma za statistiqki operator sis-
tema.

Gore pomenuti superselekcioni potprostori su jedinstveni, dok bazis brojaqa nije:
jasno je da se iz potprostora koji figurixu u (3.62) mogu (u principu) izdvojiti razli-
qiti bazisi.

Dekompozicija na ortogonalne potprostore neposredno omogu�uje uvo�e�e tzv. \op-
servable brojaqa" qiji su svojstveni potprostori bax oni koji su definisani dekompozi-
cijom (3.62). U spektralnom zapisu, opservabla brojaqa �e glasiti:

ÂS =
∑
n

anP̂Sn,

sa osobinom da je ispu�ena slede�a jednakost:

[ÂS ⊗ ÎE, ĤS+E] = 0. (3.67)

Sve opservable qiji svojstveni bazisi su adaptirani na dekompoziciju (3.62) onda
komutiraju sa opservablom ÂS dok me�usobno ne moraju da komutiraju. Pomenuto komu-
tira�e opservabli sliqno je komutira�u varijabli u klasiqnoj fizici, pa za opservablu
brojaqa ka�e se da je nosilac pribli�nih klasiqnih osobina otvorenog sistema a �eno
postoja�e mo�e se smatrati za alternativnu definiciju procesa dekoherencije.

Istaknuto je da je klasiqnost pribli�na, xto zahteva dodatni komentar. Reqeno je
da opservable koje komutiraju sa opservablom brojaqa ne moraju me�usobno da komutiraju,
xto je u neskladu sa klasiqnom fizikom gde sve opservable (varijable) podsistema komu-
tiraju { otuda pribli�nost klasiqnosti. Pribli�na klasiqnost koju uspostav	a proces
dekoherencije mo�e se posmatrati i iz perspektive sta�a, taqnije gore naglaxenih robus-
nih sta�a: robustnost se smatra osnovnom fenomenolxkom osobinom klasiqnih sta�a.
Robusna sta�a koja pripadaju razliqitim supereselekcionim potprostorima me�usobno
dekoheriraju i predstav	aju me�usobno razliqiva sta�a, xto je osobina klasiqnih sis-
tema. Fiziqki to znaqi da mere�e na otvorenom sistemu ne vodi naruxe�u superselek-
cionih pravila, osim ako je u pita�u mere�e neke opservable na otvorenom sistemu koja
ne komutira sa opservablom brojaqa. Mere�em takve opservable bila bi uspostav	ena
nova supereslekciona pravila, koja bi odre�ivala \neku drugu klasiqnost", xto govori
da je klasiqnost uvedena dekoherencijom uslovna.

Dakle, proces dekoherencije izdvaja one stepene slobode koji se \ponaxaju klasiqno"
i uspostav	a �ihovu pribli�nu (uslovnu, delimiqnu) klasiqnost, odnosno klasiqnu
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realnost14.
Nije naglaxeno, ali sistem S sam po sebi mo�e imati strukturu: proces dekoheren-

cije, u principu, mo�e se ticati, ili pojedinih stepeni slobode (podsistema), ili svih
stepeni slobode. Name�e se pita�e da li se mo�e predvideti struktura koja �e biti
robusna na uticaj okru�e�a, u duhu relacije (3.66), odnosno o strukturi o kojoj mo�e da
se govori kao o (pribli�no) klasiqnoj?

U literaturi koja se tiqe teorije dekoherencije qesto se pre�utno pretpostav	a da,
budu�i da su realni sistemi (sa ili bez strukture) otvoreni, da je odvija�e procesa
dekoherencije univerzalna pojava. Me�utim, ispostav	a se da se o univerzalnosti ne
mo�e govoriti, xto je pokazano u [38, 39], odnosno da se mo�e definisati efektivni
potrebni uslov za odvija�e procesa dekoherencije { ispostav	a se da su osobine inter-
akcionog hamiltonijana od suxtinskog znaqaja. Req je o slede�im osobinama: a) Separa-
bilnost interakcionog hamiltonijana i b) \nenaruxavaju�i (non-demolition) karakter",
[Ĥint(t), Ĥint(t

′)] = 0 (t i t′ su razliqiti vremenski trenuci).
Pre nego se formulixe pomenuti potrebni uslov, potrebni su slede�i teorem i jedna

lema [11]:

Teorem 3.6. Polaze�i od opxteg zapisa:

ĤS+E =
∑
i,j

∑
mi,nj

Cminj Â
mi
Si ⊗ B̂

nj
Ej (3.68)

interakcioni hamiltonijan mogu�e je (nejednoznaqno) prepisati u oblik:

ĤS+E =
∑
k

ĈSk ⊗ D̂Ek, (3.69)

gde opservable ĈSk =
∑

i,mi
α

(k)
mi Â

mi
Si i D̂Ek =

∑
j,nj

β
(k)
nj B̂

nj
Ej qine skupove linearno nezavis-

nih opservabli sistema, tj. okru�e�a, redom.

Lema 3.1. Interakcioni hamiltonijan oblika (3.69) je separabilan, akko va�e oba
uslova:

[ĈSk, ĈSk′ ] = 0, ∀k, k′,
[D̂Sk, D̂Sk′ ] = 0, ∀k, k′.

Jasno je da je gore navedeni interakcioni hamiltonijan (3.64) pribli�no separabilan
(i vodi pribli�nom bazisu brojaqa i pribli�noj opservabli brojaqa) te zanemariva�em
malog qlana mo�e se govoriti o egzaktno separabilnom interakcionom hamiltonijanu,
xto je qesto korix�ena aproksimacija.

Sada se mo�e iskazati potrebni uslov za odigrava�e procesa dekoherencije slede�im
teoremom [38,39]:

14Ovo se mo�e iskazati i na slede�in naqin: proces dekoherencije uvodi pribli�nu klasiqu realnost
za otvoreni podsistem i ne mo�e se govoriti o egzaktnoj klasiqnosti jer bi to znaqilo da je prob-
lem mere�a rexen, odnosno da se iz tog egzaktno klasiqnog sistema mo�e dobiti maksimum klasiqnih
informacija.
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Teorem 3.7. Interakcija u dvodelnom sistemu koja je separabilna i koja ispu�ava uslov
[ĤS+E(t), ĤS+E(t′)] = 0 za proizvo	ne vremenske trenutke efektivni je potrebni uslov
za odvija�e procesa dekoherencije.

Ovaj, posled�i, teorem uspostav	a pravilo da za neseparabilne interakcione hamil-
tonijane15 nema procesa dekoherencije, i to u principu. Dakle, ne mo�e se za svaki
otvoreni kvantni sistem oqekivati odvija�e procesa dekoherencije: dekoherencije po
pravilu nema za neseparabilne hamiltonijane, kao i za hamiltonijane koji nisu non-
demolition.

Naravno, interakcioni hamiltonijan deo je celokupnog hamiltonijana. Kada se gov-
ori samo o interakcionom hamiltonijanu podrazumeva se da su sopstveni hamiltonijani
sistema i okru�e�a mali po normi u odnosu na interakcioni hamiltonijan. Ako su
po normama sopstveni i interakcioni hamiltonijan pribli�ni, onda je separabilnost
celokupnog hamiltonijana dovo	an uslov za odvija�e procesa dekoherencije [38,39].

Nije naodmet ponoviti: po svom fiziqkom znaqe�u, proces dekoherencije uspostav	a
pribli�nu klasiqnu realnost za otvoreni sistem; robusna sta�a (makar pribli�no)
ne me�aju se pod uticajem okru�e�a xto se smatra osnovnom fenomenolxkom osobinom
klasiqnih sistema. Budu�i da teorem 3.7 obezbe�uje potrebne uslove za odvija�e procesa
dekoherencije, separabilnost interakcije pojav	uje se kao plauzabilni kriterijum za
definisa�e granice izme�u podsistema u dvodelnoj strukturi, granice koja se za kla-
siqne sisteme podrazumeva.

Zgodno je ovo iskazati na jednom mestu, kao kriterijum [17,18]:

Kriterijum 3.1. Za dvodelnu strukturu separabilnost interakcionog hamiltonijana
mo�e poslu�iti kao kriterijum u odre�iva�u granice me�u podsistemima, xto je
formalno iskazano znakom ⊗ koji figurixe u definiciji Hilbertovog prostora sta�a
slo�enoga sistema.

Dakle, ako je i zadata izvesna dekompozicija dvodelnog sistema, tek nakon potvrde
da se proces dekoherencije mo�e odigrati ima smisla tretirati podsisteme kao pri-
bli�no klasiqno realne. Neodigrava�e dekoherencije ukazuje na nemogu�nost uspostav-
	a�a granice izme�u otvorenog kvantnog sistema i �egovog okru�e�a, odnosno da su
podsistemi S i E nerazliqivi. Xta se ovde podrazumeva pod nerazliqivox�u zahteva
dodatno objax�e�e.

Neka su zadate linearne kanonske transformacije (uporediti sa zapisom (1.4)):

ξ̂Dm = ξ̂m(x̂Ai, p̂Ai; X̂Bj, P̂Bj)

π̂Dm = π̂m(x̂Ai, p̂Ai; X̂Bj, P̂Bj) (3.70)

15Treba naglasiti da separabilnost, odnosno neseparabilnost hamiltonijana, nema uticaja na us-
postav	a�e kvantne spletenosti, onako kako to stoji u jednakosti (3.65), xto je preduslov da bi uopxte
moglo da se govori o dekoherenciji. Zapravo, sta�e (3.65) podrazumeva va	ano definisanu strukturu.
Me�utim, samo za separabilni interakcioni hamiltonijan ima smisla govoriti o dobro definisanim
stepenima slobode: neodvija�e procesa dekoherencije bi onda ukazivalo da su izabrani stepeni slobode
\vextaqki".
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i

Ξ̂En = Ξ̂n(x̂Ai, p̂Ai; X̂Bj, P̂Bj)

Π̂En = Π̂n(x̂Ai, p̂Ai; X̂Bj, P̂Bj) , (3.71)

koje povezuju opservable nove dekompozicije C = D + E sa opservablama stare dekom-
pozicije, C = A + B. Pretpostavimo da je interakcioni hamiltonijan u staroj dekom-
poziciji bio neseparabilne vrste, a da je rezultat transformacija separabilni inter-
akcioni hamiltonijan u novoj dekompoziciji. Sa druge strane, na osnovi Kriterijuma
3.1, u novoj dekompoziciji mo�e se govoriti o podsistemima, odnosno o lokalnim opserv-
ablama definisanih na odgovaraju�im prostorima sta�a podsistema D i E. Na osnovi
jednakosti (3.70) i (3.71), sa druge strane, u opxtem sluqaju, ne mo�e se oqekivati da
mere�e opservabli u novoj dekompoziciji omogu�i posredno mere�e opservabli koje se
tiqu stare dekompozicije (razlog je nekomutira�e opservabli sa leve strane jednakosti
(3.70) i (3.71)) { xto bi bilo znaqe�e izraza \nerazliqivi" iz prethodnog pasusa: dru-
gaqije reqeno sistem je nede	iv u odnosu ne dekompoziciju C = A + B.

Na kraju, va�no je podvu�i da, koliko je poznato, proces dekoherencije ne zavisi od
toga da li se razmatraju Markov	evi ili nemarkov	evi procesi.

52



4
Neki rezultati studija kvantnih

struktura

Prvenstvena namena ove glave je da dâ kratak pregled nekih rezultata tzv. studija
kvantnih struktura. Od interesa je odnos pojma strukture i LKT koje ih variraju sa
jedne strane i pojmova kao xto su, na primer, kvantne korelacije i proces dekoherencije,
sa druge strane.

Istra�iva�a o kvantnim strukturama su u zaqetku [1, 40], ali ve� su se izdvojili
neki rezultati koji qine osnovu ove disertacije.

Na poqetku bi�e reqi o jednom opxtem kvantno-mehaniqkom pravilu, tzv. rela-
tivnosti kvantne spletenosti (\entanglement relativity") ili kra�e ER [41{47], i to po-
sebno za dvodelne sisteme.

Teorem 4.1. Neka ja zadato sta�e celine |Φ〉 koje je u odnosu na tenzorsku faktor-
izaciju H = HA ⊗HB (tj. u pita�u je struktura S = A + B) oblika |χ〉A ⊗ |ν〉B. Tada,
za neku drugu faktorizaciju ukupnog Hilbertovog prostora sta�a H = HC ⊗ HD, koja
je indukovana LKT, sta�e |Φ〉 je, po pravilu, spleteno. To jest, va�i jednakost:

|χ〉A ⊗ |ν〉B = |Φ〉 =

n,m∑
i,j=1

ci|i〉C ⊗ |j〉D.

Dokaz. Posmatrajmo slede�e qetiri opservable Â, B̂, Ĉ = Â + B̂ i D̂ = Â − B̂ i
uvedimo korelacionu funkciju Q(Â, B̂, |Φ〉) definisanu izrazom:

Q(Â, B̂, |Φ〉) = 〈Φ|ÂB̂|Φ〉 − 〈Φ|Â|Φ〉〈Φ|B̂|Φ〉. (4.1)

Neka se opservable Â i B̂ tiqu razliqitih faktor prostora sta�a, odnosno neka je Â ≡
Â⊗ ÎB i B̂ ≡ ÎA⊗B̂. Tada, iz izraza (4.1) sledi da �e korelaciona funkcija biti jednaka
nuli za sta�e |Φ〉 koje je tenzorski proizvod sta�a za faktorizaciju HA ⊗ HB { dokaz
ovoga je trivijalan kada se u (4.1) smeni jednakost |Φ〉 = |χ〉A ⊗ |ν〉B. Ako pak to nije
sluqaj, zak	uquje se da u sistemu ima korelacija. Dakle, nulta vrednost korelacione
funkcije nije dovo	an uslov da je sta�e tenzorski proizvod. Ali, nenulta vrednost
korelacione funkcije je dovo	an uslov da sta�e nije tenzorski proizvod, odnosno da u
sistemu ima korelacija.
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Sada, kako lako sledi, ĈD̂ = Â2 ⊗ ÎB − ÎA ⊗ B̂2, korelaciona funkcija

Q(Ĉ, D̂, |Φ〉) = 〈Φ|ĈD̂|Φ〉 − 〈Φ|Ĉ|Φ〉〈Φ|D̂|Φ〉 =

= (∆Â)2 − (∆B̂)2 6= 0, (4.2)

u opxtem sluqaju.
Kao xto se vidi, opservable Ĉ i D̂ nisu prilago�ene tenzorskoj faktorizaciji

HA ⊗ HB, pa otuda Q(Ĉ, D̂, |Φ〉) 6= 0 nije provera postoja�a korelacija za tu faktor-
izaciju. Ali, za neku drugu tenzorsku faktorizaciju HC ⊗HD, za koju moraju postojati
opservable tipa Ĉ i D̂, rezultat Q(Ĉ, D̂, |Φ〉) 6= 0 govori o postoja�u korelacija za novu
strukturu S = C + D. Drugim reqima, Q(Ĉ, D̂, |Φ〉) 6= 0 implicira da qisto sta�e |Φ〉
celine S, koje je tenzorski proizvod u odnosu na strukturu A+B, tipiqno nije tenzorski
proizvod (ve� je spleteno sta�e) za praktiqno svaku drugu strukturu. �

Dakle, za slo�eni sistem koji mo�e biti dekomponovan kao S = C+D ili kao S = A+B

va�i slede�a jednakost:

|χ〉A|ν〉B = |Φ〉S =

p∑
α=1

√
λα|α〉C ⊗ |α〉D, (4.3)

pri qemu je sa desne strane sta�e zapisano u XKF (v. (2.1)); i leva i desna strana odnose
se na isti vremenski trenutak. Ono xto je potrebno uoqiti je da dokaz posled�eg teorema
ne odbacuje mogu�nost da neka sta�a imaju tenzorsku faktorizaciju za vixe struktura.
Teorem ukazuje da se to, tipiqno, ne oqekuje, tj. imaju�i u vidu ogromnost Hilbertovog
prostora, broj sta�a na koje se izraz (4.2) ne odnosi je zanemar	iv u odnosu na broj sta�a
na koje se teorem odnosi.

Teorem 4.1, zapravo, tvrdi da svako qisto sta�e nekog slo�enog sistema ima kvantnu
spletenost, makar za jednu dvodelnu strukturu tog sistema. Odnosno, teorem me�a
standardnu perspektivu koja spletenost vezuje za sta�a kvantnog sistema i uspostav	a
slede�e: kvantna spletenost ne tiqe se kvantnog sistema, pa ni kvantnih sta�a sistema,
ve� tiqe se dvodelne kvantne strukture slo�enog sistema { kvantna spletenost je
\osobina" strukture i niqega drugog. Jox intutivnije [43]: postoji spletenost za prak-
tiqno svako sta�e dvodelnog sistema.

Sada, kada je uspostav	eno ER pravilo, a budu�i da je kvantna spletenost potre-
ban uslov za postoja�e dekoherencije, prirodno je postaviti pita�e da li relativnost
spletenosti povlaqi sa sobom \relativnost procesa dekoherencije"? Drugaqije izkazano:
kakve su fiziqke posledice (pre)strukturira�a slo�enih sistema na odvija�e ili neod-
vija�e procesa dekoherencije? Neki rezulati u vezi sa prethodnim pita�em kratko su
predstav	eni u slede�e dve taqke.

• U ovoj taqki, od interesa �e biti i globalne i lokalne LKT (v. Glavu 1), usled
kojih \originalna" S + E struktura prelazi u alternativnu strukturu, S′ + E′. Na
osnovi diskusije u Glavi 1, ovim strukturama je zajedniqki Hilbertov prostor,
hamiltonijan i jedinstveno kvantno sta�e u svakom vremenskom trenutku.

Pita�e postav	eno ranije sada se mo�e iskazati: ispitati odvija�e procesa deko-
herencije u alternativnoj strukturi S′ + E′, ako su zadate odgovaraju�e LKT.
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Kako je pokazano u Glavi 3, izvo�e�e Naka
ima-Cvancig master jednaqine za otvo-
reni podsistem S podrazumeva da je poqetno sta�e celine ρ̂S ⊗ ρ̂E i da je okru�e�e
toplotno kupatilo, tj. opisivo sta�em ρ̂E = ρ̂th = e−βĤE/trEe

−βĤE , pri qemu je ĤE

hamiltonijan okru�e�a a β tzv. moduo kanonske raspodele.

Me�utim, kako smo videli, svaka LKT, tipiqno, vodi ka promeni korelacija izme�u
podsistema, odnosno va�i ρ̂S ⊗ ρ̂E 6= ρ̂S′ ⊗ ρ̂E′ , v. Glavu 6 za deta	e1. Pored ovoga,
novo okru�e�e, E′ ne mora biti u termalnom sta�u { xtavixe, ne mora biti ni u
stacionarnom sta�u, iako E jeste u toplotnoj ravnote�i. Dakle, poqetno sta�e za
novu strukturu sadr�i korelacije, xto ne ide u prilog Markov	evoj dinamici pod-
sistema, a niti kompletnoj pozitivnosti dinamike podsistema. Kako, uobiqajeno,
LKT uvode nove interakcione qlanove u hamiltonijan, mogu�e je da i samom novom
okru�e�u, E′, postoje interakcije izme�u \qestica". I ovo su ozbi	na ograniqe�a
u izvo�e�u Markov	eve master jednaqine za S′ podsistem.

Iako opxteg odgovara na postav	eni zadatak (za sada) nema, za tzv. klasu linearnih
modela 2, mo�e se re�i nexto vixe [48].

Jedan od najpoznatijih predstavnika linearnih modela je quveni model Kaldeire-
Legeta (Caldeira, Leggett) za kvantno Braunovo kreta�e:

Ĥ =
p̂2
S

2mS

+V (x̂S) +
∑
i

(
p̂2
Ei

2mEi

+
mEiω

2
Eix̂

2
Ei

2

)
± x̂S

∑
i

κix̂Ei ≡ ĤS + ĤE + ĤSE (4.4)

a na osnovi indeksa jasno je da se ima u vidu polazna, S + E, struktura.

Ovaj model va	ano opisuje dinamiku tzv. Braunove qestice (BQ), qiji centar mase
opisuje Braunovo kreta�e: unutrax�i stepeni slobode nisu od interesa. Jednos-
tavnosti radi, analizira se jednodimenzionalna (1D) BQ (primetiti da je i za-
pis (4.4) prilago�en 1D sistemu) koja mo�e biti modelovana kao slobodna qestica
ili kao linearni harmonijski oscilator. Okru�e�e BQ obiqno se modeluje kao
skup neinteraguju�ih linearnih harmonijskih oscilatora koji se nalaze u toplot-
noj ravnote�i.

Interakcija

ĤSE = ±x̂S
∑
i

κix̂Ei (4.5)

izme�u sistema i okru�e�a je bilinearna (u literaturi se koriste verzije sa oba
predznaka, xto ne utiqe na rezultate), a jaqina interakcije odre�ena je konstantama
κi.

Pod pretpostavkom da je poqetno sta�e slo�enog sistema S+E tenzorski proizvod,
da je okru�e�e opisano kanonskom raspodelom, da je interakcija ĤSE slaba, videti

1Req je o relativnosti kvantnih korelacija, pravilu koje uopxtava u ovoj glavi uvedeno ER pravilo.
2Pod linearnim modelima podrazumevaju se modeli gde su sopstveni hamiltonijani sistema i

okru�e�a kvadratni, interakcija bilinearna i u okru�e�u nema interakcije me�u konstituentima.
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Ode	ak 3.4, mo�e se izvesti [12] (nemarkov	eva) master jednaqina Kaldeire-Legeta:3

dρ̂S(t)

dt
= − ı

~
[ĤS, ρ̂S(t)]− ıγ

~
[x̂S, {p̂S, ρ̂S(t)}]− 2mSγkBT

~2
[x̂S, [x̂S, ρ̂S(t)]]; (4.6)

koja va�i u domenu visokih temperatura i ovde je zapisana u Xredingerovoj slici.
Vitiqaste zagrade oznaqavaju antikomutator; drugi qlan u (4.6) tiqe se kvantne
disipacije, dok je posled�i qlan dekoherencijski.

Uvedimo sada globalne LKT definisane na slede�i naqin:

X̂CM =
∑
i

mix̂i/M, ρ̂Rl = x̂i − x̂j, l(≡ {i, j}) = 1, 2, ...N − 1, (4.7)

odakle sledi inverzna transformacija:

x̂i = X̂CM +
N−1∑
l=1

ωliρ̂Rl i x̂1 ≡ x̂S, (4.8)

sa realnim koeficijentima ω.

Stav	a�em izraza (4.8) u hamiltonijan (4.4), dobija se alternativna struktura
S′ + E′ (pri tome je S′ ≡ CM i E′ ≡ R u oznakama iz prve glave) qiji hamiltonijan
glasi [48]:

Ĥ = ĤS′ + ĤE′ + ĤS′E′ , (4.9)

sa slede�im qlanovima:

ĤS′ =
P̂ 2
S′

2M
+
MΩ2

S′x̂
2
S′

2

ĤE′ =
∑
i

(
p̂2
E′i

2µi
+
µiν

2
E′iρ̂

2
E′i

2
+ V̂E′

)
ĤS′E′ = ±x̂S′

∑
i

σiρ̂E′i, (4.10)

gde je V̂E′ =
∑

i 6=j [Cij p̂E′ip̂E′j/µiµj + (Ωij + ωSiΩj)ρ̂E′iρ̂E′j]; Cij = mE(i+1)mE(j+1)/M je

tzv. maseni polarizacioni qlan a Ωi =
∑

j κjωij, dok Ωij =
∑

kmEkω
2
Ekωikωjk/2.

Kao xto se vidi, hamiltonijani (4.4) i (4.10) sliqni su do na qlan V̂E′ koji govori
o tome da ima interakcije me�u stepenima slobode novog okru�e�a E′. Ovde ne�emo

3U literaturi se za ovu master jednaqinu mo�e na�i da se naziva Markov	evom, a razlog je taj xto je
prilikom �enog izvo�e�a korix�en niz pretpostavki od kojih je jedna tzv. Markov	eva aproksimacija
koja podrazumeva da sta�e sistema ne zavisi od prethodne istorije. Me�utim, master jednaqina o kojoj
je req ne mo�e se zapisati u Lindbladov oblik, v. Ode	ak 3.2, xto znaqi da nije Markov	eva. A
dodava�em jednog qlana koji je mali na visokoj temperaturi, (4.6) dobija Lindbladov oblik [12].
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ulaziti u deta	e kako izgledaju svi qlanovi u (4.10), ve� �emo ista�i da je podsistem
S′ linearni harmonijski oscilator qak iako je podsistem S slobodna qestica.

Sliqnost hamiltonijana (4.4) i (4.10) ne garantuje da �e se i u alternativnoj struk-
turi odigravati proces dekoherencije { razlog su gore pomenuta ograniqe�a u izvo-
�e�u master jednaqine za S′ podsistem.

Me�utim, postoji naqin da se ova ograniqe�a zaobi�u. Naime, uvo�e�em \normalnih
koordinata" za novo okru�e�e E′, Q̂E′i, i odgovaraju�ih opservabli impulsa, P̂E′i:

Q̂E′i =
∑
m

αmix̂E′m, P̂E′i =
∑
n

βnip̂E′n, [Q̂E′i, P̂E′j] = ı~δij, (4.11)

Hamiltonijan (4.10) dobija slede�i oblik:

ĤS′ =
P̂ 2
S′

2M
+
MΩ2

S′x̂
2
S′

2

ĤE′ =
∑
i

(
P̂ 2
E′i

2
+
λ2
i Q̂

2
E′i

2

)
ĤS′E′ = ±x̂S′

∑
i

σ′iQ̂E′i. (4.12)

Dakle, polaze�i od originalne strukture, nakon globalnih transformacija (4.8), a
nakon toga lokalnih (4.11), sti�e se do strukture S′′

S = {x̂S, x̂Ei} → S′ = {x̂S′ , x̂E′i} → S′′ = {x̂S′ , Q̂E′i}, (4.13)

qiji je hamiltonijan izomorfan polaznom (4.4). Iako je sta�e okru�e�a E′ iz-
me�eno lokalnom transformacijom (4.11), to ne mari, jer od interesa je dinamika
podsistema S′, a operacija traga je bazis-nezavisna.

Budu�i da je uspostav	en izomorfizam hamiltonijana struktura S i S′′, a Braunovo
kreta�e ne zavisi od poqetnih korelacija u sistemu [12,48], zak	uquje se da je pod-
sistem S′ tako�e Braunova qestica. Odnosno, kako za podsistem S ima dekoherencije,
onda je odvija�e procesa dekoherencije za S′ podsistem dokazano (naravno vreme
dekoherencije i rekurencije (oqekivano vreme povratka u polazno sta�e) za ova dva
podsistema nisu isti).

I eto koristi od strukturne analize: za strukturu S′ + E′, za koju se idu�i stan-
dardnim putem teorije otvorenih kvantnih sistema praktiqno nixta ne bi moglo
re�i zbog ranije pomi�anih ograniqe�a, dobijena je odgovaraju�a master jednaqina
za S′ podsistem.

• Dekompozicija slo�enog sistema C na razliqite podsisteme A+B, ili D+E, mo�e
pomo�i u izbegava�u kvantne dekoherencije [55]. Kvantna dekoherencija je glavna
smet�a u radu kvantnog hardvera, te otuda stoji na putu izgrad�i skalabilnog
kvantnog raqunara.
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U borbi protiv dekoherencije postoje razliqiti metodi, od kojih su neki: korek-
cija grexaka (Error correction codes) [15, 49{51], izbegava�e dekoherencije posebnom
preparacijim sta�a kubita (Error avoiding codes) [15,53], dekoherencijom-indukova-
no suspreza�e dekoherencije (DISD) metod [54] i dr. Metod o kome �e ovde biti
reqi [55] ne zasniva se na fiksiranoj strukturi slo�enog sistema, xto je zajedniqka
karakteristika prethodno pomenutih metoda.

Zato su od interesa LKT zapisane u opxtoj formi, (3.70) i (3.71): xto znaqi da se
prelazi sa strukture A+B na D+E, a mo�e i suprotnom smeru { po pretpostavci,
LKT (3.70) i (3.71) imaju definisane inverzne transformacije. Jasno je da va�i
A + B = C = D + E, a nije naodmet podsetiti se da, xto se kvantne mehanike
zatvorenih sistema tiqe, obe strukture su ravnopravne.

Posmatrajmo sada strukturu C = A+B kao otvoren sistem. Da	e, pretpostavimo da
samo podsistem A interaguje sa okru�e�em U. Odgovaraju�i hamiltonijan glasi:

ĤCU = ĤA + ĤB + ĤU + ĤAB + ĤAU . (4.14)

Sa druge strane, kanonske tranformacije (3.70) i (3.71) uvode nove stepene slobode
u slo�enom sistemu C, C = D + E, pa je hamiltonijan tada:

ĤCU = ĤD + ĤE + ĤU + ĤDE + Ĥ(D+E)U . (4.15)

Nije naodmet ista�i da se, u ovom sluqaju, LKT tiqu otvorenog sistema, tj. da su
lokalne transformacije.

U zavisnosti od spektralne forme interakcionog qlana4, ĤAU (ĤAU = Ĥ(D+E)U),
mo�e se oqekivati odvija�e procesa dekoherencije na strukturi A + B { taqnije
na podsistemu A. Iz (3.67) sledi da u ovom sluqaju va�i [ÂA ⊗ ÎU , ĤA+U ] = 0 xto
znaqi da mo�e se govoriti o bazisu brojaqa, odnosno robusnim sta�ima podsistema
A { kraj�e sta�e za strukturu A + B �e biti oblika:

|α〉A|β〉B. (4.16)

Uprkos odvija�u procesa dekoherencije za strukturu A+B, mo�e biti spletenosti
sta�a za strukturu D + E, i u opxtem sluqaju va�i:

∑
i

qi|χi〉D|νi〉E, (4.17)

4Setimo se da je separabilna spektralna forma interakcije ĤSE =
∑
i,j γijP̂Si ⊗ Π̂Ej istaknuta kao

efektivni potrebni uslov za postoja�e bazisa brojaqa na otvorenom podsistemu S { xto su upravo sta�a
u kojima �e se podsistem stohastiqki nalaziti usled uticaja okru�e�a.
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tj. sta�e alternativne strukture je, tipiqno, kvantno spleteno i stoji jednakost:

|α〉A|β〉B =
∑
i

qi|χi〉D|νi〉E. (4.18)

Xto se dekompozicije D + E tiqe, interakcioni hamiltonijan Ĥ(D+E)U mo�e in-
dukovati bazis brojaqa |ψ〉DE koji ne mora biti separabilno sta�e jer sta�a |ψ〉DE
obrazuju bazis (koji se ne mo�e sastojati samo od separabilinih sta�a). Sa druge
strane, za oqekivati je spleteno sta�e za D+ E strukturu imaju�i u vidu relaciju
(4.18) i relativnost spletenosti (ER). Zato se ka�e da je spletenost sta�a sa desne
strane jednakosti (4.18) tipiqna.

Opxta procedura za izbegava�e kvantne dekoherencije bi se mogla ukratko for-
mulisati ovako: umesto lokalnih kvantnih opservabli na A+B strukturi, mogu se
razmatrati kompozitne (globalne) opservable koje se tiqu A + B strukture. Sada,
ove kompozitne opservable su lokalne (v. Uvod u kvantne strukture fiziqkih sis-
tema za pojam lokalnih i kompozitnih opservabli i �ihove me�usobne relativnosti
usled razliqitih dekompozicija slo�enog sistema) u odnosu na dekompozicijuD+E,
xto znaqi da kvantna spletenost na desnoj strani jednakosti (4.18) mo�e biti od
koristi za kvantno-informatiqko procesira�e.

Na osnovi reqenog u ovom poglav	u sledi i specifiqna kritika Everetove (Everett)
interpretacije kvantne mehanike (MWI ) [56].
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5
Pojam lokalnog vremena

Dok je klasiqna fizika zasnovana na pojmu apsolutnog (�utnovog) vremena (tj. vre-
menski interval izme�u dva doga�aja je isti u svim sistemima referencije) relativis-
tiqka fizika je koncept vremena, kao i prostora, uqinila relativnim, vezanim za refe-
rentni sistem.

Standardna kvantna mehanika osla�a se na klasiqni koncept vremena: to je skalarna
veliqina iz koje sledi postoja�e dinamike sistema. Ima li smisla govoriti o apso-
lutnom (globalnom) vremenu za izolovani sistem, imaju�i u vidu univerzalnost Xre-
dingerovog zakona, a u okviru nerelativistiqke kvantne mehanike? Isto pita�e je i u
relativistiqkom kontekstu: za svaki referentni sistem, vreme se smatra univerzalnim,
globalnim, tj. istim za sve podsisteme posmatrane iz tog referentnog sistema.

Sa druge strane, motivisana teorijom relativnosti, proistekla je ideja o uvo�e�u
posebnog vremenskog parametra za svaku folijaciju1 u slo�enom sistemu2 sa ci	em da se
izbegne upotreba hiperpovrxi simultanih doga�aja (misli se na hiperpovrx u prostoru
Minkovskog (Minkowski) koju qine doga�aji koji se dexavaju u istom vremenskom trenutku
za datog posmatraqa). Time bi svakom podsistemu bilo pridru�eno \lokalno" vreme.

Na primer, na terenu kvantne mehanike, to bi moglo da znaqi umesto [58]:

ψ(t,x1, . . . ,xn), (5.1)

upotreba talasne funkcije:
φ(t1,x1, . . . , tn,xn). (5.2)

Dakle, ideja lokalnog vremena nije nova i danas je aktuelna u razliqitim, doduxe
ne mnogobrojnim oblicima. Ovde �e biti reqi o jednoj posebnoj ideji koja ima koren

1Folijacija je poseban naqin \de	e�a" prostor-vremena na hiperpovrxi prostornog tipa, koje qine
doga�aji u prostoru Minkovskog (Minkowski) za koje ne mo�e se na�i referentni sistem u kojem bi se
pomenuti doga�aji odigravali u istoj taqki.

2Kako je poznato, formulacija relativistiqke mehanike sistema qestica problematiqna je upravo
zbog relativizacije pojmova prostora i vremena. Na primer, opisiva�e sudara dva elektrona u rela-
tivistiqkoj kvantnoj mehanici zahteva Dirakovu jednaqinu za dva elektrona. Ispostav	a se da takva
jednaqina ne zadovo	ava uslov relativistiqke kovarijantnosti. Kao izlaz iz toga Dirak je predlo�io
uvo�e�e many-time teorije po kojoj svaki elektron ima \sopstveno" vreme i zadovo	ava \sopstvenu"
Dirakovu jednaqinu [57].
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u strukturi mnogoqestiqnih sistema i tumaqe�u takozvanog Ensovog teorema u teoriji
mnogoqestiqnog raseja�a [59{66].

Kvantna teorija raseja�a je teorija koja opisuje prelaze izme�u sta�a sistema u kon-
tinualnom delu spektra energije.

U vremenskoj nezavisnoj teoriji zadatak se svodi na rexava�e svojstvenog problema:

(E − Ĥ0 − V̂ )|Ψ〉 = 0, (5.3)

gde je E > 0, a |Ψ〉 je svojstveno sta�e celokupnog hamiltonijana Ĥ = Ĥ0 + V̂ sa energijom
E; pretpostav	a se da je ispu�eno limr→∞ V (|~r|) = 0.

Me�utim, rexava�e svojstvenog problema (5.3) je sve, samo ne jednostavno { qak i za dva
tela. Tim pre ako u raseja�u uqestvuju vixe \qestica" mogu se oqekivati matematiqki
problemi.

Ispostav	a se da hamiltonijan Ĥ mo�e, u principu, imati dva spektra: diskretni
(vezana sta�a) i kontinualni (normalizabilna sta�a raseja�a). Ukupni Hilbertov pro-
stor je ortogonalni zbir Hilbertovog prostora (Hp) kojeg qine sta�a iz diskretnog
spektra i Hilbertovog prostora sta�a iz kontinualnog dela spektra (Hc), odnosno H =
Hp ⊕Hc. Hilbertov prostor Hc qine sta�a dolaznih i odlaznih qestica, odnosno �ima
pridru�eni potprostori Hin

c i Hout
c . Ako je ispu�ena jednakost Hc = Hin

c = Hout
c ka�e

se da je teorija raseja�a asimptotski kompletna. Sta�a iz Hin
c i Hout

c nisu me�usobno
ortogonalna { budu�i da grade matricu (operator) raseja�a S { xto bi povlaqilo sa
sobom da je S nulti operator, odnosno da nema raseja�a. Asimptotska kompletnost ima
za posledicu unitarnost operatora raseja�a S. Fiziqki, asimptotska kompletnost znaqi
da qestica koja se nalazi u upadnom snopu, mora se na�i i u izlaznom snopu, i da je to
potpuno siguran doga�aj. Tako, na neki naqin, asimptotska kompletnost je standardna
(polazna) pretpostavka teorije raseja�a, sa fiziqke taqke gledixta.

Ali, rigorozno dokaziva�e asimptotske kompletnosti je kompleksan matematiqki
problem3 i deo je savremenih matematiqkih istra�iva�a, naroqito u funkcionalnoj
analizi.

Metod za rexava�e problema asimptotske kompletnosti, za xiroku klasu potenci-
jala, je dao matematiko-fiziqar Ens [59, 60]. �egov metod zasnovan je na klasterova�u
slo�enog sistema (naravno, qine ga qestice koje uqestvuju u raseja�u, pa, alternativno,
mo�e se govoriti \mnogoqestiqni sistem") xto je osnov za sistematsko rexe�e kada su
u pita�u i dugodometne i kratkodometne interakcije (oznaka V ≡ Vd + Vk, kakva je ko-
rix�ena i u (5.3)).

Mnogoqestiqni sistem mo�e imati veliki broj klasterizacija. Na primer, trodelni
sistem S = 1 + 2 + 3 mo�e biti struktuiran na slede�e naqine: S1 = {1, 2, 3},
S2 = {{1}, {2, 3}}, S3 = {{2}, {1, 3}}, S4 = {{3}, {1, 2}}, S5 = {{1}, {2}, {3}} pri qemu "{∗}"
zagrade oznaqavaju jedan klaster. Dakle, strukture Si, i = 2, 3, 4 su razliqite dvodelne
strukture slo�enog sistema S, S5 je trodelna struktura dok S1 dekompozicija predstav	a
slo�eni sistem bez strukture, odnosno jedan klaster.

3Problem asimptotske kompletnosti je deo i klasiqne teorije raseja�a, s tim xto je prostor sta�a
fazni prostor koji sa sobom nosi specifiqne matematiqke suptilnosti u pore�e�u sa Hilbertovim
prostorom. Zajedniqko i za kvantnu i klasiqnu teoriju raseja�a je da su qestice koje uqestvuju u
procesu stabilne.
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Za svaku od klasterizacija od interesa je struktura \centar masa + relativni (unu-
trax�i) stepeni slobode (CM+R)" mnogoqestiqnog sistema. Za R sistem obiqno se uzi-
maju Jakobijeve (Jacobi) \koordinate" [67]. Ako se razmatra hamiltonijan koji sadr�i
dvoqestiqne interakcije zavisne samo od rastoja�a me�u qesticama, onda sve te interak-
cije u (CM+R) strukturi pojav	uju se u obliku spo	ax�ih po	a za neke stepene slobode
sistema (R); pojam po	a, za razliku od interakcije, uveden je u Glavi 3.

Mnogoqestiqno raseja�e podrazumeva zadatak uzima�a u obzir svih mogu�ih klas-
terizacija (struktura dobijenih grupisa�em) jednog mnogoqestiqnog sistema. Za svaki
klaster uvodi se CM+R struktura i raseja�e se tiqe raseja�a centara masa za dati
klaster. Ista slika se ponav	a za sve mogu�e klastere. Fiziqki, ti klasteri mogu biti
atomi, molekuli, ili neke \elementarne" qestice. Raseja�e u mnogoqestiqnom sistemu se
tiqe raseja�a centara masa podsistema u svim mogu�im klasterizacijama celine.

Problem mnogoqestiqnog raseja�a u teorijskom modelu potiqe od qi�enice da za svaku
klasterizaciju pomenuti centri masa moraju biti nevezani jedan za drugi, to jest pred-
stav	ati nezavisne (kvantne) qestice (nevezana sta�a centara masa { unbound states).
Postav	a se pita�e kako to ispuniti, istovremeno, za sve klasterizacije. U jednom
klasteru jedne klasterizacije mo�e biti veza koje su zabra�ene za neke klastere neke
druge klasterizacije. Odgovor na posled�e pita�e je u, pomenutom, Ensovom metodu.

Posmatrajmo sada zatvoreni sistem S od N qestica sa hamiltonijanom Ĥ i Hilber-
tovim prostorom sta�a H. Neka su operatori polo�aja i impulsa pojedinih qestica x̂i
i p̂i, pri qemu va�i: [x̂i, p̂j] = ı~δij, i, j = 1, 2, 3, ..., N . Sistem mo�e biti pode	en na
klastere tako da se klaster sastoji od 1 do N qestica. Elementarnom strukturom �emo
nazivati klasterizaciju gde je u svakom klasteru samo jedna qestica:

Se = {{1}, {2}, ..., {N}}. (5.4)

Sada, neka je od interesa struktura Sb sa k klastera, Sb = {C1,C2, ...,Ck}, tako da je Ni

qestica u i-tom klasteru a va�i da je
∑k

i Ni = N . Za svaki klaster uvedimo opservablu

polo�aja centra mase i Jakobijeve relativne opservable polo�aja: X̂b
CMi i x̂

Cbi
l , redom,

gde je l = 1, 2, 3..., Ni− 1. Na taj naqin definisane su opservable unutar svakog klastera,
za datu strukturu Sb, x̂

b = {x̂Cb1 , x̂Cb2 , ..., x̂Cbk}.
Za skup opservabli polo�aja centara masa pojedinaqnih centara masa Jakobijeve

transformacije koordinata definixu centar mase cele strukture i Jakobijeve opser-
vable relativnog polo�aja izme�u samih klastera, {x̂b1, x̂b2, ..., x̂bk}. Odgovaraju�e opser-
vable impulsa, p̂l i p̂l, pa je komutator za relativne opservable polo�aja me�u klasterima
i odgovaraju�ih impulsa data jednakox�u [x̂li, p̂

l′
j ] = ı~δijδll′ , i sliqno za opservable unutar

samih klastera.

Celokupni Hilbertov prostor sta�a onda se faktorixe na slede�i naqin:

H = HCM ⊗Hb ⊗Hb, (5.5)

gde je Hb Hilbertov prostor me�uklasterskih opservabli, Hb Hilbertov prostor unutar-
klasterskih opservabli.

Biraju�i za referentni sistem centar mase celog sistema, odnosno biraju�i da je
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X̂CM = 0, faktorizacija (5.5) prelazi u:

H = Hb ⊗Hb. (5.6)

pri qemu va�i b 6= b′, Hb 6= Hb′ i Hb 6= Hb′ , dok Hb ⊗Hb = Hb′ ⊗Hb′ .

Hamiltonijan ukupnog sistema, za strukturu (5.4), u kompaktnom zapisu, je (sa stan-
dardnom skra�enicom x̂ij = x̂i − x̂j):

Ĥ =
N∑
i=1

T̂i +
N∑

i 6=j=1

V (|x̂ij|), (5.7)

gde T̂ oznaka za kinetiqku energiju, a potencijali V su dvoqestiqne interakcije izme�u
qestica.

Mo�e se pokazati da za b-tu strukturu, hamiltonijan prilago�en dekompoziciji (5.6)
glasi [61,62]:

Ĥ = T̂b ⊗ Îb + Îb ⊗ Ĥb
0 + V̂ (b); (5.8)

pri qemu je T̂ kinetiqki qlan, Ĥ0 je sopstveni hamiltonijan a V̂ (b) obuhvata sve mogu�e
(u klasterima i me�u klasterima) interakcije u b-toj strukturi.

Za hamiltonijan celine, (5.8), koji je jednoznaqno definisan, uvek postoje jasno raz-
graniqeni diskretni i kontinualni spektar. Diskretni spektar jednoznaqno defin-
ixe skup (ortogonalnih) projektora koji odgovaraju vezanim sta�ima (bound states). Po
definiciji, raseja�e se opisuje odbaciva�em sta�a koja pripadaju potprostoru Hilber-
tovog prostora koji odgovara diskretnim svojstvenim vrednostima. Ono xto od Hilber-
tovog prostora (HP) preostaje odgovara kontinualnom spektru i naziva se skup \sta�a
raseja�a (SR)" (scattering states). Tada su sva sta�a od interesa samo SR, koja su nor-
malizabilna, ali nisu svojstvena za hamiltonijan.

Procedura odbaciva�a vezanih sta�a zasniva se na uvo�e�u projektora koji projektuju
na diskretni deo spektra i projektora koji projektuju na kontinualni deo spektra [63];

obele�imo ove posled�e sa P̃
Mm
b

b , gde je indeks m od va�nosti jer prebrojava vremenske
trenutke, a indeks b odnosi se na b-tu strukturu, Sb.

Sada se mo�e formulisati teorem:

Teorem 5.1. [Ensov teorem] Za svako kvantno sta�e |Ψ〉 i xiroku klasu potencijala
V̂ va�i: ∥∥∥∥( x̂btm − v̂b

)
P̃
Mm
b

b e−
ıtmĤ

~ |Ψ〉
∥∥∥∥→ 0. (5.9)

Oznake: v̂b = µ−1
b p̂b \operator brzine" i µb je oznaka za dijagonalnu matricu na qijoj

dijagonali se nalaze me�uklasterske redukovane mase koje se jav	aju prilikom Jakobi-
jevih transformacija. Limes u (5.9) znaqi da m → ±∞ za svaku strukturu osim za
strukturu koja se sastoji od jednog klastera, k = 1. Oznaka za normu je standardna
‖|ψ〉‖ =

√
〈ψ|ψ〉, pri qemu je 〈ψ|ψ〉 skalarni proizvod u Hilbertovom prostoru. Izraz

(5.9) obuhvata sva mogu�a raseja�a za zatvoreni sistem S, dok su hamiltonijan, Ĥ, i vre-
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menski trenuci, tm, zajedniqki za sve strukture. Konaqne vrednosti indeksa m4 ne daju
jednoznaqno lokalno vreme, ve� za m → ±∞ pri qemu je za navedene vrednosti indeksa
m limes u Ensovom teoremu monoton, tj. nema rekurencije. U praksi dovo	no veliki i
indeks m i indeks m+1 zadovo	avaju Ensov teorem, pa postoji neodre�enost vremenskog5

trenutka tm, xto je zapa�a�e od znaqaja za kasniju razradu sheme lokalnog vremena (v.
relaciju (9.6)).

Jednu posebnu interpretaciju Ensovog teorema dao je matematiqar Kitada [64{66]:
unitarni operator vremenske evolucije generisan je hamiltonijanom, ali fiziqka pri-
roda broja t, kojeg u standardnoj kvantnoj mehanici nazivamo vremenom u �utnovom
smislu, ne mora biti a priori definisana. Ovakav otklon od standardne predrasude o
univerzalnom, �utnovskom, vremenu odmah vodi ideji: Vreme nije fundamentalni pojam
ve� posledica dinamike koju generixe hamiltonijan. Za jedan hamiltonijan imamo samo
jedno vreme, pa otuda:

1 hamiltonijan ⇔ 1 vreme.

To jest, jedan zatvoreni kvantni sistem, jedno vreme. I pri tome vreme je defini-
sano samo asimptotski. Za konaqne vrednosti t, Ensov teorem va�i samo pribli�no.
Otuda: svaki (makar pribli�no) zatvoreni sistem koji se opisuje (makar pribli�no)
Xredingerovim zakonom, ima svoje vreme koje protiqe drugaqije od svih drugih sistema.
Svi stepeni slobode zatvorenog sistema imaju isto vreme. Dinamika svemira kao celine
preraspode	uje skoro-zatvorene sisteme a otuda i odgovaraju�a lokalna vremena.

Iz izraza (5.9) koji je zajedniqki za sve strukuture (klasterizacije) mo�e se proqi-
tati, a u skladu sa interpretacijom Kitade, da mere�em x̂b i v̂b operatora i dobija�em
odgovaraju�ih oqekivanih vrednosti, 〈x̂b〉 i 〈v̂b〉, mo�e se dati procena (lokalnog) vremena
za celokupni sistem:

〈x̂b〉
〈v̂b〉

∼ t. (5.10)

Konaqno, da bi se utvrdilo lokalno vreme i pravila u vezi sa �im, sve xto je
neophodno zapisano je u hamiltonijanu sistema shodno slede�im pravilima:

(a) Sistemi sa razliqitim hamiltonijanima (razliqiti broj qestica, razliqite vrste
qestica ili razliqite vrste interakcija me�u qesticama) imaju razliqita lokalna
vremena;

(b) Sistemi koji me�usobno interaguju imaju zajedniqko lokalno vreme;

(v) Bilo koja dva slabo interaguju�a sistema koji imaju nezavisne unitarne dinamike
nemaju zajedniqko vreme;

(g) Lokalno vreme odnosi se i na (apstraktno zamix	eno) me�usobno identiqne mno-
goqestiqne sisteme, sve dok su takvi sistemi me�usobno nezavisni { ovime je im-
plicitno iskazan odnos ansambla i lokalnog vremena za element ansambla.

4Prime�uje se diskretnost indeksa { to je stoga xto dokaz teorema nije poznat za kontinualno t.
5Ovo je jedan aspekt neodre�enosti vremena u shemi lokalnog vremena. Neodre�enost vremena je i

posledica va�e�a no-cloning teorema, kao i ansambalskog pristupa koji je �e u glavama 9 i 10 biti
podrazumevan.
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Posledice pravila (a)-(g) su:

• Ako dva sistema koja nemaju isto lokalno vreme poqnu da interaguju, tada definixu
poqetni trenutak t = 0 od kojeg �ihovo zajedniqko lokalno vreme poqi�e da teqe;
tipiqne situacije: kvantno mere�e, jaka interakcija u kvantnoj dekoherenciji;

• Ako je interakcija ispod nekog praga jaqine, onda sistemi ostaju pribli�no zat-
voreni jedan za drugi i ne dele zajedniqko vreme. Ovo treba razlikovati od pojma
\slaba interakcija" u teoriji otvorenih sistema. \Slaba interakcija" je \jaka" u
smislu pojma lokalnog vremena, ali je za neke praktiqne potrebe \slaba". Dakle,
sistem kada interaguje sa okru�e�em, to je jaka interakcija (iznad nekog praga) u
smislu sheme lokalnog vremena;

• Kada se dva sistema koja dele isto lokalno vreme dovo	no daleko razi�u, i �ihova
interakcija padne ispod gore pomenute granice, onda oni postaju nezavisni i svaki
od �ih stiqe svoje lokalno vreme.

U da	em radu (misli se na izlaga�e u Glavi 9 i Glavi 10) gore navedena pravila �e
biti smatrana univerzalnim kvantno-mehaniqkim pravilima.
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6
Relativnost kvantnog diskorda

Potraga za kvantno-informatiqkim resursima i naqinima za �ihovo operativno ko-
rix�e�e je u sredixtu savremenih kvantno-mehaniqkih istra�iva�a. Otkri�e kvantnog
diskorda otvorilo je novi pravac u istra�iva�u kvantno-informatiqkog procesira�a
[25,26,68,69].

U Glavi 4 istaknuta je relativnost kvantne spletenosti (ER) { svako qisto sta�e
nekog slo�enog (dvodelnog) sistema ima kvantnu spletenost, makar za jednu dvodelnu
strukturu tog sistema. Podsetimo se da formalno to glasi (videti teorem 4.1):

|i〉1|j〉2 =
∑
α,β

Cij
αβ|α〉A|β〉B, Cαβ 6= aαbβ,

∑
α,β

Cij
αβC

i′j′

αβ = δii′δjj′ , (6.1)

gde se leva strana odnosi na dekompoziciju 1 + 2, dok je sa desne strane alternativna
dekompozicija A + B slo�enog sistema; drugi deo (6.1) je uslov normiranosti sta�a.
Xto se ove glave tiqe, izlaga�e �e se ticati, pre svega, sistema sa kontinualnim ste-
penima slobode.

Sa druge strane, kvantni diskord [23{26] uvodi pojam kvantnih korelacija koje nisu
svodive na kvantnu spletenost, osim ako je u pita�u qisto sta�e. Qista sta�a su gradi-
vni elementi kvantnih mexanih sta�a, pa se name�e pita�e: ima li smisla govoriti o
relativnosti kvantnog diskorda?

Posmatrajmo 1 + 2 strukturu slo�enog sistema C. Jednostrani diskord D→1:2 = 0 ( v.
sta�e (2.27)) akko je sta�e slo�enog sistema, ρ̂C , oblika:

ρ̂C =
∑
k

pk|k〉1〈k| ⊗ ρ̂2k,
∑
k

pk = 1. 〈k|k′〉 = δkk′ (6.2)

a va�i i da je D←1:2 6= 0.

Uvo�e�e ρ̂2k =
∑

l ω
k
l |χkl 〉2〈χkl |,

∑
l ω

k
l = 1,∀k u jednaqinu (6.2) daje slede�e sta�e:

ρ̂C =
∑
k,l

pkω
k
l |k〉1〈k| ⊗ |χkl 〉2〈χkl |. (6.3)
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Korix�e�em relativnosti spletenosti, (6.1), uvedimo u razmatra�e alternativnu
strukturu A + B u razmatra�e.

Ako bi bilo uzeto da je, u suprotnosti sa (6.1), sta�e obeju struktura tenzorski
proizvod |k〉1|χkl 〉2 = |k〉A|φkl 〉B,∀k onda bi sta�e za strukturu A + B glasilo:

ρ̂C =
∑
k

pk|k〉A〈k| ⊗ ρ̂Bk,
∑
k

pk = 1, (6.4)

tj. bilo bi istog oblika kao i sta�e (6.2); jasno i za sta�e (6.4) po analogiji va�i
D→A:B = 0.

Ako se, pak, uzme u obzir relativnost spletenosti, (6.1), onda je sta�e za alternativnu
strukturu oblika:

ρ̂C =
∑
k,l,α,β

pkω
k
l C

kl
αβC

kl∗
αβ′ |α〉A〈α| ⊗ |β〉B〈β|+

∑
k,l,α6=α′,β 6=β′

pkω
k
l C

kl
αβC

kl∗
α′β′ |α〉A〈α′| ⊗ |β〉B〈β′|. (6.5)

Da bi sta�e (6.5) bilo oblika (6.3), odnosno da bi va�ilo D→A:B = 0, drugi sabirak na
desnoj strani izraza (6.5) mora biti identiqki nula, formalno:

∑
k,l,α6=α′,β 6=β′

pkω
k
l C

kl
αβC

kl∗
α′β′|α〉A〈α′| ⊗ |β〉B〈β′| = 0.

Obzirom da su sta�a oblika |α〉A〈α′| ⊗ |β〉B〈β′| linearno nezavisna, jednakost nuli je
mogu�a pod uslovom ∑

k,l

pkω
k
l C

kl
αβC

kl∗
α′β′ = 0,∀α 6= α′,∀β 6= β′. (6.6)

Jednakost (6.6) je u stvari sistem simultanih jednaqina, pri qemu je broj jednaqina
jednak broju kombinacija za indekse α 6= α′ i β 6= β′. Za dvodelni sistem sa kontinualnim
stepepenima slobode ovaj broj je beskonaqan.

Sa druge strane, postoji sloboda u izboru koeficijenata pk i ω
k
l , xto pored uslova

normira�a
∑

α,β C
kl
αβC

k′l′∗
αβ = δkk′δll′ (iz (6.1)) sma�uje broj izraza koji u (6.6) mogu da budu

simultano zadovo	eni. Dakle, ne mogu se isk	uqiti sta�a oblika (6.4) za obe strukture
1+2 i A + B. Ali, i pored toga, za svaku kombinaciju koeficijenata Ckl

αβ koji zadovo	a-

vaju (6.6) ima neograniqen broj varijacija koeficijenata pk i ωkl koji ne zadovo	avaju
uslov (6.6). To znaqi, da u praksi, mo�emo zanemariti sta�a koja zadovo	avaju (6.6),
odnosno sta�a sa nultim jednostranim diskordom za par strukutura 1 + 2 i A + B.

Xto se tiqe dvostranog diskorda (koji je ve�i od jednostranog diskorda), za strukturu
1 + 2, bi�e jednak nuli ako je sta�e slo�enog sistema oblika (uporediti sa (2.26)):

ρ̂C =
∑
kl

pkl|k〉1〈k| ⊗ |l〉2〈l|,
∑
k,l

pkl = 1. (6.7)

Opet, ako se pretpostavi neva�e�e relativnosti spletenosti, odnosno da va�i jednakost
|k〉1|l〉2 = |k〉A|l〉B, ∀k, l i za alternativnu strukturu A + B �e sta�e biti oblika (6.7).
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Ali, zamenom |k〉1|l〉2 sa desnom stranom jednakosti (6.1) u sta�e (6.7) sledi:

ρ̂C =
∑
k,l,α,β

pkl|Ckl
αβ|2|α〉A〈α| ⊗ |β〉B〈β|+

∑
k,l,α6=α′,β 6=β′

pklC
kl
αβC

kl∗
α′β′ |α〉A〈α′| ⊗ |β〉B〈β′|. (6.8)

Da bi sta�e (6.8) bilo klasiqno-klasiqno i za A + B strukturu potrebno je da bude
zadovo	en slede�i uslov:

∑
k,l

pklC
kl
αβC

kl∗
α′β′ = 0, ∀α 6= α′,∀β 6= β′. (6.9)

Jednakost (6.9) je specijalan sluqaj sistema jednaqina (6.6) pa je broj sta�a koji zado-
vo	ava (6.9) praktiqno zanemar	iv. Kao i u sluqaju jednostranog diskorda, mogu se
zanemariti sta�a koja imaju nulti dvostrani diskord i za strukturu 1 + 2 i za struk-
turu A + B.

Zato se mo�e re�i da su kvantne korelacije sveprisutne u kvantnim sistemima: ako
nema korelacija za polaznu strukturu (diskord je nula) onda za alternativnu strukturu
praktiqno uvek ima kvantnih korelacija (diskord razliqit od nule). Otuda termin
\relativnost kvantnih korelacija" (quantum correlation relativity – QCR). Dakle, QCR je
posledica univerzalno va�e�e kvantne mehanike i formalno mo�e se iskazati uz pomo�
slede�e relacije (a sliqno ovome i za jednostrani diskord):

∑
k

pk|k〉1〈k| ⊗ |k〉2〈k| =
∑
k,l,α,β

pkl|Ckl
αβ|2|α〉A〈α| ⊗ |β〉B〈β|

+
∑

k,l,α6=α′,β 6=β′
pklC

kl
αβC

kl∗
α′β′ |α〉A〈α′| ⊗ |β〉B〈β′|. (6.10)

Drugim reqima: kvantne (\neklasiqne") korelacije karakteristika su strukture slo-
�enog sistema, xto je zak	uqak analogan onome koji ve� postoji za relativnost kvantne
spletenosti (ER), v. Glavu 2. Budu�i da kvantni diskord obuhvata i kvantnu spletenost,
mo�e se re�i da je QCR uopxte�e pojma ER, uz napomenu da je QCR potreban uslov za
postoja�e ER.

Me�utim, prethodni zak	uqak nije dobijen na osnovi rigoroznog dokaza: QCR je
plauzabilna tvrd�a koja, qini se, ne ostav	a mnogo prostora izuzecima. Na putu ri-
goroznom dokazu stoje bar dve prepreke. Ono xto je jedna od prepreka zapravo je sam
kvantni diskord { kvantni diskord nije kanonska mera kvantnih korelacija. Dakle, za
poqetak, potrebna je kanonska mera (ako postoji) kvantnih korelacija { mera koju, po
svoj prilici, nije jednostavno izna�i. Druga prepreka potiqe od problema utvr�iva�a
kvantne separabilnosti1, za koji se zna da spada u texke probleme teorije kompleksnosti2

[70]. Rexava�e sistema jednaqina (6.6) i (6.9) spada u primere QUSEP -a, xto bi znaqilo

1Tzv. quantum separability problem ili QUSEP skra�eno.
2Zapravo, req je o problemu koji se naziva NP-hard , a za takve probleme sum�a se (mada nije dokazano),

da ne mogu se rexiti (izvrxiti) na raqunaru u polinomskom vremenu.
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da je rexava�e takvih sistema jednaqina raqunarski (misli se na klasiqne raqunare)
neizvodivo.

Iako dopuxta izuzetke, zak	uqak o QCR ima svoju operativnu vrednost: da bi se
iskoristile kvantne korelacije u sistemu, kao informatiqki resurs, nije potrebna pre-
paracija sta�a u polaznoj strukturi sistema. Bira�em odgovaraju�ih lokalnih opserv-
abli za alternativnu strukturu, u kojoj po pravilu ima korelacija, otvara se mogu�nost
za procesira�e na kvantnim sistemima.

Kako je bilo pomenuto na poqetku ove glave, od interesa za izlaga�e bili su sistemi
sa kontinualnim stepenima slobode. Razlog tome je xto se LKT formulixu uglavnom za
takve sisteme, dok za diskretne sisteme (koji su, dominantno od interesa xto se zadataka
kvantne informatike tiqe) pravih LKT i nema. Na terenu diskretnih stepeni slobode
od interesa su trivijalne LKT (v. Glavu 1), kakvo je pregrupisava�e kubita. O takvom
primer je ve� bilo reqi: v. Glavu 1, o kvantnoj teleportaciji.

Dakle, relativnost kvantnih korelacija mo�e se oqekivati i koristiti u slo�enim
kvantnim sistemima nezavisno od toga kakvi stepeni slobode su u pita�u. Pravilo o
QCR, tako�e, nezavisno je od toga da li se razmatraju (ne)Markov	evi sistemi.

Relativnost kvantnih korelacija sada se pojav	uje kao teme	 svih oblasti, tema i za-
dataka koji se tiqu kvantnih korelacija, kao xto su definisa�e \klasiqnosti", kvantno-
informatiqko procesira�e, odvija�e dekoherencije, prelaz sa \kvantnog na klasiqno",
kvantno zasniva�e fenomenoloxke termodinamike itd.
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7
Neka ograniqe�a projekcionog metoda

Naka
ime-Cvanciga

Realni (slo�eni) sistemi neprekidno izme�uju konstituente sa okru�e�em. Ovakva
situacija je dobro opisana u klasiqnoj statistiqkoj fizici1, za sistem u termodinamiq-
koj ravnote�i, velikim kanonskim ansamblom. Ono xto klasiqna fizika podrazumeva
je to da dodava�e ili oduzima�e nekog broja qestica sistemu ne me�a principijelno
(ve� samo numeriqki) dinamiku fiziqkog sistema. Tako je, na primer, i sa klasiqnim
Braunovim kreta�em: Braunova qestica ima oko sebe molekule fluida koji obrazuju sloj
oko qestice i neprestano se lepe na qesticu ili napuxtaju �enu povrxinu.

Upravo je kvantno Braunovo kreta�e [12, 28] zgodan primer kojim mogu da se istaknu
razlike koje se jav	aju izme�u klasiqnog i kvantnog opisa sistema koji razme�uju qestice
sa okru�e�em.

Razmatrajmo hamiltonijan Kaldeire-Legeta, za jednodimenzionalni sistem S sa okru-
�e�em E koje se sastoji od neinteraguju�ih linearnih harmonijskih oscilatora:

Ĥ = ĤS + ĤE + ĤSE, (7.1)

gde su qlanovi u (7.1) slede�i:

ĤS =

NS∑
i=1

p̂2
i

2mi

+

NS∑
i 6=j=1

V (|x̂i − x̂j|),

ĤE =

NE∑
α=1

(
p̂2
α

2mα

+
1

2
mαω

2
αx̂

2
α

)
,

ĤSE = X̂CM ⊗
NE∑
α=1

καx̂α; (7.2)

1Pore�e�a radi, u kvantnoj statistiqkoj fizici, veliki kanonski ansambl je dominantno u upotrebi
u odnosu na druge tipove ansambla.
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latiniqni indeksi odnose se na sistem, a grqki na okru�e�e. V stoji za interakcije
unutar sistema, a X̂CM =

∑NS
i=1mix̂i/M je opservabla centra masa sistema qija ukupna

masa je M =
∑NS

i=1mi. Sistem ima NS a okru�e�e NE qestica. Ovde je va�no primetiti
da su u zapisu sopstvenog hamiltonijana sistema u (7.2) eksplicitno prisutni stepeni
slobode samog sistema za razliku od zapisa (4.4). Naravno, oba hamiltonijana opisuju
istu fiziqku situaciju { zapis (7.1), odnosno (7.2) je pogodniji za diskusiju u ovoj glavi.

Neka sada i◦-ta qestica sistema S pre�e u okru�e�e. Onda, umesto sistema S i E

imamo sisteme S′ = S \ i◦ i E′ = E∪ i◦, xto je primer pregrupisava�a qestica, formalno
zapisivo kao:

{S,E} → {S′,E′}. (7.3)

Slo�eni sistem C, kao celina gledano ostaje netaknut, S + E = C = S′ + E′.

Hamiltonijan, nakon transformacije (7.3), dobija slede�i oblik:

Ĥ = ĤS′ + ĤE′ + ĤS′E′ , (7.4)

gde su

ĤS′ =

NS−1∑
i=1

p̂2
i

2mi

+

NS−1∑
i 6=j=1

V (|x̂i − x̂j|),

ĤE′ = ĤE +
p̂2
i◦

2mi◦

+
1

M
x̂i◦ ⊗

NE∑
α=1

καx̂α,

ĤS′E′ =
1

M

NS−1∑
i=1

mix̂i ⊗
NE∑
α=1

καx̂α +

NS−1∑
j=1

V (|x̂i◦ − x̂j|). (7.5)

Dva modela (7.1) i (7.4) mogu se smatrati sliqan jedan drugome pod slede�im uslovima:

i. Za NS � 1, celokupna masa M ≈M ′ =
∑NS−1

i=1 mi,

ii. Za veliko M (tj. M ′), mo�e se zanemariti posled�i qlan u ĤE′ ili mogu se uvesti
normalne koordinate za novo okru�e�e E′,

iii. Ako se \dodatak"
∑NS−1

j=1 V (|x̂i◦ − x̂j|) u interakcionom qlanu ĤS′E′ mo�e uzeti za
perturbaciju.

Klasiqna intuicija nala�e da se, nakon uprox�e�a i.-iii., mogu oqekivati sliqne
dinamike za podsisteme S i S′. Ali, pokaza�emo da u kvantnom domenu ovakva intuicija
nema opravda�a.

Kako je reqeno u Glavi 3, projekcioni metod Naka
ime-Cvanciga je osnovni metod za
izvo�e�e jednaqine kreta�a za kvantni otvoreni podsistem S. Podsetimo se { uvode se
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projektori2 P i Q tako da va�i:

P ρ̂(t) = ρ̂S(t)⊗ ρ̂E, (7.6)

sa osobinama P2 = P i Q = I −P takav da Q2 = Q. Projekcija (7.6) sadr�i sve potrebne
informacije o redukovanom sta�u, ρ̂S(t), podsistema S. Pri svemu ovome va�i ρ̂E 6= trS ρ̂,
jer u suprotnom dobija se nelinearna master jednaqina.

Ali, kako smo videli u prethodnoj glavi, ako je sta�e polazne strukture S + E oblika
ρ̂S(t)⊗ ρ̂E, onda se po QCR pravilu za alternativnu strukturu S′ + E′, tipiqno, oqekuju
kvantne korelacije, tj. va�i:

ρ̂S ⊗ ρ̂E =
∑
i

λiρ̂S′i ⊗ ρ̂E′i,
∑
i

λi = 1. (7.7)

Obzirom da relativnost kvantnih korelacija (QCR) ne implicira relativnost splete-
nosti (ER), u ovoj glavi �e od interesa biti ER:

|φ〉S ⊗ |χ〉E =
∑
i

ci|i〉S′ ⊗ |i〉E′ , (7.8)

tj. ER je dovo	no za postoja�e QCR.
Pored toga xto sta�e \novog okru�e�a", E′, vixe ne mora biti termalno, korelacije

u novoj strukturi mogu dovesti u pita�e i kompletnu pozitivnost dinamike podsistema
S′ { o qemu je ve� bilo reqi u | Glavi 4. Iz ovoga se naslu�uje ograniqe�e projek-
cionog metoda: poznava�e dinamike podsistema S nije dovo	no da bi se mogla izvesti
dinamika alternativnog otvorenog sistema S′. Xto se tiqe alternativne strukture, mora
se krenuti od poqetka, xto je zaista u suprotnosti sa klasiqnom intuicijom.

Budu�i da dodava�e i oduzima�e jedne ili vixe qestica otvorenom sistemu pred-
stav	a primer trivijalnih LKT (pregrupisava�e slo�enog sistema), od interesa je ispi-
tati kakve su posledice i netrivijalnih LKT na primenu projekcionog metoda. Dakle,
prestrukturira�e S + E = C = S′ + E′, nada	e, znaqi da su u pita�u proizvo	ne LKT.

U vezi sa posled�im pita�em su slede�e dve leme.

Lema 7.1. Va�e�e

trEQρ(t) = trE(ρ̂(t)− P ρ̂(t)) = trE(ρ̂(t)− ρ̂S(t)⊗ ρ̂E) = 0, ∀t. (7.9)

za dinamiku podsistema S implicira neva�e�e

trE′Qρ̂(t) = trE′(ρ̂(t)− ρ̂S(t)⊗ ρ̂E) = 0, ∀t, (7.10)

2Kompletnosti radi, treba napomenuti da se u literaturi mogu na�i i projekcije definisane na
slede�i naqin: (i) P ρ̂(t) =

∑
n(trEP̂Snρ̂(t)) ⊗ ρ̂En, (ii) P ρ̂(t) =

∑
i(trEP̂Eiρ̂(t)) ⊗ P̂Ei sa proizvo	nim

ortogonalnim projektorima za podsistem E. Ali, projekcija definisana sa (7.6) je od najxire upotrebe
xto se tiqe osnova kvantne teorije otvorenih sistema.
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i obratno.

Dokaz.

Polaze�i od trEQρ̂(t) = 0,∀t, potrebno je izna�i uslove pod kojima �e biti ispu�eno
trE′Qρ̂(t) = 0,∀t. Jasno, projektor Q odnosi se samo na S + E dekompoziciju.

Definicija Q podrazumeva definiciju projektora P , koja je ovde opet data radi
preglednosti izlaga�a:

P ρ̂ = (trE ρ̂)⊗ ρ̂E. (7.11)

Razmatra�emo zasebno sluqajeve A. qistog i B. mexanog sta�a za slo�eni sistem.

A. Qisto sta�e: ρ̂ = |Ψ〉〈Ψ|, za koje va�i trEQ|Ψ〉〈Ψ| = 0.

Neka je qisto sta�e zadato u (nejednoznaqnoj) Xmitovoj formi:

|Ψ〉 =
∑
i

ci|i〉S|i〉E, (7.12)

odakle sledi ρ̂S = trE|Ψ〉〈Ψ| =
∑

i pi|i〉S〈i|, pi = |ci|2, a sta�e okru�e�a je predstav-
	eno statistiqkim operatorom ρ̂E. Ve� je bilo reqi o tome da je u kvantnoj teoriji
otvorenih sistema uobiqajeno da se sta�e okru�e�a zadaje, tipiqno, kao stacionarno
sta�e (xto znantno uprox�ava proceduru izvo�e�a master jednaqine), pa je stoga
ρ̂E =

∑
α πα|α〉E〈α| (zapisano u svojoj spektralnoj formi).

Imaju�i u vidu posled�e napomene i da se sta�a okru�e�a u (7.12) mogu zapisati kao
|i〉 =

∑
αCiα|α〉E,∀i, sta�e celine, |Ψ〉, tada glasi:

|Ψ〉 =
∑
i,α

ciCiα|i〉S|α〉E, (7.13)

gde moraju biti zadovo	eni uslovi normira�a:

∑
i

|ci|2 = 1 =
∑
α

πα,
∑
α

|Ciα|2 = 1,∀i. (7.14)

Tada projekcija Q daje:

Q|Ψ〉〈Ψ| = |Ψ〉〈Ψ| −
∑
i,α

piπα|i〉S〈i| ⊗ |α〉E〈α|. (7.15)

Uvedimo u razmatra�e alternativnu strukturu S′ + E′, qije �e sta�e zbog relativno-
sti spletenosti (ER) biti:

|i〉S|α〉E =
∑
m,n

Diα
mn|m〉S′|n〉E′ , (7.16)
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i pri tome mora biti zadovo	en sistem jednaqina:

∑
m,n

Diα
mnD

i′α′∗
mn = δii′δαα′ . (7.17)

Stav	aju�i (7.13) i (7.16) u (7.15) sledi:

∑
m,m′n,n′

[
∑

i,i′,α,α′

ciCiαc
∗
i′C
∗
i′α′D

iα
mnD

i′α′∗
m′n′ −

∑
i,α

piπαD
iα
mnD

iα ∗
m′n′ ]|m〉S′

〈m′| ⊗ |n〉E′〈n′|. (7.18)

Nakon uzima�a traga po stepenima slobode okru�e�a E′, dobija se:

∑
m,m′

{
∑
i,α,n

∑
i′,α′

ciCiαc
∗
i′C
∗
i′α′D

iα
mnD

i′α′∗
m′n − piπαD

iα
mnD

iα∗
m′n}|m〉S′〈m′|. (7.19)

Prema tome, va�i ekvivalencija:

trE′Q|Ψ〉〈Ψ| = 0⇔
∑
i,α,n

[
∑
i′,α′

ciCiαc
∗
i′C
∗
i′α′D

iα
mnD

i′α′∗
m′n − piπαDiα

mnD
iα∗
m′n]

= 0,∀m,m′. (7.20)

Uvode�i skra�enicu, Λm
n ≡

∑
i,α ciCiαD

iα
mn, preglednosti radi, mo�e se pisati:

trE′Q|Ψ〉〈Ψ| = 0⇔ Amm′ ≡
∑
n

[Λm
n Λm′∗

n −
∑
i,α

piπαD
iα
mnD

iα∗
m′n] = 0,∀m,m′. (7.21)

Uoqiti da je ∑
m

Amm = 0, (7.22)

xto je ekvivalentno sa trQ|Ψ〉〈Ψ| = 0.

B. Mexano sta�e.

Neka je sada sta�e celine zadato mexanim, separabilnim sta�em, sa odgovaraju�im
spektralnim formama statistiqkih operatora podsistema S i E:

ρ̂ =
∑
i

λiρ̂Siρ̂Ei, ρ̂Si =
∑
m

pim|χim〉S〈χim|, ρ̂Ei =
∑
n

πin|φin〉E〈φin|. (7.23)

Za gor�e sta�e, (7.23), va�i trEQρ̂ = 0, kako sam projekcioni metod tra�i. Na osnovi
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osobina projekcionih operatora, jasno je da mora da va�i ρ̂E =
∑

q ωq|ψq〉E〈ψq| 6= trS ρ̂
a pri tome sta�e podsistema je S, trE ρ̂ =

∑
p κp|ϕp〉S〈ϕp|.

Da bi sve gore reqeno o sta�ima celine i podsistema va�ilo, moraju biti zadovo	eni
uslovi: ∑

i

λi = 1 =
∑
p

κp =
∑
q

ωq,
∑
m

pim = 1 =
∑
n

πin,∀i. (7.24)

Koriste�i opet ER:

|χim〉S|φin〉E =
∑
a,b

Cimn
ab |a〉S′ |b〉E′ , |ϕp〉S|ψq〉E =

∑
a,b

Dpq
ab |a〉S′|b〉E, (7.25)

gde moraju da budu zadovo	ena ograniqe�a

∑
a,b

Cimn
ab Cim′n′∗

ab = δmm′δnn′ ,
∑
a,b

Dpq
abD

p′q′∗
ab = δpp′δqq′ , (7.26)

onda po analogiji sa qistim sta�em (pod A.) sledi

Qρ̂ = ρ̂− (trE ρ̂)⊗ ρ̂E =
∑

a,a′,b,b′

{
∑
i,m,n

λipimπinC
imn
ab Cimn∗

a′b′ −

−
∑
p,q

κpωqD
pq
abD

pq∗
a′b′}|a〉S′〈a′| ⊗ |b〉E′〈b′|. (7.27)

Dakle,

trE′Qρ̂ = 0⇔ Λaa′ ≡
∑
i,m,n,b

λipimπinC
imn
ab Cimn∗

a′b −

−
∑
p,q,b

κpωqD
pq
abD

pq∗
a′b = 0,∀a, a′. (7.28)

i opet je za a = a′: ∑
a

Λaa = 0, (7.29)

xto je ekvivalentno uslovu trE′Qρ̂ = 0.

Va�e�e jednakosti (7.10) podrazumeva va�e�e jednakosti (7.21), odnosno (7.28) za
qista i mexana sta�a, redom. Kao xto se vidi, i (7.21) i (7.28) predstav	aju sis-
teme simultanih jednaqina. Iako su partikularna rexe�a ovih sistema mogu�a, skup
sta�a u Hilbertovom prostoru za koja je to mogu�e praktiqno je zanemar	iv (videti
Glavu 6). To znaqi da, ako va�i jednakost (7.9), onda je jednakost (7.10) ispu�ena
za zanemar	iv broj vremenskih trenutaka evolucije slo�enog sistema. Kako se uloge
(7.9) i (7.10) mogu zameniti, dobija se obrnut zak	uqak, xto kompletira dokaz.

�
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Intuitivno, lema 7.1 govori o tome da ono xto je \irelevantna projekcija", odnosno
informacija za jednu strukturu, sadr�i relevantne informacije za podsistemsko sta�e
alternativne strukture. Ili drugaqije: uzima�e traga po stepenima slobode podsistema
E, obuhvata stepene slobode S′ i E′ podsistema.

Lema 7.2. Projektori, P i P ′ koji se tiqu polazne i alternativne strukture, redom,
ne komutiraju, odnosno va�i:

[P ,P ′]ρ̂(t) 6= 0, (7.30)

za najve�i broj trenutaka evolucije slo�enog sistema.

Dokaz.
Stav	aju�i da je ρ̂P (t) ≡ P ρ̂(t) i ρ̂P ′(t) ≡ P ′ρ̂(t) i prepostav	aju�i suprotno od onoga

xto lema tvrdi, imamo: P ρ̂P ′(t) = P ′ρ̂P (t),∀t.
Koriste�i definicije projektora, sledi P ρ̂P ′(t) = trE ρ̂P ′(t) ⊗ ρ̂E = ρ̂S(t) ⊗ ρ̂E, dok

sa druge strane va�i P ′ρ̂P (t) = trE′ ρ̂P (t)⊗ = σ̂S′(t) ⊗ σ̂E′ . Poxto je komutator po pret-
postavci jednak nuli, sledi jednakost: σ̂S′(t) ⊗ σ̂E′ = ρ̂S(t) ⊗ ρ̂E,∀t. Kako je dinamika
neprekidna u vremenu, QCR implicira da posled�a jednakost, zapravo, ne�e biti za-
dovo	ena tokom evolucije za najve�i broj vremenskih trenutaka. Dakle, uz zanemar	iv
broj izuzetaka, sledi da polazna pretpostavka dokaza je pogrexna, xto potvr�uje izkaz
leme. �

Lema 7.2 govori o tome da se slo�eni sistem ne mo�e na�i u sta�u ρ̂(t), tako da je
za proizvo	an vremenski trenutak, ispu�eno P ρ̂(t) = ρ̂P (t) = P ′ρ̂(t). Ili, informacije
dobijene projektova�em, za podsisteme S i S′, me�usobno su isk	uqive.

Do sada reqeno ima za posledicu da se dinamika podsistema u alternativnoj struk-
turi ne mo�e dedukovati na osnovi poznava�a dinamike otvorenog podsistema u polaznoj
strukturi za zajedniqki vremenski interval [0, t] sa fikiranim poqetnim sta�em ρ̂(t = 0)
za celinu C. Formalno to se zapisuje kao trE′dP ρ̂(t)/dt 6= dρ̂S′(t)/dt (pri qemu se po-
drazumeva da va�i ρ̂S′(t) = trE′ ρ̂(t)).

Leme 7.1 i 7.2 odnose se na sve vrste projekcija i govore o tome da projekcioni metod
ima svoje ograniqe�e. Sve ovo odnosi se i na sisteme sa diskretnim i na sisteme sa
kontinualnim stepenima slobode i proizvo	an izbor linearnih kanonskih transfor-
macija. Istaknuto ograniqe�e projekcionog metoda nije u nesaglasnosti sa kvantnom
teorijom otvorenih sistema niti sa osnovama samog metoda Naka
ime-Cvanciga, ve� ide
u prilog tome da projekcioni metod nije podesan kada su u pita�u zadaci koji se tiqu
prestrukturira�a slo�enih sistema.

Otuda i va�na lekcija za primenu opxte teorije otvorenih sistema: poqetni, ili
naknadno uqi�en, izbor strukture celine \sistem+okru�e�e" stav	a ograniqe�a na
informacije koje se tiqu alternativnih struktura. Kako je to u nesaglasju sa klasiqnom
intuicijom i rezonova�em, neophodni su kvantitativni kriterijumi za bli�e odre�i-
va�e (ne)va	anosti klasiqne intuicije i poima�a fiziqkog sveta.
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Asimptotske strukture para

neinteraguju�ih modova

Tokom dosadax�eg izlaga�a na vixe mesta istaknuto je da standardna kvantna me-
hanika zatvorenih slo�enih sistema sve (potencijalne) strukture tretira kao jednako
mogu�e. Sa druge strane, u Ode	ku 3.5 uspostav	en je kriterijum za pribli�nu klasiq-
nost stepeni slobode podsistema: odvija�e procesa dekoherencije, za xta je seperabilnost
hamiltonijana potreban uslov [38,39]. Otuda, definicija otvorenog sistema, automatski
definixe okru�e�e. Ono xto je obele�je pomenutog kriterijuma je da se tiqe dekoheren-
cije u �urekovom smislu [11]. Ali, u praksi, na otvorenom sistemu ne mora se odvijati
samo proces dekoherencije: u igri mo�e biti i kvantna disipacija, na primer.

Model koji se razmatra u ovoj glavi tiqe se dva neinteraguju�a linearna harmonijska
oscilatora (dve mode) od kojih svaki ima svoje okru�e�e sa kojim interaguje. Poqetna
struktura od interesa je:

(1 + E1) + (2 + E2), (8.1)

pri qemu su frekvencije ω1, ω2 i mase m1,m2 prvog i drugog oscilatora, redom.

Odgovaraju�i prostor sta�a strukture (8.1) je H = H1 ⊗ H2, a hamiltonijan koji
odgovara ovoj fiziqkoj situaciji glasi Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2, Ĥi = p̂2

i /2mi +miω
2
i x̂

2
i /2, i = 1, 2.

Dinamika svakog oscilatora opisana je me�usobno nezavisnim master jednaqinama [71]:

˙̂ρ1 = κ1(2â1ρ̂1â
†
1 − a†1â1ρ̂1 − ρ̂1â

†
1â1),

˙̂ρ2 = κ2(2â2ρ̂2â
†
2 − â†2â2ρ̂2 − ρ̂2â

†
2â2), (8.2)

gde su âi (â
†
i , i = 1, 2) kreacioni i anahilacioni operatori, a κi, i = 1, 2 su disipacioni

parametri (damping parameters). Poqetno sta�e dva oscilatora je oblika ρ̂12(0) = ρ̂1(0)⊗
ρ̂2(0).

Gor�e master jednaqine predstav	aju tzv. amplitudsko priguxe�e (amplitude damping
ili skra�eno AD) i specijalan su sluqaj opxte master jednaqine za amplitudski proces
kada je okru�e�e na apsolutnoj nuli [13,72]. Ove AD master jednaqine su u Lindbladovoj
formi i ovde su zapisane u interakcionoj slici, pri qemu je izostav	en Lembov pomeraj.

Kako je reqeno u Glavi 3, diferencijalnom obliku kreta�a (tj. master jednaqini)
odgovara zakon kreta�a u integralnoj formi, odnosno odgovaraju�a Krausova dekompozi-
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cija:

ρ̂i(t) =
∞∑
n=0

K̂i
n(t)ρ̂i(0)K̂i†

n (t), i = 1, 2 (8.3)

pri qemu je zadovo	ena relacija kompletnosti
∑∞

n=0 K̂
i†
n (t)K̂i

n(t) = Îi, i = 1, 2,∀t.
Za AD proces, (8.2), Krausovi operatori su oblika [72{74]:

K̂i
n(t) =

√
(1− e−2κit)n

n!
e−κitN̂i âni ; N̂i = â†i âi, i = 1, 2. (8.4)

Evolucija mo�e biti predstav	ena i u Hajzenbergovoj (Heisenberg) slici, gde opser-
vable \nose" promenu u vremenu:

Âi(t) =
∞∑
n=0

K̂i†
n (t)Âi(0)K̂i

n(t), i = 1, 2. (8.5)

Kao jedna od mogu�nosti, da bi se nastavilo da	e, je da se beskonaqna suma aproksi-
mira tako xto se uzme prvih nekoliko qlanova u sumi; ovde to ne�e biti ra�eno, ve� �e
biti izveden egzaktan raqun.

Da bi se uprostilo pisa�e, nada	e �e biti ispuxteni indeksi koji se odnose na
pojedinaqni oscilator, jer za svaki va�i isto.

Zame�u�i jednakost (8.4) u (8.5) sledi:

Â(t) =
∞∑
n=0

(1− e−2κt)n

n!
â†ne−κtN̂ Â(0)e−κtN̂ ân. (8.6)

Koriste�i poznate veze u formalizmu linearnog harmonijskog oscilatora:

x̂ =

(
~

2mω

)1/2

(â+ â†), p̂ = ı

(
m~ω

2

)1/2

(â† − â), (8.7)

jasno je da za proraqun evolucije operatora polo�aja i impulsa oscilatora (i odgo-
varaju�ih kvadrata) u Hajzenbergovoj slici potrebno umesto Â(0) baratati operatorima
â, â† i â†â.

U da	em raqunu, od interesa �e biti uopxtena Bejker-Hauzdorfova (Baker, Hausdorff )
lema [75]:

e−sÂB̂e−sÂ = B̂ − s{Â, B̂}+
s2

2!
{Â, {Â, B̂}} − s3

3!
{Â, {Â, {Â, B̂}}}+ .... (8.8)

sa standardnom antikomutatorskom oznakom {Â, B̂} = ÂB̂ + B̂Â.
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Primenom (8.8) slede jednakosti:

e−κtN̂ âe−κtN̂ = e−κtâe−2κtN̂ , e−κtN̂ â†e−κtN̂ = e−κtâ†e−2κtN̂ . (8.9)

Vra�aju�i (8.9) u (8.6) i jox uvek dr�e�i opxtu oznaku za operator, sledi:

Â(t) = e±κt
∞∑
n=0

(1− e−2κt)n

n!
â†nÂ(0)e−2κtN̂ ân (8.10)

gde je u eksponentu pozitivan predznak za operator â, odnosno negativan za â†.

Za Â ≡ â† direktno se dobija, koriste�i relaciju kompletnosti:

â†(t) = e−κtâ†
∞∑
n=0

(1− e−2κt)n

n!
â†ne−2κtN ân = e−κtâ†; (8.11)

a za â(t) sledi:

â(t) = eκt
∞∑
n=0

(1− e−2κt)n

n!
[â†n, a]e−2κtN ân + eκtâ

∞∑
n=0

(1− e−2κt)n

n!
â†ne−2κtN ân. (8.12)

Uz pomo� poznate relacije [â†n, â] = −nâ†n−1 jednakost (8.12) postaje:

â(t) = −eκt
∞∑
n=0

n
(1− e−2κt)n

n!
â†n−1e−2κtN ân + eκtâ. (8.13)

Lako se dokazuje (diferencira�em relacije kompletnosti po n) da va�i jednakost∑∞
n=0 n

(1−e−2κt)n

n!
â†n−1e−2κtN ân = (1− e−2κt)â, pa konaqno sledi:

â(t) = e−κtâ. (8.14)

Sasvim sliqno raqunaju se i operatori: â2(t), â†2(t) i (â†â)(t), a konaqni izrazi glase:

â2(t) =
∞∑
n=0

K̂†n(t)â2K̂n(t) = e−2κtâ2

â†2(t) =
∞∑
n=0

K̂†n(t)â†2K̂n(t) = e−2κtâ†2

(â†â)(t) =
∞∑
n=0

K̂†n(t)â†âK̂n(t) = e−2κtâ†â. (8.15)
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Znaju�i vremensku evoluciju operatora kreacije i anihilacije, a na osnovi gore
pomenute veze sa opservablama polo�aja i impulsa oscilatora, bi�e:

x̂(t) = e−κtx̂, p̂(t) = e−κtp̂,

x̂2(t) = e−2κtx̂2 +
~

2mω
(1− e−2κt)

p̂2(t) = e−2κtp̂2 +
m~ω

2
(1− e−2κt). (8.16)

Iz (8.16) se neposredno dobijaju asimptotska rexe�a:

lim
t→∞

x̂(t) = 0 = lim
t→∞

p̂(t), lim
t→∞

x̂2(t) =
~

2mω
, lim
t→∞

p̂2(t) =
m~ω

2
, (8.17)

na osnovi kojih lako se raqunaju standardna odstupa�a opservabli polo�aja i impulsa
oscilatora, odnosno odgovaraju�a relacija neodre�enosti:

lim
t→∞

∆x̂(t)∆p̂(t) =
~
2
. (8.18)

Sta�a koja zadovo	avaju (8.18) su tzv. sta�a minimalne neodre�enosti: u koordi-
natnoj reprezentaciji to su gausijani (Gauss) (u literaturi poznata i kao Sudarxan-
Glauberova (Sudarshan, Glauber) koherentna sta�a).

Sa druge strane, korelaciona funkcija Q = 〈Â1Â2〉 − 〈Â1〉〈Â2〉, ukazuje na mogu�e
prisustvo korelacija u slo�enom sistemu 1 + 2 koji se nalazi u sta�u ρ̂12; indeks op-
servable Âi, i = 1, 2 ukazuje na koji podsistem se opservabla odnosi. Nulta vrednost
korelacione funkcije, Q = 0, nije dovo	na (iako jeste potrebna) da bi se zak	uqilo
da je sta�e slo�enog sistema bez korelacija bilo koje vrste, odnosno tenzorski proizvod
sta�a podsistema. Biraju�i opservable Â1 i Â2 iz skupova {x̂1, p̂1} i {x̂2, p̂2}, redom, mogu
se formirati korelacione funkcije Qij za razliqite kombinacije.

Budu�i da je evolucija izra�ena u Hajzenbergovoj slici, od interesa je vremenski
zavisna korelaciona funkcija, Q(t) = 〈Â1(t)Â2(t)〉 − 〈Â1(t)〉〈Â2(t)〉. Kako je na�eno da je
tipiqna vremenska zavisnost opservabli za prvi i drugi oscilator, Â1(t) = e−κ1tÂ1(0) i
Â2(t) = e−κ2tÂ2(0), redom, jasno je da va�i:

lim
t→∞

Q12(t) = lim
t→∞

(〈Â1(t)Â2(t)〉 − 〈Â1(t)〉〈Â2(t)〉) = lim
t→∞

e−(κ1+κ2)tQ12(0) = 0. (8.19)

Od interesa je asimptotsko ponaxa�e sistema iz razloga xto je za Markov	eve (kakav
se u ovoj glavi izuqava) sisteme utvr�eno da su neklasiqne korelacije (dvostrani diskord
razliqit od nule) u dvodelnim strukturama sveprisutne, osim u limesu beskonaqnog vre-
mena. Drugim reqima, nema naglog nestaja�a diskorda (discord sudden death) u konaqnim
vremenskim trenucima [76].

Sa druge strane je rezulat da za gausijanska sta�a va�i da je diskord nula samo
akko je sta�e dvodelnog sistema tenzorski proizvod [77]. Dakle, u sluqaju dvodelnih
gausijanskih sistema nulta vrednost korelacione funkcije je i potrebna i dovo	na za
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zak	uqak da u sistemu nema nikakvih korelacija. Zato je od va�nosti naglasiti da ovde
razmatrani amplitudski proces ima osobinu da quva gausijanski karakter sta�a na koje
deluje [78].

Sada je jasno da izrazi (8.18) i (8.19) vode zak	uqku da je asimptotsko sta�e (t→∞)
dve mode tenzorski proizvod gausijanskih sta�a sa minimalnom neodre�enox�u.

8.1 Alternativni stepeni slobode

Razmatrajmo drugu dekompoziciju slo�enog sistema A + B, sa prostorom sta�a
H = HA ⊗HB i hamiltonijanom Ĥ = ĤA + ĤB + ĤAB.

Neka su novi stepeni slobode X̂A i ξ̂B i �ima konjugovane opservable impulsa P̂A i
π̂B povezane sa polaznim stepenima slobode slede�im LKT:

X̂A =
∑
i

αix̂i, P̂A =
∑
j

γj p̂j

ξ̂B =
∑
m

βmx̂m, π̂B =
∑
n

δnp̂n. (8.20)

Novi stepeni slobode moraju da zadovo	avaju komutacione relacije [X̂A, P̂A] = ı~,
[ξ̂B, π̂B] = ı~, zbog qega va�e slede�e veze:

∑
i

αiγi = 1 =
∑
i

βiδi,
∑
i

αiδi = 0 =
∑
i

βiγi. (8.21)

Primetimo da su gor�e LKT lokalnog karaktera, tj. tiqu se samo stepeni slobode
otvorenog sistema. Iako ne uvode interakciju izme�u novih podsistema (ĤAB = 0), one
me�aju karakter interakcije sa okru�e�em1. Ovo se lako mo�e videti koriste�i in-
verzne transformacije od (8.20) i zame�uju�i ih u Krausove operatore (8.4): sledi da je
K̂1
m ⊗ K̂2

n 6= K̂A
p ⊗ K̂B

q . Drugaqije reqeno: lokalna okru�e�a podsistema 1 i 2, postaju
zajedniqko okru�e�e za podsisteme A i B.

Alternativna struktura koja je od interesa:

(A + B) + E (8.22)

jasno govori o zajedniqkom okru�e�u podsistema A i B; porede�i strukture (8.1) i (8.22),
a na osnovi rezultata Glave 7, jasno je da poznava�e dinamike podsistema 1 u i 2 ne�e
biti od va�nosti za izvo�e�e dinamike podsistema u alternativnoj strukturi.

Za strukturu 1 + 2 je bilo mogu�e raditi sa dve nezavisne master jednaqine jer za
nezavisna okru�e�a i interakciju V̂ = α

∑
k(Â

1
Sk ⊗ B̂1

Ek + Â2
Sk ⊗ B̂2

Ek) master jednaqina
glasi (ovde je req o Markov	evom procesu, pa otuda i Lindbladova forma master jedna-

1To je i razlog xto nisu uzete u obzir opxtije LKT, tj. one koje \mexaju" opservable polo�aja i
impulsa. Na ovaj naqin obezbe�eno je, da xtagod bio razlog sliqnosti/razliqitosti struktura 1 + 2 i
A + B, to nije interakcija me�u podsistemima unutar strukture A + B.
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qine) [13]:

dρ̂12(t)

dt
= −ı

∑
i

[Ĥi + α2Ĥ
(i)
LS, ρ̂12(t)]

+α2
∑
ω,i,k,l

γ
(i)
kl (ω)

[
Â

(i)
k (ω)ρ̂12(t)Â

(i)†
l (ω)− 1

2
{Â(i)†

l (ω)Â
(i)
k (ω), ρ̂12(t)}

]
. (8.23)

Iz (8.22), a koriste�i osobine parcijalnog traga (operatori B̂1 i B̂2 su proizvo	ni
operatori koji se tiqu sistema 1 i 2, redom) ρ̂i = trj ρ̂12, i 6= j = 1, 2, tri[B̂j, ρ̂12] = 0, i = j i

tri[B̂j, ρ̂12] = [B̂j, ρ̂j] za i 6= j, i, j = 1, 2, slede master jednaqine za podsisteme u strukturi
1 + 2:

dρ̂i(t)

dt
= −ı[Ĥi + α2Ĥ

(i)
LS, ρ̂i(t)]

+α2
∑
ω,k,l

γ
(i)
kl (ω)

[
Â

(i)
k (ω)ρ̂i(t)Â

(i)†
l (ω)− 1

2
{Â(i)†

l (ω)Â
(i)
k (ω), ρ̂i(t)}

]
; (8.24)

to je opxti zapis master jednaqina (8.1) sa anihilacionim operatorom kao Lindbladovim
operatorom.

Strogo govore�i, Krausovi operatori zaA + B strukturu slede iz odgovaraju�e master
jednaqine, koja mora biti izvedena od poqetka.

Ali, u ovom modelu dekompozicije koji se razmatra, poznava�e Krausovih operatora za
A + B strukturu nije ni potrebno, jer je evolucija opservabli definisana preko Krausove
dekompozicije za koju ja va�na beskonaqna suma, a ne eksplicitan oblik Krausovih ope-
ratora:

Â1(t)Â2(t) =
∞∑

m,n=0

K̂1†
m (t)Â1(0)K̂1

m(t)⊗ K̂2†
n (t)Â2(0)K̂2

n(t). (8.25)

Dakle problemi vezani za A + B strukturu mogu se zaobi�i koriste�i stare Krausove
operatore i LKT, (8.20), sada zapisane preko vremenski zavisnih operatora:

X̂A(t) =
∑
i

αix̂i(t), P̂A(t) =
∑
i

γip̂i(t), ξ̂B(t) =
∑
i

βix̂i(t), π̂B(t) =
∑
i

δip̂i(t). (8.26)

Na osnovi (8.26), pak, sledi:

X̂2
A(t) =

∑
i,j

αiαj(x̂ix̂j)(t), P̂ 2
A(t) =

∑
i,j

γiγj(p̂ip̂j)(t), (8.27)

i

ξ̂2
B(t) =

∑
i,j

βiβj(x̂ix̂j)(t), π̂2
B(t) =

∑
i,j

δiδj(p̂ip̂j)(t) (8.28)

gde stoje skra�eni zapisi: (x̂ix̂j)(t) = x̂i(t)x̂j(t) i (p̂ip̂j)(t) = p̂i(t)p̂j(t).
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Iz (8.26) i (8.27) raquna se standardno odstupa�e:

(
∆X̂A(t)

)2

= tr12

[∑
i,j

αiαj(x̂ix̂j)(t)ρ̂12(0)

]
−
[
tr12

∑
i

αix̂i(t)ρ̂12(0)

]2

=

=
∑
i,j

αiαj [〈(x̂ix̂j)(t)〉 − 〈x̂i(t)〉〈x̂j(t)〉] =

=
∑
i

α2
i (∆x̂i(t))

2 +
∑
i 6=j

(αiαj〈(x̂ix̂j)(t)〉 − αiαj〈x̂i(t)〉〈x̂j(t)〉) =

=
∑
i

α2
i (∆x̂i(t))

2. (8.29)

Posled�a jednakost stoji zato xto, za i 6= j, a imaju�i u vidu lokalnost Krausovih
operatora za strukturu 1 + 2, va�i da je 〈(x̂ix̂j)(t)〉 = 〈x̂i(t)〉〈x̂j(t)〉 uz podse�a�e da je
poqetno sta�e ρ̂12(0) = ρ̂1(0) ⊗ ρ̂2(0). Analogno gor�em raqunu, dobijaju se standardna
odstupa�a za opservable P̂A, ξ̂B i π̂B.

Tako, mno�e�em standardnih odstupa�a dobijaju se asimptotske vrednosti:

∆X̂A(∞)∆P̂A(∞) =

√
(
α2

1~
2m1ω1

+
α2

2~
2m2ω2

)(
γ2

1m1~ω1

2
+
γ2

2m2~ω2

2
) ≥ ~

2
,

∆ξ̂B(∞)∆π̂B(∞) =

√
(
β2

1~
2m1ω1

+
β2

2~
2m2ω2

)(
δ2

1m1~ω1

2
+
δ2

2m2~ω2

2
) ≥ ~

2
. (8.30)

Na osnovi QCR (odnosno ER) pravila, oqekuje se da u strukturi A + B ima kvantnih
korelacija xto se mo�e videti na osnovi korelacione funkcije, na primer:

QAB(t) = 〈X̂A(t)ξ̂B(t)〉 − 〈X̂A(t)〉〈ξ̂B(t)〉. (8.31)

Zame�uju�i (8.16) i (8.26) u gor�i izraz za QAB(t) sledi:

QAB(∞) = lim
t→∞

∑
i,j

[(x̂ix̂j)(t)− x̂i(t)x̂j(t)] = αiβi(∆x̂i(∞))2 = α1β1
~

2m1ω1

+ α2β2
~

2m2ω2

,

(8.32)
xto je dovo	no da se zak	uqi da u sistemu ima korelacija, qak i u limesu beskonaqnog
vremena.

Dakle, postoja�e korelacija za kvantnu struktura A + B znaqi da nema tenzorskog
proizvoda sta�a podsistema, ni asimptotski, te ne mo�e se govoriti o razliqivosti
podsistema slo�enog sistema C u ovoj dekompoziciji: ovakvo ponaxa�e je sve samo nije
klasiqno, pa ka�e se da struktura A + B nije prepoznata od strane okru�e�a kao (pri-
bli�no) klasiqna.

U specijalnom sluqaju kada su osilatori jednakih masa (m1 = m2 = m) i frekvencija
(ω1 = ω2 = ω) i podsistem A igra ulogu centra mase celine (α1 = 1/2 = α2, γ1 = 1 =
γ2) a podsistem B igra ulogu stepeni slobode relativne qestice (β1 = 1 = −β2, δ1 =
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1/2 = −δ2) dobijaju se jednakosti na desnoj strani (8.30), ∆X̂A(∞)∆P̂A(∞) = ~/2 i
∆ξ̂B(∞)∆π̂B(∞) = ~/2, kao i odsustvo korelacija QAB(∞) = 0 u (8.32). Ali, tipiqno,
zanemaruju�i ovaj specijalni sluqaj, mo�e se oqekivati da sta�e dekompozicije A + B

ne vodi mimimalnoj neodre�enosti i da je sta�e korelisano.
Asimptotsko kvantno sta�e za strukturu 1 + 2 je klasiqno, u smislu da je tenzorski

proizvod gausijanskih sta�a:
|α〉1|β〉2, (8.33)

sta�a koja minimizuju relacije neodre�enosti u strukturi 1 + 2. Prema tome, u asimp-
totskom limesu o paru 1 + 2 mo�e se razmix	ati kao o dva nekorelisana, me�usobno
razliqiva sistema, xto je na neki naqin definicija klasiqnosti. Sa druge strane,
obzirom na model, za sta�a (8.33) mo�e se re�i da obrazuju pribli�ni bazis brojaqa,
odnosno da su to robusna sta�a slo�enog sistema { invarijantna na unitarnu evoluciju
celine. Pribli�ni, jer su u pita�u koherentna sta�a koja obrazuju tzv. overcomplete
bazis, gde su vektori pribli�no ortogonalni. Sve ovo je pojaqano zak	uqkom u [76], kako
je ve� pomenuto, da se za otvorene Markov	eve sisteme klasiqnost oqekuje asimptotski.

Okru�e�e bira najklasiqniju od svih struktura, pa na kraju mo�e se zak	uqiti da
je klasiqnost (ili ponaxa�e nalik na klasiqno) stvar specijalne strukture slo�enog
sistema C, gde odluku donosi okru�e�e, tj. oblik interakcije otvorenog sistema sa
okru�e�em, za datu (svaku ponaosob) strukturu.

Tako, mo�e se re�i da rezultati ove glave potvr�uju oqekiva�a, i intuiciju, da za
otvorene sisteme, makar u dvodelnim (kanonskim) strukturama, mo�emo oqekivati privi-
legovanu strukturu. Nije naodmet jox jednom ista�i { ovo ne va�i za zatvorene slo�ene
sisteme.
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9
Jedinstveni bazis brojaqa u shemi

lokalnog vremena

U Glavi 5 bilo je reqi o Ensovom metodu u okvirima teorije asimptotske kompletnosti
i mnogoqestiqnog kvantnog raseja�a a potom je uveden pojam lokalnog vremena. Ovde �e
biti nastav	eno sa tumaqa�em koje je Kitada dao Ensovom teoremu, sa ci	em da se izuqe
minimalistiqke (neinterpretacijske) posledice formalizma lokalnog vremena.

Podsetimo se: za jedan zatvoreni kvantni sistem mo�e se definisati samo jedno
vreme, pri qemu je zatvorenom kvantnom sistemu pridru�en vremenski nezavisan hamil-
tonijan (jasno, nema smisli govoriti o izolovanim sistemima, jer oni podrazmevaju vre-
menski zavisne hamiltonijane a xto podrazumeva a priori definisano vreme). Pojam
lokalnog vremena je proistekao iz Kitadinog tumaqe�a Ensovog rezultata:

∥∥∥∥( x̂btm − v̂b
)
P̃
Mm
b

b e−
ıtm
~ Ĥ |Ψ〉

∥∥∥∥→ 0, (9.1)

a limes tiqe se svih mogu�ih klasterizacija, obuhvata sve mogu�e situacije raseja�a
unutar zatvorenog sistema, pru qemu su vremenski trenuci, tm, kao i zadati hamiltonijan,
zajedniqki za sve mogu�e strukture dobijene klasterizacijom.

Fiziqko tumaqe�e jednaqine (9.1) je relativno jednostavno, ako se ima u vidu veza:

(x̂− tv̂)e−
ıtT̂
~ = e−

ıtT̂
~ x̂, (9.2)

gde su x̂, v̂ i T̂ operatori polo�aja, brzine i kinetiqke energije, redom, jednodimenzion-
alne slobodne qestice. To znaqi da je dejstvo na talasnu funkciju slede�e:

e−
ıtT̂
~ Ψ(x) = Ψ(x+ vt). (9.3)

Otuda je prirodno interpretirati parametar t koji se pojav	uje u (9.1) kao lokalno vreme,
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koje se mo�e proceniti mere�em opservabli x̂b
1 i v̂b na ansamblu, odnosno

〈x̂b〉
〈v̂b〉

∼ t, (9.4)

gde su 〈x̂b〉 i 〈v̂b〉 oqekivane vrednosti.
Lokalno vreme se, dakle, interpretacijski uvodi kroz limes (9.1), pa mo�e se re�i

da se vreme pojav	uje kao skriveni parametar qija uloga je, podsetimo se, regulisana
slede�im (u okviru ove sheme) univerzalnim pravilima:

(a) Sistemi sa razliqitim hamiltonijanima (razliqiti broj qestica, razliqite vrste
qestica ili razliqite vrste interakcija me�u qesticama) imaju razliqita lokalna
vremena,

(b) Sistemi koji me�usobno interaguju imaju zajedniqko lokalno vreme,

(v) Bilo koja dva slabo interaguju�a sistema koji imaju nezavisne unitarne dinamike
nemaju zajedniqko vreme,

(g) Lokalno vreme odnosi se i na me�usobno (apstraktno zamix	eno) identiqne mno-
goqestiqne sisteme, sve dok su takvi sistemi me�usobno nezavisni { ovime je im-
plicitno iskazan odnos ansambla i lokalnog vremena za element ansambla,

pri qemu su od interesa slede�e posledice gor�ih pravila:

• Ako dva sistema koja nemaju isto lokalno vreme poqnu da interaguju, tada mogu
definisati poqetni trenutak t = 0 od kojeg �ihovo zajedniqko lokalno vreme
poqi�e da teqe; tipiqne situacije: kvantno mere�e, jaka interakcija u kvantnoj
dekoherenciji,

• Ako je interakcija ispod nekog praga jaqine, onda sistemi ostaju pribli�no zat-
voreni jedan za drugi i ne dele zajedniqko vreme. Ovo treba razlikovati od pojma
\slaba interakcija" u teoriji otvorenih sistema. \Slaba interakcija" je \jaka" u
smislu pojma lokalnog vremena, ali je za neke praktiqne potrebe \slaba". Dakle,
sistem kada interaguje sa okru�e�em, to je jaka interakcija (iznad nekog praga) u
smislu sheme lokalnog vremena,

• Kada se dva sistema koja dele isto lokalno vreme dovo	no daleko razi�u, i �ihova
interakcija padne ispod gore pomenute granice, onda oni postaju nezavisni i svaki
od �ih stiqe svoje lokalno vreme.

Po standardno va�e�oj kvantnoj mehanici, evolucija zatvorenog sistema opisuje se
jednaqinom kreta�a:

|Ψ(t◦)〉 = Û(t◦)|Ψ(t = 0)〉, (9.5)

gde je Û(t) = e−
ıt
~ Ĥ a Ĥ je hamiltonijan slo�enog sistema. Ako se (9.5) odnosi na proces

kvantnog mere�a ili kvantne dekoherencije, onda t◦ oznaqava vremenski trenutak kada su

1Verovatno je jasno, ali nije naodmet naglasiti: mere�e me�uklasterske opservable, x̂b, opisuje rase-
ja�e u datoj strukturi.
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ti procesi \zavrxeni", pa limes t◦ →∞ formalno gledano ima smisla. Sa druge strane,
izdvaja�e konaqnog vremenskog trenutka t◦ je od znaqaja, jer za sve vremenske trenutke
koji mu prethode, nema smisla govoriti o podsistemima slo�enog sistema, a xto sledi
iz Kriterijuma 1 (v. Ode	ak 3.5): bez odigrane dekoherencije nema dobro definisanih
podsistema.

Imaju�i u vidu pravilo (g) odozgo, u odre�iva�u konaqnog vremenskog trenutka t◦
postoji neodre�enost ∆t, pa umesto jednaqine kreta�a (9.5) stoji jednaqina za mexano
sta�e (u opxtem sluqaju, smexana sta�a su neortogonalna, xto znaqi da se odnose na
nekomutiraju�e opservable)

σ̂ =

∫ t◦+∆t

t◦−∆t

ρ(t)|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|dt, (9.6)

gde vremenska gustina verovatno�e, ρ(t), zadovo	ava:

∫ t◦+∆t

t◦−∆t

ρ(t)dt = 1,

∫ t◦+∆t

t◦−∆t

tρ(t)dt = t◦. (9.7)

Za gustinu verovatno�e zahteva se da ima slede�e osobine:

(1) Da bude simetriqna u intervalu [t◦ −∆t, t◦ + ∆t].

(2) Vremenska gustina verovatno�e dozvo	ava odgovaraju�i limes ρ(t)→ δ(t), qime mo�e
biti reprodukovan izraz (9.5).

Neke stvari va	a posebno naglasiti:

{ Sta�e (9.6) je mexavina, kako se ka�e, \prve vrste", odnosno zaista je sta�e slo-
�enog sistema, jer to je mexavina koja nije dobijena operacijom traga po stepenima
slobode okru�e�a, na primer, xto bi bila mexavina \druge vrste". Kako je poznato,
mexavine druge vrste nisu sta�a podsistema, ve� pogodan matematiqki zapis [11].

{ Sta�e (9.6) tiqe se zatvorenog sistema.

{ Odre�iva�e proizvo	nog vremenskog trenutka iz intervala [t◦−∆t, t◦+∆t] u prin-
cipu nije mogu�e, jer bi to bilo u neskladu sa no-cloning teoremom qija je tvrd�a ek-
vivalentna nemogu�nosti razlikova�a2 neortogonalnih sta�a bilo kakvim mernim
postupkom, u principu [15].

2Razlikova�e sta�a podrazumeva razlikova�e rezultata mere�a opservabli na pojedinaqnom sistemu
(ne na ansamblu, gde se uvek mogu razlikovati). Zato, kao posledica, pojam razliqivosti sta�a vezuje
se isk	uqivo za (pribli�no) ortogonalna sta�a, zato xto se sa verovatno�om 1 (na ansamblu) dobija
jedna vrednost merene opservable. Na primer, neka se meri opservabla sa nedegenerisanim spektrom
(jednostavnosti radi) Â =

∑
i aiP̂i =

∑
i ai|ai〉〈ai|. Onda je verovatno�a mere�a svojstvene vrednosti ai

na sta�u |ai〉 jednaka jedinici, tj. po definiciji w(Â, |ai〉, ai) = 〈ai|P̂i|ai〉 = 1. Ali, za neko ortogonalno
sta�e iz spektra, |aj〉, va�i�e w(Â, |aj〉, ai) = 〈aj |P̂i|aj〉 = 0 te se za ortogonalna sta�a |ai〉 i |aj〉 ka�e
da su razliqiva.
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{ Vremenska neodre�enost ∆t ne uvodi neodre�enost energije. Svaki qlan u jednakosti
(9.6) opisuje unitarnu evoluciju, koja zbog konzervativnosti hamiltonijana, po-
drazumeva odr�a�e energije 〈Ψ(t)|Ĥ|Ψ(t)〉 = 〈Ψ(t = 0)|Ĥ|Ψ(t = 0)〉, pa sledi da je
trσ̂Ĥ = const.

Po konstrukciji, sta�e (9.6) je mexano, ali za intervale vremena za koje va�i ∆t� t◦
mo�e se pisati:

σ̂ ≈
∫ t◦+∆t

t◦−∆t

ρ(t)

(
Î − ı(t− t◦)

~
Ĥ

)
|Ψ(t◦)〉〈Ψ(t◦)|

(
Î +

ı(t− t◦)
~

Ĥ

)
dt ≈ |Ψ(t◦)〉〈Ψ(t◦)| (9.8)

sa grexkom reda veliqine (δt/~)2 = ( t−t◦~ )2, pri qemu je iskorix�eno svojstvo normira�a
gustine verovatno�e, v. (9.7). Obzirom da mo�e se razmatrati i t◦ � 1, ∆t ne mora samo
po sebi da bude mala veliqina, ve� je dovo	no da zadovo	ava ∆t� t◦.

Sa druge strane, u evoluciji zatvorenog sistema postoji minimalno vreme koje za dati
sistem odre�uje razliqiva (ortogonalna) sta�a kroz koja sistem prolazi tokom evolucije.
To vreme se proce�uje na slede�i naqin [79]:

τmin = max{π~/2(∆Ĥ), π~/2(〈Ĥ〉t=0 − Eg)}, (9.9)

gde je ∆Ĥ standardno odstupa�e a Eg je oznaka za osnovnu energiju hamiltonijana. Pro-
cena (9.9) daje minimalan vremenski interval (tj. potrebno, ali ne nu�no i dovo	no
vreme) za koji bi sistem izvrxio prelaz iz nekog poqetnog sta�a u �emu bilo koje ortog-
onalno sta�e. Za vremenske intervale koji su ma�i od ovog τmin, sta�a kroz koja prolazi
sistem ne mogu se razluqiti. Za ∆t > τmin, xto se tiqe sta�a (9.6), mo�emo izdvojiti tri
vremenska trenutka i sta�a koja shodno [79] mogu biti me�usobno pribli�no ortogonalna:

σ̂ = p−|Ψ(t◦ −∆t)〉〈Ψ(t◦ −∆t)|+ p◦|Ψ(t◦)〉〈Ψ(t◦)|+ p+|Ψ(t◦ + ∆t)〉〈Ψ(t◦ + ∆t)|, (9.10)

odnosno sta�a koja se mogu me�usobno pribli�no razlikovati.

U ovoj glavi od interesa �e biti intervali vremena ∆t za koje va�i ∆t→ 0 i to tako
da ne vode, ni jednaqini (9.8), ni jednaqini (9.10).

U skladu sa zahtevanim osobinama vremenske gustine raspodele i jednakosti (9.7) za
funkciju koja �e je predstav	ati biramo Gausovu gustinu raspodele:

ρ(t) =

√
λ

π
e−λ(t−t◦)2 , (9.11)

koja se u limesu λ → ∞ ponaxa kao Dirakova delta funkcija. Dakle, ci	 je izabrati
xto ma�e λ.

Stav	aju�i izabranu funkciju raspodele u (pribli�ni) uslov normira�a

√
λ

π

∫ t◦+∆t

t◦−∆t

e−λ(t−t◦)2dt ≈ 1, (9.12)
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i nakon uvo�e�a par smena, zapis postaje jednostavniji:

2√
π

∫ √λ∆t

0

e−z
2

dz ≈ 1, (9.13)

xto je po definiciji tzv. funkcija grexke (error function), erf(
√
λ∆t). Ova funkcija

ima vrednosti pribli�no jedinici ve� za vrednosti argumenta
√
λ∆t & 1 odakle sledi

∆t & λ−1/2, odnosno ∆t & λ−1, za λ > 1.

Sa druge strane, dovo	na je procena da je ∆t < τmin/2 iz qega sledi ∆t < τmin, xto je
potreban uslov da sta�e nije oblika (9.10).

Na osnovi gore reqenog sledi procena za neodre�enost vremena:

τmin/2 > ∆t > λ−1, (9.14)

sa kojom Gausova gustina verovatno�e (pribli�no) zadovo	ava uslov normira�a, tj. va�i∫ t◦+∆t

t◦−∆t
ρ(t)dt ≈

∫ +∞
−∞ ρ(t)dt = 1. Svakako, gor�i izbor za gustinu verovatno�e nije jedini

mogu�i, ali ima praktiqnih prednosti, jer olakxava proraqun, kao xto �e se videti
kasnije3.

U ovoj glavi, od interesa je opis procesa dekoherencije koji se tiqe i konaqnodi-
menzionalnih sistema za koje je karakteristiqan diskretan energijski spektar i vezana
sta�a: Ĥ =

∑
n hn|n〉〈n| je spektralna forma hamiltonijana za zatvoreni sistem koji se

sastoji od konaqnog broja qestica u konaqnom (ograniqenom) delu prostora.

Za proizvo	no poqetno sta�e |Φ〉 =
∑

n cn|n〉, unitarna evolucija daje:

Û(t◦)
∑
n

cn|n〉 =
∑
n

cne
− ıt◦hn~ |n〉 ≡ |Ψ(t◦)〉, (9.15)

pa �e odgovaraju�e mexano sta�e glasiti:

σ̂ =
∑
n

|cn|2|n〉〈n|+
∑
n6=n′

cnc
∗
n′e
−
ıt◦(hn−hn′ )

~ e−
(hn−hn′ )

2

4~2λ |n〉〈n′|. (9.16)

Za proraqun sta�a (9.16) iskorix�en je Gausov integral4
∫∞
−∞ e

−ax2/2+ıJxdx =

= (2π/a)1/2× e−J2/2a, gde su a > 0 i J realni brojevi. Po definiciji, sta�e σ̂ je ermitski,
pozitivan operator jediniqnog traga.

3Proxire�a, u smislu upotrebe negausijanske gustine verovatno�e ili modelski zavisne gustine
verovatno�e, jesu mogu�a, ali ne�e biti od interesa u ovom Radu.

4U suxtini isti ovakav proraqun korix�en je za dobija�e sta�a (9.92), v. str. 110, pa �e stoga ovde
biti izostav	en.

93



Glava 9. Jedinstveni bazis brojaqa u shemi lokalnog vremena

Iz jednaqine (9.16) sledi:

trσ̂2 =
∑
n,n′

|cn|2|cn′|2e−
(hn−hn′ )

2

2~2λ < 1, (9.17)

xto pokazuje da je sta�e σ̂ mexano. Izrazi e−
(hn−hn′ )

2

4~2λ koji se pojav	uju u sta�u (9.16)
mogu da uzimaju vrednosti od 0 do 1.

Za sisteme sa malim brojem qestica, koji po pravilu imaju siromaxan energijski spek-
tar (mali broj svojstvenih vrednosti), ve�inom mogu se oqekivati qlanovi sa

e−
(hn−hn′ )

2

4~2λ ∼ 1, xto znaqi da je sta�e pribli�no oblika |Ψ〉〈Ψ| ∼=
∑

n |cn|2|n〉〈n|+
+
∑

n6=n′ cnc
∗
n′e
−
ıt◦(hn−hn′ )

~ |n〉〈n′|. Ovo se mo�e videti i na osnovi veliqine pod nazivom
fideliti (fidelity) koja daje meru bliskosti sta�a ρ̂1 i ρ̂2 i definisana je izrazom [15]:

F(ρ̂1, ρ̂2) = tr

[√√
ρ̂1ρ̂2

√
ρ̂1

]
; (9.18)

za bliska sta�a F(ρ̂1, ρ̂2) ∼ 1. Neka je ρ̂1 qisto sta�e (9.15), odnosno
√
ρ̂1 = ρ̂1 = |Ψ〉〈Ψ| i

neka je ρ̂2 = σ̂. Onda �e biti:

F(ρ̂1, σ̂) = tr
[√
|Ψ〉〈Ψ|σ̂|Ψ〉〈Ψ|

]
=
√
〈Ψ|σ̂|Ψ〉

���
���

��:1
tr
[√
|Ψ〉〈Ψ|

]
=
√
〈Ψ|σ̂|Ψ〉,

odnosno stav	aju�i izraze (9.15) i (9.16) za sta�a, nakon kra�eg proraquna dobija se

da je fideliti F =

√∑
n,n′ |cn|2|cn′|2e−

(hn−hn′ )
2

4~2λ ' 1. Dakle, za sisteme sa malim brojem

qestica mo�e se smatrati da su u pribli�no qistom sta�u xto je u skladu sa uobiqajenim
rezonava�em za \male" sisteme: uticaj okru�e�a je neznatan i za sistem se oqekuje
oquvana koherencija.

Sa druge strane, sistemi sa velikom brojem qestica imaju gust energijski spektar, pa
kontinualni analogon (limes kontinualne aproksimacije) sta�u (9.16) glasi:

σ̂ =

∫
dEdE ′Ψ(E)Ψ∗(E ′)e−

ıt◦(E−E′)
~ )e−

(E−E′)2

4~2λ |E〉〈E ′|. (9.19)

Obzirom na gustinu spektra, za neke energijske nivoe mo�e se oqekivati gubitak koheren-

cije, e−
(E−E′)2

4~2λ � 1, xto vodi kvazidijagonalnoj formi za sta�e σ̂ { drugaqije reqeno,
qista sta�a nisu pogodna za opis mnogoqestiqnih sistema. Izrazi analogni (9.19) dobro
su poznati u modelima teorije dekoherencije.

Ovde treba primetiti da sta�a |E〉 nisu normalizabilna, te nisu od interesa xto
se tiqe sheme lokalnog vremena. Normalizabilna sta�a mogu se dobiti procedurom
ogrub	e�a kontinualnog spektra, qime se dobijaju pribli�na svojstvena sta�a. Po
definiciji, ova procedura sma�uje broj svojstvenih vrednosti kao i broj qlanova oblika
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e−
(hn−hn′ )

2

4~2λ sa malim razlikama |hn − hn′ | u eksponentu. Posled�e znaqi da se uma�uje ko-
herencija u slo�enom sistemu. Za sisteme sa malim brojem svojstvenih vrednosti ovakva
procedura nije od koristi, jer zbog siromaxnog spektra, grexka koje se uvodi procedurom
ogrub	ava�a znaqajno me�a informacijski sadr�aj sta�a.

Dakle, za male (spektralno gledano) sisteme oqekuje se pribli�no kvantno ponaxa�e,
dok veliki sistemi, tipiqno, pokazuju ponaxa�e koje se mo�e nazvati pribli�no kla-
siqnim (imaju�i u vidu kvazidijagonalnu formu statistiqkog operatora i elementarnu
definiciju procesa dekoherencije). Kvantno ili klasiqno ponaxa�e, vidimo, nije samo
stvar mase ili prostornih dimenzija sistema, ve� i energijskih skala.

9.1 Shema lokalnog vremena i procesi sa

dominantnim interakcionim qlanom

U ovom ode	ku �e od interesa biti primena univerzalnih kvantno-mehaniqkih prav-
ila datih na poqetku ove glave za sluqaj jake interakcije u sistemu O + A.

Posmatrajmo dva sistema O i A koji me�usobno ne interaguju { to znaqi da ne moraju da
imaju zajedniqko vreme. Interakcija u sistemu O + A uvodi novi hamiltonijan ĤO+ĤA+
Ĥint, gde je Ĥint interakcioni qlan. Vreme koje se pridru�uje sistemu O + A razliqito
je od vremena podsistema O i A pre interakcije { poqetak interakcije definixe poqetak
novog lokalnog vremena, xto se formalno zapisuje sa t = 0.

U kvantnoj dekoherenciji i kvantnom mere�u od interesa su situacije gde interak-
cioni qlan dominira, odnosno sopstveni hamiltonijani mogu biti zanemareni:
Ĥ = ĤO + ĤA + Ĥint ≈ Ĥint.

Neka je poqetno sta�e celine oblika |φ〉O|χ〉A i neka je interakcioni hamiltonijan
dat spektralnom formom sa realnim koeficijentima hαβ:

Ĥint =
∑
α,β

hαβP̂
O
α ⊗ Π̂A

β , (9.20)

gde su P̂ i Π̂ odgovaraju�i projektori na faktor prostore. Onda unitarna dinamika daje
spleteno sta�e:

|Ψ(t)〉 =
∑
α

bα|α〉O|χα(t)〉A, (9.21)

gde je

|χα(t)〉A =
∑
β

dβe
−
ıthαβ

~ |β〉A, (9.22)

sa slede�im oznakama: bα|α〉O = P̂O
α |φ〉O i dβ|β〉A = Π̂A

β |χ〉A;
∑

α |bα|2 = 1 =
∑

β |dβ|2.
Zame�uju�i jednaqinu (9.21) u jednaqinu za sta�e slo�enog sistema,

σ̂ =
∫ t◦+∆t

t◦−∆t
ρ(t)|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|dt, dobija se da je:

σ̂ =
∑
α

|bα|2|α〉O〈α| ⊗ ρ̂Aα (t◦) +
∑
α6=α′

bαb
∗
α′ |α〉O〈α′| ⊗ ρ̂Aαα′(t◦), (9.23)
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gde je t◦ vremenski trenutak u kome je proces dekoherencije (pribli�no) \zavrxen".
U jednaqini (9.23) oznake za sta�a su:

ρ̂Aα =
∑
β,β′

dβd
∗
β′e
−
ıt◦(hαβ−hαβ′ )

~ e−
(hαβ−hαβ′ )

2

4~2λ |β〉A〈β′|, (9.24)

i

ρ̂Aαα′ =
∑
β,β′

dβd
∗
β′e
−
ıt◦(hαβ−hα′β′ )

~ e−
(hαβ−hα′β′ )

2

4~2λ |β〉A〈β′|; (9.25)

kao xto se vidi, statistiqki operator ρ̂Aα je ermitski i pozitivan sa jediniqnim tragom,
a osobine ovih statistiqkih operatora predmet su slede�e leme.

Lema 9.1. (i) Statistiqki operatori ρ̂Aα su me�usobno ortogonalni za ve�inu vre-
menskih trenutaka t◦, xto je formalno zapisivo kao limt◦→∞ ρ̂

A
α ρ̂

A
α′ ≈ 0, ∀α 6= α′; (ii)

Trag operatora ρ̂Aαα′ je pribli�no nula za ve�inu vremenskih trenutaka t◦ { formalno:
limt◦→∞ trAρ̂

A
αα′ ≈ 0, ∀α 6= α′.

Dokaz.
(i) Iz jednaqine (9.24) za statistiqki operator slede zapisi:

ρ̂Aα =
∑
β,β′

dβd
∗
β′e
−
ıt◦(hαβ−hαβ′ )

~ e−
(hαβ−hαβ′ )

2

4~2λ |β〉A〈β′|, (9.26)

i

ρ̂Aα′ =
∑
β′′,β′′′

dβ′′d
∗
β′′′e

−
ıt◦(hα′β′′−hα′β′′′ )

~ e−
(hα′β′′−hα′β′′′ )

2

4~2λ |β′′〉A〈β′′′|, (9.27)

odnosno

ρ̂Aα ρ̂
A
α′ =

∑
β,β′,β′′,β′′′

dβd
∗
β′dβ′′d

∗
β′′′e

−
ıt◦(hαβ−hαβ′+hα′β′′−hα′β′′′ )

~ e−
(hαβ−hαβ′ )

2+(hα′β′′−hα′β′′′ )
2

4~2λ δβ′β′′ |β〉A〈β′′′|.

(9.28)
Nakon sumira�a po β′′ sledi:

ρ̂Aα ρ̂
A
α′ =

∑
β,β′,β′′′

dβ|dβ′|2d∗β′′′e−
ıt◦(hαβ−hαβ′+hα′β′−hα′β′′′ )

~ e−
(hαβ−hαβ′ )

2+(hα′β′−hα′β′′′ )
2

4~2λ |β〉A〈β′′′|, (9.29)

pa je odgovaraju�i matriqni element (ρ̂Aα ρ̂
A
α′)ββ′′ dat izrazom

(ρ̂Aα ρ̂
A
α′)ββ′′ =

∑
β,β′,β′′′

dβ|dβ′|2d∗β′′′e−
ıt◦(hαβ−hαβ′+hα′β′−hα′β′′′ )

~ e−
(hαβ−hαβ′ )

2+(hα′β′−hα′β′′′ )
2

4~2λ δββδβ′′β′′′ .

(9.30)
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Iz (9.30), nakon grupisa�a qlanova, imamo

(ρ̂Aα ρ̂
A
α′)ββ′′ = dβd

∗
β′′e
−
ıt◦(hαβ−hα′β′′ )

~
∑
β′

|dβ′ |2e−
ıt◦(hα′β′−hαβ′ )

~ ×

×e−
(hαβ−hαβ′ )

2+(hα′β′−hα′β′′ )
2

4~2λ ≡ dβd
∗
β′′e
−
ıt◦(hαβ−hα′β′′ )

~ ζχ, (9.31)

gde su uvedene skra�enice: 0 < εβ′ ≡ e−
(hαβ−hαβ′ )

2+(hα′β′−hα′β′′ )
2

4~2λ ≤ 1, ζ ≡∑β′ |dβ′ |2εβ′ ,
pβ′ ≡ |dβ′|2εβ′/ζ i ωβ′ ≡ (hα′β′ − hαβ′)/~. Poxto va�i

∑
β′ pβ′ = 1, funkcija

χ ≡∑β′ pβ′e
−ıt◦ωβ′ je poznata amplituda korelacije koja se jav	a, na primer, u teoriji

dekoherencije [80].

Za dovo	no duge vremenske intervale [t, t+T ] takve da t◦ ∈ [t, t+T ] i α 6= α′, amplituda

korelacija ima slede�e osobine:

(a) Sred�a vrednost amplitude korelacije zadovo	ava limT→∞〈χ〉T = 0 ;

(b) Standardno odstupa�e zadovo	ava limT→∞〈|χ|2〉T = 0 ;

pri qemu se imaju u vidu tipiqni mnogoqestiqni modeli sistema A. Kako je ζ ≤ 1,

jasno je da zbog gor�ih osobina amplitude korelacija sledi va�e�e tvr�e�a pod (i).

(ii) Iz jednaqine (9.25) sledi da je

trAρ̂
A
αα′ =

∑
β

|dβ|2e−
ıt◦(hαβ−hα′β)

~ e−
(hαβ−hα′β)2

4~2λ , (9.32)

gde se na desnoj strani prepoznaje χ funkcija uvedena u taqki (i), xto znaqi da va�i

tvr�e�e leme.

�

Dokaz posled�e leme bazira se na rezultatima vezanim za skoro-periodiqne funkcije
[11], za qiju je primenu potreban uslov da je req o mnogoqestiqnim sistemima.

Lema 9.1 ima za posledicu sta�a podsistema:

lim
t◦→∞

ρ̂O = lim
t◦→∞

trAσ̂ =
∑
α

|bα|2|α〉O〈α|, ρ̂A = trOσ̂ =
∑
α

|bα|2ρ̂Aα ; (9.33)

samo kada su u pita�u sistemi sa nekoliko qestica, opserver mo�e imati uvid u celo-
kupno sta�e (9.23).

Ortogonalnost operatora ρ̂Aα u lemi 9.1 implicira da su i odgovaraju�i nosaqi (v.
fusnotu na str. 22) ortogonalni. Koriste�i osobine fon Nojmanove entropije (v. Glavu
2) i jednakosti (9.33) mo�e se izraqunati me�usobna informacija, I(O : A), podsistema
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A i B, u formalnom limesu t◦ →∞ (limt◦→∞ σ̂ =
∑

α |bα|2|α〉O〈α| ⊗ ρ̂Aα ):

I(O : A) = S(ρ̂O) + S(ρ̂A)− S(σ̂) = S(ρ̂A)−
∑
α

|bα|2S(ρ̂Aα ) =

= H(|bα|2) = −
∑
α

|bα|2 log |bα|2 = H(O) . (9.34)

Jednakost (9.34), u kontekstu teorije dekoherencije, implicira da okru�e�e nosi kla-
siqnu informaciju (ovde sistem A) o sta�ima, |α〉O, otvorenog sistema O. U ovom smislu
mo�e se re�i da okru�e�e vrxi mere�e na otvorenom sistemu.

Me�utim, ono xto je jedan od problema teorije mere�a je tzv. problem preferiranog
bazisa (the preferred-basis problem) [81].

Neka je spleteno sta�e aparata i objekta mere�a dato kroz XKF:

|Φ〉O+A =
∑
p

cp|p〉O|p〉A; (9.35)

ovo sta�e je jedinstveno samo ako su odgovaraju�i podsistemski statistiqki operatori
kompletne opservable. U suprotnom, sta�e celine mo�e se zapisati i kao:

|Φ〉O+A =
∑
p′

cp′|p′〉O|p′〉A; (9.36)

pa qini se da je na jednom istom sistemu, O, istovremeno, mogu�e meriti dve opservable,
Â =

∑
p λp|p〉O〈p| i B̂ =

∑
p′ λp′|p′〉O〈p′|, koje u opxtem sluqaju ne komutiraju. Pomenuti

problem mo�e se iskazati i na slede�i naqin: koja opservabla biva merena? Naravno,
problem proistiqe iz toga xto u praksi nema ovakvih nedoumica, tj. aparat je \konstru-
isan" da meri odre�enu opservablu.

Slede�a lema pokazuje da u okviru sheme lokalnog vremena problema sa preferiranim
bazisom nema.

Lema 9.2. I mala smexanost sta�a dvodelnog mnogoqestiqnog sistema obezbe�uje je-
dinstveni bazis brojaqa, odnosno opservablu brojaqa.

Dokaz. Po�imo od zadatog sta�a (9.23):

σ̂ =
∑
α,α′

bαb
∗
α′|α〉O〈α′| ⊗ ρ̂Aαα′(t◦), (9.37)

i uvedimo razlaga�e jedinice koje se tiqe nekog proizvo	nog bazisa sistema O:
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σ̂ =
∑
α,α′

bαb
∗
α′ Îν |α〉O〈α′|Îν′ ⊗ ρ̂Aαα′(t◦) =

=
∑
α,α′

bαb
∗
α′(
∑
ν

|ν〉〈ν|)|α〉O〈α′|(
∑
ν′

|ν ′〉〈ν ′|)⊗ ρ̂Aαα′(t◦) = (9.38)

=
∑
α,α′

∑
ν,ν′

bαb
∗
α′cα,νc

∗
α′,ν′ |ν〉〈ν ′| ⊗ ρ̂Aαα′(t◦),

gde je cα,ν = O〈ν|α〉O.
Posled�i red u (9.38) mo�e se zapisati kao σ̂ =

∑
ν,ν′ |ν〉O〈ν ′| ⊗ R̂A

νν′ , gde je R̂
A
νν′ =

=
∑

α,α′ bαb
∗
α′cανc

∗
α′ν′ ρ̂

A
αα′ .

Po analogiji sa lemom 9.1

trR̂A
νν′ =

∑
α

|bα|2cανc∗αν′ = O〈ν|
(∑

α

|bα|2|α〉O〈α|
)
|ν ′〉O. (9.39)

Sa druge strane, va�i R̂A
ν =

∑
α,α′ bαb

∗
α′cανc

∗
α′ν ρ̂

A
αα′ , i po analogiji za drugi skup indeksa

R̂A
ν′ =

∑
α′′,α′′′ bα′′b

∗
α′′′cα′′ν′c

∗
α′′′ν′ ρ̂

A
α′′α′′′ , xto daje

R̂A
ν R̂

A
ν′ =

∑
α,α′,α′′,α′′′

bαb
∗
α′bα′′b

∗
α′′′cανc

∗
α′νcα′′ν′c

∗
α′′′ν′ ρ̂

A
αα′ ρ̂

A
α′′α′′′ . (9.40)

Koriste�i identitet ρ̂Aαα′ ρ̂
A
α′′α′′′ = δα′α′′ ρ̂

A
αα′ ρ̂

A
α′α′′′ jednakost (9.40) postaje:

R̂A
ν R̂

A
ν′ =

∑
α,α′′′

bαb
∗
α′′′cανc

∗
α′′′ν′

∑
α′

|bα′ |2c∗α′νcα′ν′(ρ̂Aαα′ ρ̂Aα′α′′′), (9.41)

odnosno odgovaraju�i matriqni elementi glase:

(R̂A
ν R̂

A
ν′)ββ′ =

∑
α,α′′′

bαb
∗
α′′′cανc

∗
α′′′ν′

∑
α′

|bα′|2c∗α′νcα′ν′(ρ̂Aαα′ ρ̂Aα′α′′′)ββ′ =

=
∑
α,α′′′

bαb
∗
α′′′cανc

∗
α′′′ν′ O〈ν|

(∑
α′

|bα′ |2(ρ̂Aαα′ ρ̂
A
α′α′′′)ββ′ |α′〉O〈α′|

)
|ν ′〉O. (9.42)

Za degenerisani spektar podsistemskog statistiqkog operatora ρ̂O (npr. bar dve svo-
jstvene vrednosti |bα|2 su jednake) mo�e se na�i bazis (npr. za |b1|2 = |b2|2, odgovaraju�i
ortonormirani bazis je {|ν1〉O, |ν2〉O, |α〉O, α = 3, 4, 5, . . . } gde su prva dva vektora linearne
kombinacije vektora iz potprostora koji odgovora degenerisanoj svojstvenoj vrednosti:
|νi〉O =

∑2
α=1 ciα|α〉O, i = 1, 2.) za koji je ispu�eno trR̂A

νν′ = 0, po zahtevu leme 9.1. Ali,
ako je ispu�en taj zahtev (〈ν| � |ν ′〉 ≈ 0), on ne mo�e istovremeno da va�i i za (9.42), iz
koje, a na osnovi leme 9.1, sledi 〈ν| � |ν ′〉 6≈ 0, a va�i i obratno.
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Sa druge strane, lema 9.1 tvrdi da je uslov (R̂A
ν R̂

A
ν′)ββ′ ≈ 0 zadovo	en za sve kombi-

nacije indeksa ν 6= ν ′, β, β′: u formalnom limesu t◦ →∞. Kako se lema 9.1 tiqe mnogoqes-
tiqnih sistema, jasno je da je u pita�u ogroman broj jednaqina koje moraju da istovremeno
zadovo	avaju zadati uslov. Dakle, name�e se zak	uqak: ne postoji alternativni bazis
za koji bi lema 9.1 bila ispu�ena. �

Iz dokaza leme 9.2 sledi da je u shemi lokalnog vremena bazis brojaqa jedinstven, a
samim tim i opservabla brojaqa, ÂO =

∑
α aαP̂

O
α , je jedinstvena. Zak	uqak je nezavisan

od poqetnog sta�a sistema O i broja qestica u sistemu A (sem da je ispu�eno N � 1).
Ovime je uklo�ena potreba za kolapsom ili uticajem okru�e�a.

U teoriji dekoherencije postoji i formalna shema gde se umesto dvodelnog mnogoqes-
tiqnog sistema O + A uvodi trodelna dekompozicija O + A + E i to tako da sistemi O

i E ne interaguju direktno, a E je okru�e�e aparata A [81]. Razlog ovakvom pristupu
je qi�enica da je svaki aparat, u praksi, otvoren kvantni sistem. Sa druge strane,
trodelna dekompozicija vodi ka XKF, koja u opxtem sluqaju ne postoji za dekompoziciju
O + A + E, ali kada postoji, onda je jedinstvena [82]. Jasno je da jedinstvenaXKF rexava
problem preferiranog bazisa, ali onda ostaje drugi problem a to je da se sta�e sistema
O + A sistema dobija uzima�em traga po stepenima slobode okru�e�a xto vodi mexavini
druge vrste sa sistem O + A. Mexavine druge vrste nisu sta�a (pod)sistema [11], a to je
ujedno i slabo mesto teorije dekoherencije. Celina je i da	e u qistom sta�u:

Û(t)
∑
α,j

bαdj|α〉O|α〉A|j〉E =
∑
α,j

bαdje
−
ıthαj

~ |α〉O|α〉A|j〉E, (9.43)

gde je pretpostav	ena jaka interakcija izme�u sistema A i E, koja uspostav	a novo
lokalno vrema za celinu O + A + E.

Po analogiji sa dvodelnim sluqajem O + A, sledi:

σ̂ =
∑
α

|bα|2|α〉O〈α| ⊗ |α〉A〈α| ⊗ ρ̂Eα +
∑
α 6=α′

bαb
∗
α′ |α〉O〈α′| ⊗ |α〉A〈α′| ⊗ ρ̂Eαα′ . (9.44)

iz qega je jasno da lema 9.1 va�i mutatis mutandis .
Dakle, sa stanovixta sheme lokalnog vremena, xto se tiqe dekoherenciji sliqnih

procesa, dovo	no je razmatrati dvodelne strukture, kako �e biti ura�eno u slede�em
ode	ku.

9.2 Neki tipiqni modeli teorije

dekoherencije i mere�a

U ovom ode	ku bi�e proanalizirano ukupno pet analitiqki rexivih modela, pod pret-
postavkom da je u dvodelnoj strukturi interakcioni hamiltonijan oblika
Ĥint =

∑
α,β hαβP̂

O
α ⊗ Π̂A

β i da neodre�enost vremena zadovo	ava nejednakost τmin/2 >

∆t > λ−1. Drugim reqima, radi se o proveri va�e�a leme 9.1 za svaki od razmatranih
modela.

(a) Dve qestice spina 1/2
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Posmatrajmo dve qestice spina 1/2 od kojih jedna igra ulogu podsistema O, a druga
podsistema A i neka je �ihov interakcioni hamiltonijan Ĥint = CŜ1zŜ2z, sa kon-
stantom interakcije C. Imaju�i u vidu spektralne forme operatora Ŝ1z = 1

2
(Π̂1

+ −
Π̂1
−) i Ŝ2z = 1

2
(Π̂2

+ − Π̂2
−), spektralna forma interakcionog hamiltonijana tada je:

Ĥint = C
4

(Π̂1
+ ⊗ Π̂2

+ − Π̂1
+ ⊗ Π̂2

− − Π̂1
− ⊗ Π̂2

+ + Π̂1
− ⊗ Π̂2

−), odnosno, u pogodnijem za-

pisu: Ĥint = (h++Π̂1
+ ⊗ Π̂2

+ + h+−Π̂1
+ ⊗ Π̂2

− + h−+Π̂1
− ⊗ Π̂2

+ + h−−Π̂1
− ⊗ Π̂2

−). Svojstvena
sta�a su | + +〉, | + −〉, | − +〉, | − −〉, sa odgovaraju�im svojstvenim vrednostima
h++ = C/4 = h−−, h+− = −C/4 = h−+, a najni�a, osnovna energija sistema je
Eg = −C/4.
Kako je sta�e od interesa oblika σ̂ =

∑
α |bα|2|α〉O〈α|⊗ ρ̂Aα (t◦)+

∑
α6=α′ bαb

∗
α′ |α〉O〈α′|⊗

ρ̂Aαα′(t◦), potrebno je na�i odgovaraju�e statistiqke operatore za podsistem A, od-
nosno drugu qesticu spina 1/2 u ovom sluqaju. Podsetimo se da su ti operatori
oblika (videti (9.24) i (9.25)):

ρ̂Aα =
∑
β,β′

dβd
∗
β′e
−
ıt◦(hαβ−hαβ′ )

~ e−
(hαβ−hαβ′ )

2

4~2λ |β〉A〈β′|,

i

ρ̂Aαα′ =
∑
β,β′

dβd
∗
β′e
−
ıt◦(hαβ−hα′β′ )

~ e−
(hαβ−hα′β′ )

2

4~2λ |β〉A〈β′|.

Zato,

ρ̂
(2)
+ =

∑
β,β′

dβd
∗
β′e
−
ıt◦(h+β−h+β′ )

~ e−
(h+β−h+β′ )

2

4~2λ |β〉A〈β′| =

=
∑
β′

d+d
∗
β′e
−
ıt◦(h++−h+β′ )

~ e−
(h++−h+β′ )

2

4~2λ |+〉A〈β′|+

+ d−d
∗
β′e
−
ıt◦(h+−−h+β′ )

~ e−
(h+−−h+β′ )

2

4~2λ |−〉A〈β′| . (9.45)

Nakon sumira�a po β′, dobijaju se qetiri sabirka u kojima se zame�uju svojstvene
vrednosti h++ = C/4 = h−− i h+− = −C/4 = h−+. Nakon toga sledi:

ρ̂
(2)
+ = |d+|2|+〉2〈+|+ d−d

∗
+e
− ıt◦(−

C
4 −

C
4 )

~ e−
C2

16~2λ |−〉2〈+|+

+ d+d
∗
−e
− ıt◦(

C
4 +C4 )

~ e−
C2

16~2λ |+〉2〈−|+ |d−|2|−〉2〈−| . (9.46)

Na isti naqin dobijaju se i ρ̂
(2)
− i ρ̂

(2)
+−. Odgovaraju�e matrice glase (~ = 1):

ρ
(2)
+ =

(
|d+|2 d+d

∗
−e
−ıt◦C

2
− C2

16λ

d∗+d−e
ıt◦C
2
− C2

16λ |d−|2

)
,
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ρ
(2)
− =

(
|d+|2 d+d

∗
−e

ıt◦C
2
− C2

16λ

d∗+d−e
−ıt◦C

2
− C2

16λ |d−|2

)
i

ρ
(2)
+− =

(
|d+|2e−ıt◦C/2e−C2/16λ d+d

∗
−

d∗+d− |d−|2eıt◦C/2e−C2/16λ

)
.

Tako sledi, na primer,

(ρ̂
(2)
+ ρ̂

(2)
− )++ = |d+|2e−ıt◦C/2[|d+|2eıt◦C/2 + |d−|2e−ıt◦C/2e−C

2/8λ]

tr2ρ̂
(2)
+− = e−C

2/16λ[|d+|2e−ıt◦C/2 + |d−|2eıt◦C/2] = e−C
2/16λ cos

Ct◦
2
, (9.47)

iz qega postaje jasno da lema 9.1 ne mo�e biti zadovo	ena jer kosinusna funkcija
nema dobro definisan limes za t◦ →∞.

Qisto sta�e dva spina, za t = 0, na osnovi (9.21) i (9.22), glasi:

|Ψ〉 =
∑
α=±

bα|α〉1
∑
β=±

|β〉2, (9.48)

xto nakon sumira�a daje

|Ψ〉 = b+d+|+〉1|+〉2 + b−d+|−〉1|+〉2 + b+d−|+〉1|−〉2 + b−d−|−〉1|−〉2, (9.49)

na osnovi qega se lako dobija oqekivana vrednost interakcionog hamiltonijana
〈Ĥint〉 = 〈Ψ|Ĥint|Ψ〉 = |b+|2|d+|2 − |b−|2|d+|2 − |b−|2|d+|2 + |b−|2|d−|2, pa je za izbor
koeficijenata d± = 2−1/2 oqekivana vrednost 〈Ĥint〉t=0 = 0 a standardno odstupa�e
je ∆Ĥint = C/4 = −Eg.
Na osnovi izraqunatih vrednosti mo�e se proceniti τmin (~ = 1, C = 1): τmin =
max{π~/2∆Ĥ, π~/2(〈Ĥ〉t=0−Eg)}, odakle sledi τmin/2 = max{π, 2π} = 2π pa mogu se
izabrati vrednosti ∆t = 3 i λ = 1, tako da je zadovo	ena jednakost (9.12). Dakle,

vandijagonalni element e−
(h++−h−−)2

4λ = e−
C2

16λ = e−
1
16 ≈ 0.939 ukazuje na visoku (ali

ne egzaktnu, idealnu) koherenciju u sistemu, odnosno va�i:

σ̂ ≈ |Ψ〉〈Ψ|, (9.50)

xto znaqi da se sistem dva spina mo�e smatrati \mikroskopskim" u smislu da
je to analogna situacija koja se sre�e u teoriji otvorenih sistema kada je sistem
pribli�no zatvoren u odnosu na okru�e�e.

(b) Qetiri qestice spina 1/2

U ovom sluqaju, jedna qestica spina 1/2 je u interakciji sa tri qestice spina 1/2:
sistem 2 + 3 + 4 je okru�e�e sistema 1. Neka je interakcija oblika Ĥint = Ŝ1z(Ŝ2z +
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Ŝ3z+Ŝ4z) ≡ Ŝ1z⊗Σ̂234. Spektar za prvu qesticu je poznat, dok se za okru�e�e spektar
lako dobija imaju�i u vidu da su u pita�u tri nezavisne qestice spina 1/2 qiji se
pojedinaqni svojstveni vektori tenzorski mno�e, a svojstvene vrednosti sabiraju.
Otuda je skup svojstvenih vektora |+++〉, |++−〉, |+−+〉, |+−−〉, |−++〉, |−+−〉, |−
−+〉,
| − −−〉, a svojstvene vrednosti su 3/2, 1/2, 1/2,−1/2, 1/2,−1/2,−1/2,−3/2, redom.
Za interakcioni hamiltonijan, svojstvene vrednosti su h±β (gde se indeksi ± odnose
na sistem 1) sa degeneracijama gβ: h±1 = ±3/4 = h∓4, h±2 = ±1/4 = h∓3 i

g1 = 1 = g4, dok g2 = 3 = g3. Onda je spektralna forma Ĥint =
∑

α=±
∑4

β=1 hαβP̂
1
α ⊗

Π̂234
β . Za sta�e (po analogiji sa prethodnim sluqajem) |Ψ〉 =

∑
s=± bs|s〉1

∑
t |t〉234

sledi da je, nakon kra�eg raquna, oqekivana vrednost interakcionog hamiltonijana
〈Ĥint〉 =

∑
α,β |bα|2|dβ|2hαβ, odnosno nakon sumira�a 〈Ĥint〉 = 3

4
|b+|2|d1|2− 3

4
|b−|2|d1|2 +

1
4
|b+|2|d2|2 − 1

4
|b−|2|d2|2 − 1

4
|b+|2|d3|2 + 1

4
|b−|2|d3|2 − 3

4
|b+|2|d4|2 + 3

4
|b−|2|d4|2. Vidi se da

�e 〈Ĥint〉 biti nula, recimo, u sluqaju da je poqetno sta�e sistema 234 sa me�u-
sobno jednakim koeficijentima, xto �e, vode�i raquna o degeneraciji svojstvenih
vrednosti, biti koeficijenti |d1|2 = 1/8 = |d4|2 i |d2|2 = 3/8 = |d3|2.
Sa druge strane, 〈Ĥ2

int〉 = 1
4

∑
β |dβ|2h2

β, xto uz izbor sta�a sistema 234 kao gore, daje

〈Ĥ2
int〉 = 3

16
. Na osnovi oqekivane vrednosti i standardnog odstupa�a interakcionog

hamiltonijana, a Eg = −3
4
, sledi procena τmin/2 = max{ π

4∆Ĥint
, π

4(〈Ĥint〉−Eg)
} = π√

3
.

Onda se mogu izabrati ∆t = 1 i λ = 2 qime se obezbe�uje veoma dobra aproksimacija
jednaqine (9.12).

Odgovaraju�i matriqni elementi su, na primer:

(ρ̂
(234)
+ ρ̂

(234)
− )11 = |d1|2e−

3ıt◦
2 [|d1|2e

3ıt◦
2 + |d2|2e( ıt◦

2
− 1

16
)+

+ |d3|2e(− ıt◦
2
− 1

4
) + |d4|2e(− 3ıt◦

2
− 9

16
)] , (9.51)

i

tr234ρ̂
(234)
+− = |d1|2e−( 3ıt◦

2
− 9

32
) + |d2|2e(− ıt◦

2
− 1

32
) + |d3|2e( ıt◦

2
− 1

32
)+

+ |d4|2e( 3ıt◦
2
− 9

32
) =

1

4
cos(

3t◦
2

)e−
9
32 +

3

4
cos(

t◦
2

)e−
1
32 . (9.52)

Mali broj qlanova u jednaqinama (9.51) i (9.52), kao i to xto su funkcije peri-
odiqne, pokazuje, sliqno kao u sluqaju dva spina 1/2, da i okru�e�e ima periodiqnu
memoriju. Drugim reqima, potreban je ve�i broj qlanova da bi se sa periodiqnih
prexlo na skoro-periodiqne funkcije, xto je uslov da bi va�ila lema 9.1, odnosno
da bi se moglo govoriti o mere�u ili dekoherenciji.

Iako nedovo	no, koherencija u ovom modelu je opala, u pore�e�u sa prvim modelom,

xto pokazuje vrednost funkcije e−
(hαβ−hα′β′ )

2

4λ koja za λ = 2 i odgovaraju�e svojstvene

vrednosti daje e−
( 34−(− 3

4 ))2

8 = e−
9
32 ≈ 0.755, xto je ma�e nego u sluqaju dva spina.

Zato, mo�e se pisati:

σ̂ 6≈ |Ψ〉〈Ψ|, (9.53)
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xto ide u prilog tezi: xto ve�e okru�e�e, to ma�a koherencija u sistemu.

(v) Dekoherencija i mere�e: qestica spina 1/2 okru�ena sa N � 1 drugih
qestica spina 1/2

U ovoj taqki �emo razmatrati analitiqki rexiv model dekoherencije jedne qes-
tice spina 1/2 (sa indeksom S), modela koji razmatran na primer u [80]; za ostatak
spinova rezervisan je indeks E.

Req je o fiziqkoj situaciji koja se modeluje uz pomo� separabilnog interakcionog
hamiltonijana [80]:

Ĥint = σ̂Sz ⊗
N∑
m=1

gmσ̂mE ⊗
∏
m′ 6=m

Îm′ ≡ ĈS ⊗ D̂E (9.54)

gde je uvedena skra�enica u oznaqava�u interakcije (xto �e biti od koristi malo
kasnije) a gm su konstante interakcije. Pre nego xto nastavimo da	e, podsetimo
se jednog rezultata iz Glave 2.

Neka je zadat separabilni interakcioni hamiltonijan

Ĥint =
∑
k

ĈkS ⊗ D̂kE. (9.55)

Tada:

e−
ıt
~ Ĥint(

∑
n

bn|φn〉S)⊗ |χ〉E =
∑
n

bn|φn〉S ⊗ |χn(t)〉E, (9.56)

gde je

|χn(t)〉E = e−
ıt
~
∑
k cnkD̂kE |χ〉E. (9.57)

Neka je k = 1 i n = ±1. Sta�e (9.56) tada se mo�e zapisati kao

|Ψ(t)〉 = a|φ+〉S ⊗ |χ+(t)〉E + b|φ−〉S ⊗ |χ−(t)〉E. (9.58)

Ovo sta�e upravo odgovara interakcionom hamiltonijanu Ĥint = ĈS⊗ D̂E, (9.54), sa
Ĉ ≡ σ̂zS = c+|+〉〈+| − c−|−〉〈−|. Zato

|χ±(t)〉E = e−
ıt
~ c±

∑N
m=1 gmσ̂mE⊗

∏
m6=m′ Îm′ |χ〉E. (9.59)

Kako se okru�e�e sastoji od N nezavisnih spinova, sta�e okru�e�a mo�e se za-
pisati kao:

|χ〉E =
N∏
j=1

(aj|+〉Ej + bj|−〉Ej). (9.60)
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Zame�uju�i (9.60) u (9.59) sledi:

|χ±(t)〉E =
N∏
m=1

e−
ıt
~ c±gmσ̂mE⊗

∏
m 6=m′ Îm′

N∏
j=1

(aj|+〉Ej + bj|−〉Ej) =

=
N∏
m=1

e−
ıt
~ c±gm(P̂+

mE−P̂
−
mE)⊗

∏
m 6=m′ Îm′

N∏
j=1

(aj|+〉Ej + bj|−〉Ej) =

=
N∏
m=1

[
e−

ıt
~ c±gmP̂

+
mE⊗

∏
m 6=m′ Îm′

N∏
j=1

(aj|+〉Ej + bj|−〉Ej)+

+ e
ıt
~ c±gmP̂

−
mE⊗

∏
m 6=m′ Îm′

N∏
j=1

(aj|+〉Ej + bj|−〉Ej)
]

=

=
N∏
m=1

[
ame

− ıt~ c±gm|+〉Em + bme
ıt
~ c±gm|−〉Em

]
. (9.61)

Sta�e (9.61) mo�e se drugaqije zapisati. Dva eksponenta mogu s zapisati kao jedan
uvo�e�em oznake αm = ±1 koja je istog znaka kao i odgovaraju�i ket |jm〉E, tako da
va�i sgnαm = sgn jm. Otuda

|χ±(t)〉E =
N∏
m=1

(am + bm)e−
ı
~ c±gmαmt|jm〉E, (9.62)

odnosno

|χ±(t)〉E =
N∏
m=1

(am + bm)
N∏
m=1

e−
ı
~ c±gmαmt|jm〉E (9.63)

Prvi qinilac u posled�oj jednaqini,
∏N

m=1(am+bm), daje zbir qlanova oblika, npr.
a1b2a3...aN , pa imaju�i u vidu sta�e (9.60), mo�e se pisati:

|χ±(t)〉E =
∑

j1j2...jN=±1

cj1cj2 ...cjN

N∏
m=1

e−
ı
~ c±gmαmt|jm〉E, (9.64)

xto uz korix�e�e osobina eksponencijalne funkcije vodi konaqnom zapisu:

|χ±(t)〉E =
∑

j1j2...jN=±1

cj1cj2 ...cjN e
− ı

~ c±t
∑N
m=1 gmαm

N∏
m=1

|jm〉E. (9.65)

Posled�i zapis je od koristi jer se u �emu jasno izdvaja spektar interakcionog
hamiltonijana i vidi se da je najni�a energija sistema Eg = −∑N

m=1 gm.

Odgovaraju�e mexano sta�e (9.6), glasi:
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σ̂ = |a|2|+〉S〈+| ⊗ ρ̂E+ + |b|2|−〉S〈−|⊗ ρ̂E−+ ab∗|+〉S〈−|⊗ ρ̂E+−+ a∗b|−〉S〈+| ⊗ ρ̂E−+. (9.66)

gde su

ρ̂E±(t◦) =
∑
j1...j′N

cj1 . . . c
∗
j′N
e−ıt◦c±

∑
m gm(αm−α′m)e−(c±

∑
m gm(αm−α′m))2/(4λ)

∏
m

|jm〉E〈j′m| (9.67)

i

ρ̂E+−(t◦) =
∑
j1...j′N

cj1 . . . c
∗
j′N
e−ıt◦

∑
m gm(c+αm−c−α′m)e−(

∑
m gm(c+αm−c−α′m))2/(4λ)

∏
m

|jm〉E〈j′m|

(9.68)
pri qemu αm tiqe se jm a α′m tiqe se j′m.

Sada sledi da je:

ρ̂E+(t◦)ρ̂
E
−(t◦) =

∑
j1...jN ,j

′
1...j

′
N

cj1 . . . cjN c
∗
j′1
. . . c∗j′N e

−ıt◦
∑
m gm(c+αm−c−α′m)

∏
m

|jm〉E〈j′m| × ∑
j′′1 ...j

′′
N

|cj′′1 |
2 . . . |cj′′N |

2e−ıt◦(c−−c+)
∑
m gmα′′me−

(c+
∑
m gm(αm−α′′m))2+(c−

∑
gm(α′′m−α

′
m))2

4λ


trE ρ̂

E
+− =

∑
j1...jN

|cj1|2 . . . |cjN |2e−ıt◦(c+−c−)
∑
m gmαme−((c+−c−)

∑
m gmαm)2/4λ. (9.69)

Qlan u zagradama i trag trE ρ̂
E
+− oblika su χ-funkcije koja se pojavila u dokazu

leme 9.1, xto znaqi da lema va�i za model koji se razmatra: formalno, ispu�eno
je limt◦→∞ ρ̂

E
+ρ̂

E
− = 0 i limt◦→∞ trE ρ̂

E
+− = 0 za N � 1.

Da bi se dobila procena za τmin, potrebno je izraqunati 〈Ĥint〉 i ∆Ĥint.

Neka je interakcija, u kra�em zapisu Ĥint = σ̂zS ⊗ D̂E, onda iz (9.58) sledi:

〈Ĥint〉 = |a|2 S〈+|σ̂zS|+〉SE〈χ+(t)|D̂E|χ+(t)〉E + |b|2 S〈−|σ̂zS|−〉SE〈χ−(t)|D̂E|χ−(t)〉E,
(9.70)

odnosno

〈Ĥint〉 = |a|2 E〈χ+(t)|D̂E|χ+(t)〉E − |b|2 E〈χ−(t)|D̂E|χ−(t)〉E. (9.71)

Koriste�i jednakost |χ±(t)〉E =
∏N

m=1

(
ame

− ıt~ c±gm|+〉Em + bme
ıt
~ c±gm |−〉Em

)
sledi da
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je:

E〈χ+(t)|D̂E|χ+(t)〉E =

(
a∗m′e

ıt
~ gm′Em〈+|+ b∗m′e

− ıt~ gm′Em〈−|
)( N∑

r=1

grσ̂rE
∏
r 6=r′

Îr′
)
×

×
(
ame

− ıt~ gm|+〉Em + bme
ıt
~ gm |−〉Em

)
=

N∑
r=1

gr

(
|ar|2 − |br|2

)
.

(9.72)

Nije texko uveriti se da i za E〈χ−(t)|D̂E|χ−(t)〉E va�i isti rezultat, pa je oqeki-
vana vrednost:

〈Ĥint〉 =
(
|a|2 − |b|2

) N∑
r=1

gr

(
|ar|2 − |br|2

)
. (9.73)

Sa druge strane je:

Ĥ2
int = ÎS ⊗

( N∑
m=1

gmσ̂mE ⊗
∏
m′ 6=m

Îm′
)( N∑

q=1

gqσ̂qE ⊗
∏
q′ 6=q

Îq′
)

=

= ÎS ⊗
∑
m,q

gmgqσ̂mEσ̂qE ⊗
∏
m′ 6=m

Îm′
∏
q′ 6=q

Îq′ , (9.74)

odakle na osnovi identiteta σ̂mσ̂q = ıεmqpσ̂p + δmq Î, sledi:

Ĥ2
int = ÎS ⊗

∑
m,q

gmgqıεmqpσ̂pE ⊗
∏
m′ 6=m

Îm′
∏
q′ 6=q

Îq′+

+ ÎS ⊗
∑
m,q

δmqgmgq, (9.75)

pa je

〈Ĥ2
int〉 =

∑
m

g2
m, (9.76)

jer je sred�a vrednost prvog sabirka u (9.75) nula.

Da bi se dobila numeriqka procena τmin uzmimo da su konstante interakcije gm ∈
(0, 1) i da je |ar| ≈ |br|,∀r iz qega sledi da je 〈Ĥint〉 ≈ 0, a za standardnu devijaciju,
na osnovi (9.76), sledi da je ∆Ĥint =

√∑
m g

2
m. Za sluqajno izabrani gm = m/N sa

podjednakom verovatno�om 1/N za svako gm, sledi da je ∆Ĥint =
√
N−3

∑N
m=1m

2 =√
N−3N(N+1)(2N+1)

6
= 3−1/2 > −Eg = N−2

∑N
m=1m = N−2N(N+1)

2
= 1/2, za N � 1. Iz

ovoga sledi da τmin/2 = π/2 > 1.57. Zato se mo�e izabrati ∆t = 1.56 i λ = 1, xto
su vrednosti u skladu sa (9.12).
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Eksponencijalni izrazi koji se pojav	uju u (9.68) (~ = 1 i λ = 1)

e−
(
∑
m gm(c+αm±c−α

′
m))2

4λ = e−
(
∑
m gm(αm±α′m))2

4 , (9.77)

a poxto je max{αm ± α′m} = 2 i za gore dobijenu vrednost
∑

m gm = 1
2
, sledi da je

vrednost eksponencijalnog izraza e−
1
4 = 0.779. Drugi, \nemaksimalni", izrazi u

eksponentu su oblika:

(∑
m

gm(αm ± α′m)

)2

=

(
±

M∑
m=1

gm ∓
N∑

m=M+1

gm

)2

=

(
N−2

(
±

M∑
k=1

m∓
N−M∑
m=1

m
))2

.

(9.78)
Za jednu kombinaciju znakova, npr.

1

N2

(
M(M + 1)

2
− (N −M)(N −M − 1)

2

)
=

=
1

2N2

(
M2 +M −N2 + 2NM −M2 −N +M

)
≈ −1

2
, (9.79)

za N � 1, pa je numeriqka vrednost e−
1
16 ≈ 0.94. Lako se proverava, da i za ostale

kombinacije znakova, brojna vrednost ne opada ispod 0.94. Dakle, i ovom modelu je
prisutan visok stepen koherencije.

Razmotrimo sada qetiri qestice spina 1
2
, kao sistem, sa spektrom ai ∈ {−2,−1, 1, 2},

pri qemu ai stoje umesto gor�ih koeficijenata c±. Za recimo 2 i −1 svojstvene vred-

nosti i za sluqajno odabrane konstante gm, va�i e
− (

∑
m gm(2αm−α′m))2

4 = e−
(3

∑
m gm)2

4 =

e−
9
16 ≈ 0.57, dok najve�a vrednost iznosi e−

(
∑
m gm(2αm−α′m))2

4 = e−
(
∑
m gm)2

4 = e−
1
16 ≈

0.939. Za par svojstvenih vrednosti, najma�i qlan iznosi 0.368 dok je najve�i blizu
jedinice. Otuda sledi da ako se spektar ogrubi, na primer, a′j ∈ {−2, 0, 2}, onda
za svojstvene vrednosti 2 i 0 dobija se (λ ostaje fiksirano) numeriqka vrednost

e−
1
4 ≈ 0.778 dok za 2,−2 ostaje ista vrednost kao i pre. Ovime je ilustrovano da

ogrub	iva�e spektra hamiltonijana vodi ma�oj koherenciji.

(g) Mere�e polo�aja Req je o klasiqnom fon Nojmanovom modelu mere�a polo�aja
jednodimezionalne qestice, koji se modeluje uz pomo� interakcije Ĥint = Cx̂O ⊗ P̂A
(sliqni rezultati dobijaju se i u sluqaju interakcije Ĥint = Cx̂O ⊗ X̂A).

Neka je poqetno sta�e sistema:

|φ〉O|χ〉A =

∫ ∫
dxdPφ(x)χ(P )|x〉O|P 〉A. (9.80)
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Unitarna evolucija daje:

e−
ı
~ tCx̂O⊗P̂A

∫ ∫
dxdPφ(x)χ(P )|x〉O|P 〉A =

=

∫ ∫
dxdPφ(x)χ(P )e−

ı
~ tCxP |x〉O|P 〉A ≡ |Ψ(t)〉 , (9.81)

a posled�i red je zato xto va�i:

e−
ı
~ tCx̂O⊗P̂A =

=
∞∑
n=0

(− ı
~tC)n

n!
x̂nO|x〉O ⊗ P̂ n

A|p〉A =

= e−
ıtC
~ xP |x〉O ⊗ |p〉A . (9.82)

Zato je

|Ψ(t)〉〈Ψ(t)| =
∫ ∫ ∫ ∫

dxdx′dpdp′φ∗(x′)φ(x)χ∗(p′)χ(p)e−
ı
~ tC(xP−x′P ′)|x〉O〈x′|⊗|p〉A〈p′|,

(9.83)

xto je deo statistiqkog operatora za celinu, koji je, podsetimo se, definisan kao:

σ̂ =

√
λ

π

∫ +∞

−∞
e−λ(t−t◦)2|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|dt. (9.84)

Zame�uju�i (9.83) u (9.84) sledi:

σ̂ =

√
λ

π

∫ +∞

−∞
e−λ(t−t◦)2×

×
∫ ∫ ∫ ∫

dxdx′dpdp′φ∗(x′)φ(x)χ∗(p′)χ(p)e−
ı
~ tC(xP−x′P ′)|x〉O〈x′| ⊗ |p〉A〈p′| , (9.85)

odnosno, preure�e�em dobija se:

σ̂ =

√
λ

π

∫ ∫
dxdx′|x〉O〈x′|⊗

⊗
∫ ∫

dpdp′φ∗(x′)φ(x)χ∗(p′)χ(p)|p〉A〈p′|
∫ +∞

−∞
e−λ(t−t◦)2e−

ı
~ tC(xP−x′P ′)dt . (9.86)
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Od interesa je integral:

I =

∫ +∞

−∞
e−λ(t−t◦)2e−

ı
~ tC(xP−x′P ′)dt, (9.87)

koji se uvode�i smenu t− t◦ = ξ svodi na slede�i izraz:

I =

∫ +∞

−∞
e−λξ

2

e−
ı
~ (ξ+t◦)C(xP−x′P ′)dξ =

= e−
ı
~Ct◦(xP−x

′P ′)

∫ +∞

−∞
e−λξ

2

e−
ı
~C(xP−x′P ′)ξdξ . (9.88)

Stav	aju�i λ = a
2
i J = ı

~C(xP − x′P ′), gor�i zapis postaje jednostavniji

I = e−
ı
~Ct◦(xP−x

′P ′)

∫ +∞

−∞
e−

aξ2

2 e−Jξdξ. (9.89)

Odre�eni integral sa desne strane je tzv. Gausov integral (v. str. 93) pa je konaqno:

I =

√
π

λ
e−

ı
~Ct◦(xP−x

′P ′)e−
(xP−x′P ′)2

4~2λ . (9.90)

Sada je

σ̂ =

∫ ∫
dxdx′|x〉O〈x′| ⊗

∫ ∫
dpdp′φ∗(x′)φ(x)χ∗(p′)χ(p)

|p〉A〈p′|e−
ı
~Ct◦(xP−x

′P ′)e−
(xP−x′P ′)2

4~2λ , (9.91)

ili kompaktnije

σ̂ =

∫ ∫
dxdx′|x〉O〈x′| ⊗ ρ̂A(x, x′), (9.92)

pri qemu je

ρ̂A(x, x′) =

∫ ∫
dpdp′φ∗(x′)φ(x)χ∗(p′)χ(p)×

× |p〉A〈p′|e−
ı
~Ct◦(xP−x

′P ′)e−
(xP−x′P ′)2

4~2λ . (9.93)
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Iz (9.93) sledi

trAρ̂A(x, x′) =

∫
dpφ∗(x′)φ(x)|χ(p)|2e− ı

~Ct◦(x−x
′)P e−

(x−x′)2P2

4~2λ . (9.94)

Uz pomo� Riman-Lebegove (Riemann, Lebesgue) leme [13] (koja ka�e da ako je f(p)

integrabilna na intervalu [a, b], onda va�i da je limt→∞
∫ b
a
eıptf(p)dp = 0) zak	uquje

se da je ispu�eno limt◦→∞ trAρ̂A(x, x′) = 0, xto pokazuje validnost leme 9.1 za ovaj
model.

Da bi se ilustrovalo kolika je koherencija u ovakvom modelu, od interesa je fi-
deliti, o kojoj je ve� bilo reqi u ovoj glavi: F =

√
〈Ψ|σ̂|Ψ〉.

Proraqun mo�e se pojednostaviti ako se uzmu sta�a u poqetnom vremenskom trenut-
ku t = 0, a xto je mogu�e zbog konzervativnosti sistema. Onda, odgovaraju�a sta�a
su:

|Ψ〉 =

∫ ∫
dxdPφ(x)χ(P )|x〉O|P 〉A

i

ρ̂A(x, x′) =

∫ ∫
dpdp′φ∗(x′)φ(x)χ∗(p′)χ(p)|p〉A〈p′|e−

(xP−x′P ′)2

4~2λ .

Tada je:

〈Ψ|σ̂|Ψ〉 =

∫ ∫
dx′dp′φ∗(x′)χ∗(p′)O〈x′|A〈p′|

∫ ∫
dx′′dx′′′|x′′〉O〈x′′′|⊗

⊗ ρ̂A(x′′, x′′′)

∫ ∫
dxdpφ(x)χ(p)|x〉O|p〉A , (9.95)

odnosno

〈Ψ|σ̂|Ψ〉 =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
dx′dp′dx′′dx′′′dxdpφ∗(x′)χ∗(p′)φ(x)χ(p)O〈x′|x′′〉OO〈x′′′|x〉O×

× A〈p′|ρ̂A(x′′, x′′′)|p〉A ,
(9.96)

xto se svodi na

〈Ψ|σ̂|Ψ〉 =

∫ ∫ ∫ ∫
dx′dp′dxdpφ∗(x′)χ∗(p′)φ(x)χ(p)A〈p′|ρ̂A(x′, x)|p〉A . (9.97)

Sa druge strane:

A〈p′|ρ̂A(x′, x)|p〉A = A〈p′|(
∫ ∫

dpdp′φ∗(x′)φ(x)χ∗(p′)χ(p)×

× |p〉A〈p′|e−
(x′P−xP ′)2

4~2λ )|p〉A = φ∗(x′)φ(x)|χ(p)|2e−
(x′P ′−xP )2

4~2λ , (9.98)
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pa je fideliti data konaqnim izrazom:

F =

√∫ ∫ ∫ ∫
dx′dp′dxdp|φ(x)|2|φ(x′)|2|χ(p)|2|χ(p′)|2e−

(x′P ′−xP )2

4~2λ , (9.99)

koja otkriva visok nivo koherencije za sta�a objekta { vrednosti za x i x′ mogu

biti veoma bliske. Sa druge strane, vrednosti gausijana e−
(x′P ′−xP )2

4λ mogu biti jako
male kada je |x − x′| � 4λ. Tako, iako je spektar kontinualan i koherencija veoma
visoka, ima dovo	no gausijana koji tu koherenciju uma�uju, xto vodi sta�u σ̂ koje
zadovo	ava lemu 9.1.

Neka je slo�eni sistem ograniqenog polo�aja, u intervalu [−L,L] i neka su vred-
nosti impulsa aparata (podsistem A) u intervalu [−P, P ]. Uzmimo da su standardna
odstupa�a σ̂xO ≡ σ̂1 ∼ 1 i σ̂PA ≡ σ̂2 ∼ 1 i da je 〈Ĥint〉 = 0, xto je sve zajedno ek-
vivalentno iskazu da su talasne funkcije podsistema gausijani, odnosno talasni
paketi. Najni�a, osnovna energija sistema je Eg = −LP � 1. Tada mo�e se proce-
niti vreme (za ~ = 1 i C = 1): τmin/2 = max{π/4σ̂1σ̂2, π/4LP} = π/4, pa je za izbor
∆t = 0.78 i λ = 3 zadovo	ena jednakost (9.12).

(d) Walls-Collet-Milburn-ov model mere�a

Req je o modelu mere�a gde su podsistemi O i A harmonijski oscilatori (defin-
isani preko operatora anihilacije i kreacije) sa separabilnom interakcijom [83]:

ĤOA =
~
2
â†â⊗ (ε∗b̂+ εb̂†). (9.100)

Okru�e�e E podsistema O i A, sastoji se od skupa linearnih harmonijskih oscila-
tora u termalnoj ravnote�i, i nalazi se u interakciji sa podsistemom A:

ĤAE = X̂A ⊗ [
∑
j

κ∗j ĉjE +
∑
j

κj ĉ
†
jE], (9.101)

gde su ĉjE anihilacioni operatori okru�e�a.

Interakcija (9.100) uspostav	a sta�e sistema O + A:

|Ψ(t)〉OA =
∑
n

cn|n〉O|nεt/2〉A, (9.102)

gde je â†â|n〉O = n|n〉O a sta�a aparata (A) su koherentna sta�a, koja su u formal-
nom limesu t = t◦ → ∞ pribli�no ortogonalna. Ali, kako je interakcija (9.101)
po obliku ista kao interakcija u prethodnoj taqki (mere�e polo�aja) znaqi da
okru�e�e, E, meri opservablu polo�aja aparata (A), X̂A: ova opservabla izdva-
ja se kao opservabla brojaqa sa pribli�nim bazisom brojaqa saqi�enim od sta�a
|nεt/2〉A.
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9.3 Rezime

Formalno, razrada shema lokalnog vremena uvodi varijaciju standardne unitarne di-
namike zatvorenog sistema, koja uspostav	a (9.6) kao novi fundamentalni zakon kvantne
mehanike.

Standardna unitarna dinamika:

|Ψ(t◦)〉 = Û(t◦)|Ψ(0)〉, (9.103)

zame�uje se mexanim sta�em (sta�a koja su u opxtem sluqaju neortogonalna) u trenutku
t◦:

σ̂(t◦) =

∫ t◦+∆t

t◦−∆t

dtρ(t)|Ψ(t)〉〈Ψ(t)| =
∫ t◦+∆t

t◦−∆t

dtρ(t)Û(t)|Ψ(0)〉〈Ψ(0)|Û †(t), (9.104)

za koje, reklo bi se, nema alternative, u okviru mimimalnog proxire�a standardne
teorije koja se tiqe (9.103).

Jednaqina (9.104), sada kao osnovni dinamiqki zakon, posledica je sheme lokalnog
vremena, koja je pak proistekla iz Kitadinog tumaqe�a Ensovog teorema: parametru
koji se pojav	uje u pomenutom teoremu Kitada je pridru�io znaqe�e lokalnog vremena.
Standardni vremenski trenuci postaju klasiqni (skriveni) parametar koji je odre�en
unitarnom dinamikom (ekvivalentno: interakcijom me�u podsistemima) zatvorenog (ili
pribli�no zatvorenog) kvantnog sistema u asimptotskom limesu: vreme je pojavni, a
ne fundamentalni fiziqki pojam. Ka�e se skriveni parametar u smislu da je vreme
lokalna i unutrax�a (spo	a nemer	iva) osobina kvantnog sistema, xto dovodi u pita�e
smislenost sheme kvantizacije prostor-vremena (od interesa pre svega u kvantnoj teoriji
gravitacije), gde su prostor i vreme fundamentalne kategorije. Zato se mo�e re�i da
razliqiti hamiltonijani odre�uju razliqita lokalna vremena, pri qemu je svako lokalno
vreme karakteristika lokalnog (pribli�no) zatvorenog sistema.

Neodre�enost vremena u (9.104) je ansambalskog porekla: da ne bi (9.104) bila samo
jedna aproksimacija jednaqine (9.103) interval ∆t ne bi trebalo da bude proizvo	no
mali, odnosno dovo	no je da va�i ∆t � t◦. Kako se t◦ tiqe vremenskog trenutka kada
su korelacije u slo�enom sistemu ve� uspostav	ene, onda formalni limes t◦ → ∞ ima
smisla.

Sa druge strane, za neke vrednosti ∆t, sta�e (9.104) je takvog oblika da su neka sta�a
me�usobno ortogonalna, xto je u suprotnosti sa zapisom (9.103) (videti sta�e (9.10)). Da
bi se izbegla kontradikcija, potrebno je da bude ispu�eno, τmin > ∆t, pri qemu je τmin
odre�eno energijskim spektrom slo�enog sistema koji se razmatra. Izbor gausijanske

vremenske gustine verovatno�e, ρ(t) =
√

λ
π
e−λ(t−t◦)2 , vodi ka nejednakosti τmin > ∆t >

λ−1/2, pri qemu zbog τmin = max{π~/2∆Ĥ, π~/2(〈Ĥ〉 − Eg)} sledi da je λ > C2, gde je C
maksimalna od konstanti interakcija u slo�enom sistemu5.

Univerzalna kvantno-mehaniqka pravila definisana su taqkama (a)-(g), qime je regu-
lisana uloga vremena sa posledicama, koje se mogu iskazati na sa�et naqin: interakcija

5Kako je τmin = max{π/2∆Ĥ, π/2(〈Ĥ〉 − Eg)}, a ∆Ĥ ∝ C2 i (〈Ĥ〉 − Eg) ∝ C onda je τmin =
max{π/2C2, π/2C} = π/2C. Iz τmin = π/2C i λ−1/2 < τmin/2 sledi da je λ > 16C2/π2 > C2, tj.
va�i procena λ > C2.
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Glava 9. Jedinstveni bazis brojaqa u shemi lokalnog vremena

u sistemu definixe vreme kao parametar i svaka promena u interakciji \resetuje vreme".
U shemi lokalnog vremena sistemi sa malim brojem qestica, odnosno siromaxnim

energijskim spektrom, zadr�avaju visok stepen koherencije dok se kod mnogoqestiqnih
sistema opa�a suprotno, u skladu i sa teorijskom i eksperimentalnom praksom kvantne
fizike.

Uoqava�em dvodelne strukture u mnogoqestiqnom sistemu omogu�eno je reprodukova�e
osnovnih rezultata teorije otvorenih kvantnih sistema i bez poziva�a na mehanizam ko-
lapsa ili uticaj okru�e�a. Pri svemu ovome shema lokalnog vremena je minimalistiqka:
nema uvo�e�a novih formalnih elemenata, niti pretpostavki koje izlaze van okvira stan-
dardne mehanike, pa je time jasno da shema lokalnog vremena, sama po sebi, ne spada u
interpretacije kvantne mehanike.

Ogrub	iva�e (coarse graining) hamiltonijana sistema vodi ka sta�u σ̂ sa ma�im ste-
penom koherencije. Na primer, neka je egzaktni hamiltonijan od interesa:

Ĥ = h1P̂1 + h2P̂2 + h3P̂3 + h4P̂4. (9.105)

Ogrub	iva�e hamiltonijana znaqi da neke svojstvene vrednosti postaju nerazliqive,
npr.: h ≡ h1 ≈ h2 < h3 ≈ h4 ≡ h′, pa je ogrub	eni hamiltonijan:

Ĥ ′ = h(P̂1 + P̂2) + h′(P̂3 + P̂4) = hΠ̂ + h′Π̂′. (9.106)

Za stepen koherencije u sta�u je odgovoran gausijanski qlan oblika (~ = 1) e−
(hn−hn′ )

2

2λ ,
pa je jasno da ogrub	e�e vodi sve ma�im gausijanskim qlanovima, qiji se broj tako�e
sma�uje: σ̂ postaje sve dijagonalnije, tj. pribli�ava se mexanom sta�u sa sve ma�im i
ma�im vandijagonalnim elementima. Primetiti da je λ fiksirano, odnosno ne uzima se u
obzir λ′ koje sledi na osnovi ogrub	enog hamiltonijana, xto je praksa karakteristiqna
za kvantnu informatiku. Posled�e reqeno znaqi da u kvantnoj informatici Ĥ ′ ima
ontoloxki status, odnosno taj hamiltonijan je izvor informacija.

Fiziqki, jasno je, ogrub	ava�e spektra mora biti uzeto u obzir, jer spektar od in-
teresa mo�e biti izme�en usled promene u graniqnim uslovima, promene u jaqini in-
terkacije u dvodelnoj strukturi i sl.

Kako je pokazano, ma�i stepen koherencije povlaqi jedinstvenost bazisa brojaqa, xto
je ujedno i glavni doprinos ove glave, uz primedbu da se sve reqeno u ovoj glavi tiqe
ansambla: problem pojedinaqnog kvantnog sistema (elementa ansambla) ostaje, za sada, ne-
taknut. Pored toga xto je pita�e odnosa kvantne mehanike i pojma pojedinaqnog sistema
od akademskog znaqaja jer se dotiqe osnova kvantne teorije, razmatra�a vezana za pojed-
inaqni kvantni sistem su od interesa za kvantnu informatiku i raquna�e, na primer,
jer je zadatak u ovoj oblasti zapravo manipulacija pojedinaqnim kvantnim sistemima.
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10
Markov	evost kao dinamiqka posledica

sheme lokalnog vremena

Otklon od standardne unitarne dinamike, Glava 5 i Glava 9, vodi preslikava�u
(mapi):

|Ψ(t = 0)〉〈Ψ(t = 0)| → σ̂(t◦) =

∫ t◦+∆t

t◦−∆t

ρ(t)|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|dt, (10.1)

tj.

σ̂(t◦) =

∫ t◦+∆t

t◦−∆t

dtρ(t)Û(t)σ̂(0)Û †(t), (10.2)

odnosno, formalno zapisano preko mape E :

σ̂(t◦) = E(t◦,0)[σ̂(0)]. (10.3)

Jednaqina (10.2) je u formi tzv. stohastiqke unitarne mape [84], qiji je standardni za-
pis oblika

∑
i piÛi(t)σ̂(0)Û †i (t),

∑
i pi = 1, ∀t gde su Ûi, unitarni operatori ∀i. Za razliku

od standardnog zapisa, vidi se da mapa (10.2) varira tokom vremena, usled neodre�enosti
vremena.

Projektorski oblik mape (10.2), koriste�i zapis Û(t) =
∑

n e
− ıtEn~ P̂n (gde su En i

P̂n svojstvene vrednosti i odgovaraju�i ortogonalni projektori hamiltonijana slo�enog

sistema, redom) i Gausov integral
∫∞
−∞ e

−ax2/2+ıJxdx = (2π
a

)
1
2 e−

J2

2a (a > 0 i J su realni
brojevi) glasi:

σ̂(t◦) =
∑
m,n

e−
ıt◦(Em−En)

~ e−
(Em−En)2

4λ~2 P̂mσ̂(0)P̂n. (10.4)

Osobine mape (10.4):

(1) Mapa je linearna, pozitivna i quva trag operatora na koji deluje.

(2) Mapa je unitalna, E [Î] = Î.

(3) Desna strana mape (10.2) je u Krausovom obliku, xto garantuje �enu kompletnu poz-
itivnost [13].
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Glava 10. Markov	evost kao dinamiqka posledica sheme lokalnog vremena

Pojam kompletne pozitivnosti je bio predstav	en u glavi 3, a ovde �e od interesa
biti kriterijum Jamiolkovskog (Jamiolkowski) [85]: mapa E je kompletno pozitivna akko
je proxirena mapa I ⊗ E pozitivna kada deluje na sta�e |ψ〉 proxirenog sistema, tj. u
formalnom zapisu:

〈φ| (I ⊗ E [|ψ〉〈ψ|]) |φ〉 ≥ 0,∀|φ〉. (10.5)

Stav	aju�i |ψ〉 =
∑

i |i〉|i〉/
√
d i proizvo	no sta�e |φ〉 =

∑
l,l′ cll′ |l〉|l′〉 u jednakost (10.5)

dobija se
1

d

∑
i,j,l,l′

c∗ilcjl′〈l| (E [|i〉〈j|]) |l′〉 ≥ 0. (10.6)

Prime�en na mapu (10.2), kriterijum (10.6) daje:

∫ t◦+∆t

t◦−∆t

dtρ(t)

∣∣∣∣∣∑
i,l

c∗il〈l|Û(t)|i〉
∣∣∣∣∣
2

> 0 (10.7)

xto govori o kompletnoj pozitivnosti mape E .
Mapa (10.4) mo�e biti predstav	ena u Krausovoj formi i na slede�i naqin. Gore

pokazana kompletna pozitivnost 〈χ|σ(t◦)|χ〉 ≥ 0, ∀|χ〉, t◦ ima za posledicu da je matrica
A = e−

(Em−En)2

4λ~2 pozitivno semi-definitna. Onda dijagonalizacija matrice A unitarnom
matricom U = (ukm) daje Amn =

∑
k γku

∗
kmukn sa svojstvenim vrednostima γk ≥ 0, ∀k, pri

qemu je Amm = 1, ∀m. Otuda

σ̂(t◦) =
∑
k

K̂k(t◦)σ̂(0)K̂†k(t◦), (10.8)

gde su Krausovi operatori K̂k(t◦) =
√
γk
∑

m u
∗
kme

− ıt◦Em~ P̂m i zadovo	ena je relacija kom-

pletnosti
∑

k K̂
†
k(t◦) K̂k(t◦) = Î.

Ali, mapa o kojoj je req ima jedno neoqekivano svojstvo. Naime, za proizvo	ni vre-
menski trenutak mapa zadovo	ava:

E(t,t) 6= I,∀t (10.9)

gde je I identiqna mapa; za poqetni vremenski trenutak, t◦ = 0, mapa ne daje, kako bi se
oqekivalo, poqetno sta�e σ̂(0). Dakle, za razliku od standardne teorije gde vremenski
trenuci u principu mogu uzimati vrednosti t◦ ∈ (−∞,∞), xto je znak reverzibilnosti
dinamike, u shemi lokalnog vremena postoji ograniqe�e: t◦ ∈ (0,∞), iako se mapa odnosi
na zatvoreni sistem.

Sa druge strane, (10.9) ukazuje na to da je u pita�u nediferencijabilni proces,
odnosno proces za koji definicija ni dvoparametarske familije, ni jednoparametarske
polugrupe (ili definicija generatora Lt) nema smisla, xto se mo�e zak	uqiti iz jed-
naqina (3.28), (3.29) i (3.30): dinamika ne mo�e se iskazati u diferencijalnoj formi,
tj. kroz odgovaraju�u master jednaqinu.

Budu�i da je (10.2) zakon kreta�a u shemi lokalnog vremena, a obzirom na gore reqe-
no, od interesa je izuqiti ovu mapu sa qisto formalne strane. Kakve su posledice po
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Glava 10. Markov	evost kao dinamiqka posledica sheme lokalnog vremena

dinamiku na podsistemskom nivou? Ima li mesta Markov	evim procesima, na celini,
i/ili na podsistemu?

Da	a diskusija �e se, naravno, ticati mape u integralnoj formi, tj. nekog od (10.2)-
(10.4) ekvivalentnih oblika, a nije naodmet napomenuti da je sada req o zatvorenim
mnogoqestiqnim sistemima, poxto mali sistemi nisu od interesa, v. Glavu 9. Otvoreni
podsistemi �e biti diskutovan u drugom delu ove glave.

Lema 10.1. Mapa (10.3) mo�e se kombinovati sa unitarnom dinamikom, tj.:

E(t◦,0)[σ̂(0)] = U(t◦,t′′)

[
E(t′′,t′)

[
U(t′,0)[σ̂(0)]

]]
, t◦ ≥ t′′ ≥ t′ > 0, (10.10)

gde je U(τ, τ ′)(∗) = Û †(τ, τ ′)(∗)Û(τ, τ ′) superoperator unitarne evolucije.

Dokaz. Unitarni deo evolucije, za vremenski interval (0, t′), po definiciji glasi:

U(t′,0)[σ̂(0)] =
∑
m,n

e−
ıt′
~ EmP̂mσ̂(0)e

ıt′
~ EnP̂n =

=
∑
m,n

e−
ıt′
~ (Em−En)P̂mσ̂(0)P̂n =

= σ̂(t′) . (10.11)

Onda delova�e mape E , na (10.4), u vremenskom intervalu (t′, t′′) daje:

σ̂(t′′) = E(t′′,t′)[σ̂(t′)] =
∑
s,p

e−
ı(t′′−t′)

~ (Es−Ep)e−
(Es−Ep)2

4~2λ P̂sσ̂(t′)P̂p, (10.12)

dok ponovno delova�e unitarne evolucije, sa druge strane, proizvodi:

U(t◦,t′′)[σ̂(t′′)] =
∑
a,b

e−
ı(t◦−t′′)

~ (Ea−Eb)P̂aσ̂(t′′)P̂b. (10.13)

Stav	a�em (10.11) u (10.12), a onda dobijeno sta�e u (10.13), sledi:

σ̂(t◦) =
∑

a,b,s,p,m,n

e−
ı(t◦−t′′)

~ (Ea−Eb)e−
ı(t′′−t′)

~ (Es−Ep)e−
(Es−Ep)2

4~2λ ×

× e− ıt
′

~ (Em−En)P̂aP̂sP̂mσ̂(0)P̂nP̂pP̂b . (10.14)

Koriste�i osobine projektora: P̂aP̂sP̂m = δasδamP̂m i P̂nP̂pP̂b = δnpδnbP̂b, dobija se
izraz:

σ̂(t◦) =
∑
p,m

e−
ıt◦
~ (Em−Ep)e−

(Em−Ep)2

4~2λ P̂mσ̂(0)P̂p =

= E(t◦,0)[σ̂(0)] , (10.15)
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xto pokazuje tvr�e�e leme. �
Lema 10.1 otkriva da se neodre�enost vremenskog trenutka t◦, u jednaqini (10.2), tiqe

svakog vremenskog trenutka t ∈ (0, t◦], ali ne i vremenskog intervala. Neodre�enost
vremenskog trenutka ne mo�e se protumaqiti ni kao posledica dejstva kvantnog kanala
(\xum")1, jer delova�e kvantnog kanala nije trenutno, ve� podrazumeva konaqnost vre-
menskog intervala delova�a.

Lema 10.2. Mapa (10.3) nije dekompozabilna, tj. va�i nejednakost:

E(t◦,0)[σ̂(0)] 6= E(t◦,t′)

[
E(t′,0)[σ̂(0)]

]
, t◦ ≥ t′ > 0. (10.16)

Dokaz. Desna strana jednakosti (10.16), je zbog (10.4):

σ̂(t◦) =
∑
m,n

e−
ı(t◦−t′)(Em−En)

~ e−
(Em−En)2

4λ~2

P̂m

[∑
p,q

e−
ıt′(Ep−Eq)

~ e−
(Ep−Eq)2

4λ~2 P̂pσ̂(0)P̂q

]
P̂n

=
∑
m,n

e−
ıt◦(Em−En)

~ e−
2(Em−En)2

4λ~2 P̂mσ̂(0)P̂n. (10.17)

De	e�em intervala (0, t◦] na k podintervala, dobio bi se izraz:

∑
m,n

e−
ıt◦(Em−En)

~ e−
k(Em−En)2

4λ~2 P̂mσ̂(0)P̂n =

=
∑
m

P̂mσ̂(0)P̂m +
∑
m6=n

e−
ıt◦(Em−En)

~ e−
k(Em−En)2

4λ~2 P̂mσ(0)P̂n →

k→∞−→
∑
m

P̂mσ̂(0)P̂m , (10.18)

xto je razliqito od delova�a mape,(10.4), qime je dokaz zavrxen. �
Kako lema 10.2 pokazuje, mapa nije dekompozabilna, te prema tome nije ni Markov	eva

(v. definiciju 3.2 na str. 36).

Lema 10.3. Nejednoznaqnost poqetnog vremenskog trenutka, t = 0, u jednaqini (10.2)
ne me�a osobine, niti oblik mape.

Dokaz. Poqetni vremenski trenutak je definisan poqetkom interakcije dva, do tada
pribli�no neinteraguju�a sistema, od kojih svaki ima svoje lokalno definisano vreme.
Neodre�enost poqetnog vremenskog trenutka tiqe se neodre�enosti traja�a pribli�no
nezavisne dinamike dva sistema.

1Kvantni kanal je fiziqki ostvariva dinamiqka mapa (proces) neprekidna u vremenu. Xum je posebna
vrsta kanala koja se ogleda u uticaju okru�e�a na sistem. Kvantna dekoherencija, posmatrana kao
proces, je kontraprimer, jer me�a okru�e�e.
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Na osnovi (10.4) sledi:

σ(t◦) =
∑
m,n

e−
ıt◦(Em−En)

~ e−
(Em−En)2

4λ~2 P̂mσ̂′(0)P̂n, (10.19)

gde je

σ̂′(0) =

∫ δt

−δt
ρ′(t)Û ′(t)σ̂(0)Û ′†(t)dt. (10.20)

Za neinteraguju�e (slabo interaguju�e) sisteme unitarni operator je

Û ′(t) =
∑

p e
−
ıtE′p
~ P̂p i σ̂(0) = |Ψ(0)〉〈Ψ(0)|, pri qemu je sta�e u poqetnom vremenskom

trenutku, t = 0, |Ψ(0)〉 = |ψ(t1◦)〉1|φ(t2◦)〉2 a odgovaraju�a gustina verovatno�e data je

izrazom ρ′(t) =
√

λ′

π
e−λ

′t2 . Tada je sta�e (10.20) oblika:

σ̂′(0) =
∑
p,q

e−
(E′p−E

′
q)

2

4λ′~2 P̂pσ̂(0)P̂q. (10.21)

∆t i δt odre�uju dva parametra, λ i λ′, redom. δt ne bi trebalo da bude ve�e od ∆t da bi
sta�e u poqetnom vremenskom trenutku bilo xto pribli�nije sta�u |Ψ(t◦)〉 = Û(t◦)|Ψ(0)〉.
Iz δt < ∆t sledi λ′ > λ. Neka c i C odre�uju energijske skale neinteraguju�eg i inter-
aguju�eg hamiltonijana, redom, tako da je ispu�eno da je interakcioni hamiltonijan
dominantan po jaqini, c � C (u jedinicama ~ = 1). Onda va�i λ′ > λ > C2, pa gausi-

janski qlan u (10.21) mo�e se proceniti na slede�i naqin: e−
(E′p−E

′
q)

2

4λ′~2 = e−
c2

4λ′ , a zbog
c2

4λ′
< c2

4λ
< c2

4C2 sledi da je e−
c2

4C2 ≈ 1 imaju�i u vidu c � C. Obzirom na ovakvu procenu,
iz (10.21) sledi da je σ̂′(0) ≈ σ̂(0), qime je lema dokazana. �

Drugim reqima, lema 10.3 ka�e da su, za sluqaj jake interakcije koji je od interesa
u dekoherenciji sliqnim procesima (i uopxte: da bi sistemi imali isto vreme, moraju
jako interagovati), dinamike date jednaqinama (10.4) i (10.19) praktiqno nerazliqive.

10.1 Pribli�na mapa

Numeriqke vrednosti gausijanskih faktora u jednaqini (10.4) zavise od energijskog
spektra {Em} i poqetnog sta�a |Ψ(0)〉. Pretpostavimo da svakoj svojstvenoj vrednosti Em
odgovara skup numeriqki bliskih vrednosti Eνm : drugim reqima neka je spektar {Em}
ogrub	e�e spektra {Eνm}. Standardni coarse graining onda uvodi novi skup svojstvenih
vrednosti tako da je Em ≈ Eνm i odgovaraju�e svojstvene projektore, qime se polazni
hamiltonijan redefinixe, a time se redefinixe i konstanta λ u novu konstantu λ′. U
nastavku ne�emo se dr�ati standardne procedure: naprotiv, bi�e zadr�ano λ koje se tiqe
originalnog hamiltonijana.

Za gausijanske faktore ogrub	enog hamiltonijana va�i procena:

e−
(Ek−Ek′ )

2

4λ~2 � 1, k ∈ {m, νm}, k′ ∈ {m′, ν ′m′},∀m 6= m′, (10.22)

dok za \bliske" vrednosti polaznog spektra va�i, stav	aju�i Eνm − Eν′m ≈ δm > 0,
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∀m, ν, ν ′, da je e−
δ2m
4λ~2 ≈ 1,∀m.

Iz (10.4) sledi pribli�na mapa:

σ̂(t◦) ≈
∑
m

P̂mσ̂(0)P̂m +
∑
νm 6=m

e−
ıt◦(Em−Eνm )

~ P̂mσ̂(0)P̂νm (10.23)

odnosno, nakon sumira�a u drugom sabirku izraza (10.23), imamo slede�i zapis:

σ̂(t◦) ≈
∑
m

P̂mσ̂(0)P̂m +
∑
m

e−
ıt◦δm

~ P̂mσ̂(0)Π̂(m) +
∑
m

e
ıt◦δm

~ Π̂(m)σ̂(0)P̂m, (10.24)

sa skra�enicom Π̂(m) =
∑

νm
P̂νm .

U (10.24), u opxtem sluqaju neortogonalni, ali komutiraju�i projektori Π̂(m), defi-
nisani procedurom ogrub	e�a, imaju slede�e osobine:

(1) P̂mΠ̂(m) = 0,∀m, dok je komutator [P̂m, Π̂
(m′)] = 0,∀m,m′,

(2) Ako je P̂mΠ̂(m′) 6= 0 za neko m i m′, onda va�i P̂m′Π̂
(m) = 0 za iste indekse m i m′,

(3) Za neke m 6= m′, nije zabra�eno da va�i δm = δm′ .

Pribli�na mapa (10.24) je linearna, unitalna i quva trag. Pored toga, i za �u va�i
lema 10.1 kao i nejednakost (10.9).

Za ogrub	iva�e nezavisno od dimenzija zatvorenog sistema, d, odnosno za parametar
ogrub	e�a g = max{trΠ̂(m)} takav da je ispu�eno limd→∞ g = g, va�i slede�a lema:

Lema 10.4. Pribli�na mapa (10.24) je kompletno-pozitivna za praktiqno sve velike
vrednosti t◦, tj. mapa je kompletno-pozitivna u limesu t◦ →∞.

Dokaz. Polaze�i od desne strane izraza (10.6), sledi:

1

d

∑
i,j,l,l′

c∗ilcjl′〈l|
∑
m

P̂m|i〉〈j|P̂m+

+
∑
m

e−
ıt◦δm

~ P̂m|i〉〈j|Π̂(m) +
∑
m

e
ıt◦δm

~ Π̂(m)|i〉〈j|P̂m|l′〉 , (10.25)

odnosno

1

d

∑
m

∑
i,j,l,l′

c∗ilcjl′〈l|P̂m|i〉〈j|P̂m|l′〉+

+
1

d

∑
m

∑
i,j,l,l′

c∗ilcjl′〈l|P̂m|i〉〈j|Π̂(m)|l′〉e− ıt◦δm~ +

+
1

d

∑
m

∑
i,j,l,l′

c∗ilcjl′〈l|Π̂(m)|i〉〈j|P̂m|l′〉e
ıt◦δm

~ . (10.26)
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Zbog 〈j|P̂m|l′〉 = 〈j|∑i |i〉〈i|P̂m
∑

l |l〉〈l||l′〉 =
∑

i,l δjiδll′〈i|P̂m|l〉, (10.26) mo�e se zapisati:

1

d

∑
m

∣∣∑
i,l

c∗il〈l|P̂m|i〉
∣∣2+

+
1

d

∑
m

e−
ıt◦δm

~

(∑
i,l

c∗il〈l|P̂m|i〉
)(∑

j,l′

cjl′〈j|Π̂(m)|l′〉
)

+

+
1

d

∑
m

e
ıt◦δm

~

(∑
i,l

c∗il〈l|Π̂(m)|i〉
)(∑

j,l′

cjl′〈j|P̂m|l′〉
)
. (10.27)

Poxto se bazis |i〉 koji se pojav	uje u (10.6) mo�e izabrati da va�i 〈l|P̂m|i〉 = 0,∀l 6= i
i 〈j|Π̂(m)|l′〉 = 0,∀j 6= l′, podvuqeni delovi u drugom i tre�em sabirku izraza (10.27) do-
bijaju slede�i oblik:

1

d

∑
m

(
gm∑
i=1

c∗ii

)g(m)∑
νi=1

cνiνi

 , (10.28)

gde je gm = trPm i g(m) = trΠ(m). Kako je od interesa najve�a mogu�a vrednost sume
(10.28), uvedimo realne koeficijente cii = pi ≥ 0 i cνiνi = pνi ≥ 0 koji potiqu od izbora
specijalnog, normiranog, sta�a |φ〉 =

∑
i pi|i〉|i〉 za kriterijum Jamiolkovskog (10.5). Za

sve druge izbore koeficijenata cii (cνiνi) drugi i tre�i qlan u izrazu (10.27) su po modulu
ma�i. Sada iz (10.28) sledi:

N∑
m=1

χm ≡
N∑
m=1

(
gm∑
i=1

pi

)g(m)∑
νi=1

pνi

 ≤ gmaxgN, gmax = max{gm,m = 1, 2, ..., N}, (10.29)

dok prvi qlan izraza (10.27) glasi C ≡ ∑N
m=1 (

∑gm
i=1 pi)

2
> 0. Po kriterijumu Jami-

olkovskog (10.5), izraz (10.27) treba da bude nenegativan:

C

d

(
1 +

2ggmaxN

C

N∑
m=1

cos(δmt◦)
χm

ggmaxN

)
≥ 0, (10.30)

odnosno

1 +
2ggmaxN

C

N∑
m=1

cos(δmt◦)
χm

ggmaxN
≥ 0, (10.31)

qije je va�e�e potrebno dokazati, za dovo	no velike vrednosti t◦ i dovo	no veliko N .
Iz (10.29) sledi da je

∑N
m=1 χm/ggmaxN ≤ 1, pa je suma u (10.31) skoro-periodiqna

funkcija. Za dovo	no dug vremenski interval [t, t+T ] i velikoN (koje je proporcionalno
broju qestica u sistemu) tako da t◦ ∈ [t, t+ T ] tipiqno je slede�e ponaxa�e:

(1) sred�a vrednost limT→∞〈
∑

m cos(δmt◦)
χm

ggmaxN
〉T = 0 .

(2) standardno odstupa�e limT→∞〈|
∑

m cos(δmt◦)
χm

ggmaxN
|2〉T = 0.
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Sa druge strane, po definiciji za oqekivanu vrednost, p̄m = 1
gm

∑gm
i=1 pi, pa je C =∑N

m=1(gmp̄m)2 odakle sledi C ≥ g2
min

∑N
m=1 p̄

2
m ≥

∑N
m=1 p̄

2
m. Zato va�i

2ggmaxN

C
≤ 2gmaxg∑N

m=1 p̄
2
m

N

. (10.32)

Kako je
∑N

m=1 p̄
2
m/N = (∆p̄)2 + 〈p̄〉2 (ne opada sa porastom N ; ∆p̄ i 〈p̄〉 su standardno

odstupa�e i sred�a vrednost za skup {p̄m}) i gmax < g , jasno je da izraz 2ggmaxN/C ima
gor�u granicu, tj. ne raste sa porastom N .

U izrazu (10.31), suma po m je sluqajna promen	iva, f(t◦) =
∑N

m=1 pm cos(δmt◦), za
fiksno t◦. Sluqajne promen	ive u ovakvom nizu ne moraju da imaju me�usobno iste
raspodele, ali svaka sluqajna promen	iva mora da ima formalno definisanu sred�u
vrednost i standardno odstupa�e.

Centralna graniqna teorema [87] ka�e da se gore pomenuti skup sluqajnih promen	i-
vih opisuje, u limesu t→∞, Gausovom raspodelom [80]:

gN(f) =
µ√

2πN
e
− f

2N

2µ2

gde µ karakterixe raspodelu pm-ova. Mo�e se pokazati, [80], da u limesu N →∞, gor�a
raspodela prelazi u Dirakovu delta funkciju:

lim
N→∞

gN(f) = δ(f).

Otuda je verovatno�a

ω(f < − C

2ggmaxN
) =

∫ − C
2ggmaxN

−∞
gN(f)df,

pa za N →∞ sledi:

ω(f < − C

2ggmaxN
) = 0,

jer va�i
∫ 0+

−∞ δ(x)dx = 0. Dakle, verovatno�a da suma
∑N

m=1 pm cos(δmt◦) uzme vrednost

ma�u od − C
2ggmaxN

te�i nuli za N � 1, tj. sa porastom broja qestica u okru�e�u. Ovime

je pokazano va�e�e nejednakosti (10.31), xto znaqi da je pribli�na mapa kompletno
pozitivna. �

Iz (10.30) sledi

C

d
+ 2g

N∑
m=1

cos(δmt◦)
χm
gd
≥ 0,

pa lema 10.4 pokazuje dinamiqko pojav	iva�e kompletne pozitivnosti za pribli�nu
mapu, za velike vrednosti t◦ i N . Kao xto se vidi iz posled�e nejednakosti, xto je ve�a
vrednost za g, ve�a je i vrednost t◦ za koju je nejednakost ispu�ena, a za velike vrednosti
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parametra ogrub	e�a mo�e se desiti naruxe�e jednakosti, tj. mogu postojati vremenski
trenuci t > t◦ za koje gor�a nejednakost ne va�i. Ovime je nametnuto ograniqe�e na
ogrub	iva�e dinamike koje u isto vreme vodi i kompletno-pozitivnoj mapi.

Lema 10.5. Pribli�na mapa E (app), (10.24), je dekompozabilna:

E (app)
(t◦,0)[σ̂(0)] = E (app)

(t◦,t′)

[
E (app)

(t′,0) [σ̂(0)]
]
, t◦ ≥ t′ > 0. (10.33)

Dokaz.

Iz jednaqine za pribli�no sta�e, (10.24), sledi

σ̂(t◦) ≈
∑
m

P̂mσ̂(t′)P̂m +
∑
m

e−
ı(t◦−t′)δm

~ P̂mσ̂(t′)Π̂(m) +
∑
m

e
ı(t◦−t′)δm

~ Π̂(m)σ̂(t′)P̂m, (10.34)

i

σ̂(t′) ≈
∑
m

P̂mσ̂(0)P̂m +
∑
m

e−
ıt′δm

~ P̂mσ̂(0)Π̂(m) +
∑
m

e
ıt′δm

~ Π̂(m)σ̂(0)P̂m. (10.35)

Zamenom (10.35) u (10.34), a zbog osobine P̂mΠ̂(m) = 0, sledi:

σ̂(t◦) ≈
∑
m

P̂mσ̂(0)P̂m +
∑
m

e−
ıt◦δm

~ P̂mσ̂(0)Π̂(m)+

+
∑
m,n

e−
ı(t◦−t′)δm

~ e
ıt′δn

~ P̂mΠ̂(n)σ̂(0)P̂nΠ̂(m)+

+
∑
m

e
ıt◦δm

~ Π̂(m)σ̂(0)P̂m+

+
∑
m,n

e
ı(t◦−t′)δm

~ e−
ıt′δn

~ P̂nΠ̂(m)σ̂(0)P̂mΠ̂(n) , (10.36)

xto se svodi na sta�e:

σ̂(t◦) ≈
∑
m

P̂mσ̂(0)P̂m +
∑
m

e−
ıt◦δm

~ P̂mσ̂(0)Π̂(m)+

+
∑
m

e
ıt◦δm

~ Π̂(m)σ̂(0)P̂m , (10.37)

zbog osobine (2) projektora, a xto je leva strana jednaqine (10.33). Time je zavrxen

dokaz leme. �
Dakle, posled�a lema govori o dinamiqkom uspostav	a�u Markov	evosti sa ogra-

niqe�em da mapa nije Markov	eva za proizvo	no kratak interval lokalnog vremena, tj.
od interesa je ogrub	e�e vremenskog intervala (0, t◦].
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10.2 Dinamika otvorenog sistema

Od interesa je dvodelna struktura slo�enog sistema: S + E, tako da S igra ulogu
otvorenog sistema a E okru�e�a.

Unitarni operator evolucije je Û(t) ≈ e−
ıtĤint

~ i posmatramo dekoherencijski model
gde je interakcioni qlan ukupnog hamiltonijana:

Ĥint =
∑
α,β

EαβP̂α ⊗ Π̂β, (10.38)

dominantan, tj. u pita�u je jaka interakcija. Ortogonalni projektori P̂α tiqu se S

podsistema, projektori Π̂β tiqu se E sistema, dok su svojstvene vrednosti Ĥint, Eαβ,
realni brojevi. U skladu sa shemom lokalnog vremena poqetno sta�e sistema S + E je
tenzorski proizvod sta�a podsistema.

Iz (10.4) sa pridru�iva�ima: m→ αβ, n→ γδ, P̂m → P̂αΠ̂β i P̂n → P̂γΠ̂δ, sledi:

σ̂(t◦) =
∑
α,β,γ,δ

e−
ıt◦
~ (Eαβ−Eγδ)e−

(Eαβ−Eγδ)
2

4~2λ P̂αΠ̂β ρ̂S(0)⊗ ρ̂E(0)P̂γΠ̂δ, (10.39)

pa se nakon uzima�a parcijalnog traga po stepenima slobode okru�e�a dobija:

ρ̂S(t◦) = trEσ̂(t◦) =
∑
α,γ

P̂αρ̂S(0)P̂γ ×

×
∑
β

e−ıt◦
Eαβ−Eγβ

~ e−
(Eαβ−Eγβ)2

4λ~2 (trEΠ̂β ρ̂E(0))

≡
∑
α,γ

Bαγ(t◦)P̂αρ̂S(0)P̂γ, (10.40)

pri qemu je poqetno sta�e σ̂(0) = ρ̂S(0)⊗ ρ̂E(0).

Iz (10.39) sledi da je podsistemska mapa linearna, pozitivna, quva trag i unitalna.
Budu�i da je matrica (Bαγ(t◦)) pozitivno semidefinitna, mapa je i kompletno-pozitivna
za svako t◦ > 0.

Za dva sukcesivna intervala (0, t′], [t′, t◦] onda sledi:

ρ̂S(t◦) = trEσ̂(t◦) =
∑
α,β,γ,δ

P̂α

[
trEΠ̂βσ̂(t′)Π̂δ

]
P̂γe

−ı(t◦−t′)
Eαβ−Eγδ

~ e−
(Eαβ−Eγδ)

2

4λ~2 =

=
∑
α,γ

P̂αρ̂S(0)P̂γ
∑
β

e−ıt◦
Eαβ−Eγβ

~ e−2
(Eαβ−Eγβ)2

4λ~2 (trEΠ̂β ρ̂E(0))

≡
∑
α,γ

B′αγ(t◦)P̂αρ̂S(0)P̂γ. (10.41)
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Kako pokazuje posled�a jednakost, podsistemska mapa nije dekompozabilna, jer umesto
na dva, de	e�e (0, t◦] na k podintervala vodi izrazu:

∑
α,γ

P̂αρ̂S(0)P̂γ ×

∑
β

e−ıt◦
Eαβ−Eγβ

~ e−
k(Eαβ−Eγβ)2

4λ~2 (trEΠ̂β ρ̂E(0))

→
∑
α

P̂αρ̂S(0)P̂α (10.42)

za k →∞. Ali, dinamiqki, mapa posti�e dekompozabilnost xto pokazuje slede�a lema:

Lema 10.6. Mapa (10.40) ima jedinstveno stacionarno sta�e i posti�e dekompoza-
bilnost u formalnom limesu t◦ →∞, tj. de	iva je za velike vrednosti t◦:

lim
t◦→∞

ρ̂S(t◦) =
∑
α

P̂αρ̂S(0)P̂α. (10.43)

Dokaz. Iz jednaqine (10.40)

ρ̂S(t◦) =
∑
α,γ

Bαγ(t◦)P̂αρ̂S(0)P̂γ, (10.44)

gde je

Bαγ(t◦) = ζαγ
∑
β

p
(αγ)
β e−ıt◦

Eαβ−Eγβ
~ , (10.45)

pri qemu su koeficijenti p
(αγ)
β = (trEΠ̂β ρ̂E(0))e−

(Eαβ−Eγβ)2

4λ~2 /ζαγ > 0 realni,∑
β p

(αγ)
β = 1, i ζαγ ≡

∑
β e
−

(Eαβ−Eγβ)2

4λ~2 (trEΠ̂β ρ̂E(0)) < 1. Suma po β je skoro-periodiqna
funkcija, o qemu je ve� bilo reqi, na nekoliko mesta, tokom dosadax�eg izlaga�a.
Po analogiji sa dokazom leme 10.4, za dovo	no duge vremenske intervale [t, t+ T ],
takve da je t◦ ∈ [t, t+ T ], za α 6= γ i veliki broj sabiraka (qemu odgovara mnogoqest-
-iqno okru�e�e E) za jednaqinu (10.45) va�i: (a) sred�a vrednost na intervalu
limT→∞〈B〉T = 0 i (b) standardno odstupa�e limT→∞〈|B|2〉T = 0 za tipiqne modele
mnogoqestiqnih okru�e�a [86]. Kako je ζ < 1, sledi da va�i (10.43) jer se Bαγ(t◦)
ponaxa kao delta funkcija za velike vrednosti t◦, xto, praktiqno odgovara vremenu
dekoherencije, τdec.
Iz (10.43) sledi da je mapa dekompozabilna, xto je lako pokazati: neka su (0, t′], [t′, t◦]
sukcesivni intervali. Onda je limes posled�eg reda u (10.41) upravo desna strana
izraza (10.43). Nije naodmet ista�i da se (10.43) u standardnoj kvantnoj mehanici
postulira, dok je to ovde svojstvo dinamike otvorenog podsistema u shemi lokalnog
vremena. �
Dakle, dekompozabilnost (pa onda i Markov	evost podsistemske mape), na osnovi

posled�e leme, ne tiqe se proizvo	nih vremenskih trenutaka, ve� onih trenutaka koji
formalno zadovo	avaju da t◦ ∈ [t, t+ T ], pri qemu je t� 0.
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10.3 Dinamika otvorenog sistema: pribli�na mapa

Po analogiji sa (10.24), iz jednaqine (10.40), uz pridru�iva�e P̂m → P̂αΠ̂β, sledi
podsistemska pribli�na mapa:

ρ̂S(t◦) ≈
∑
α

P̂αρ̂S(0)P̂α +
∑
α

(∑
β

e−
ıt◦δαβ

~ trEΠ̂β ρ̂E(0)

)
P̂αρ̂S(0)Π̂(α)+

+
∑
α

(∑
β

e
ıt◦δαβ

~ trEΠ̂β ρ̂E(0)

)
Π̂(α)ρ̂S(0)P̂α , (10.46)

gde je Π̂(α) =
∑

να
P̂να , δαβ ≈ Eαβ − Eναβ i po analogiji sa (10.22) va�i:

e−
(Eαβ−Eγβ)2

4λ~2 � 1, (10.47)

xto podrazumeva mnogoqestiqnost okru�e�a otvorenog podsistema.

Mapa (10.46) je linearna, pozitivna, unitalna i quva trag, zadovo	ava (10.9) i pri
svemu ovome algebra (ogrub	enih) projektora je ista kao u sluqaju pribli�ne mape za
zatvoreni mnogoqestiqni sistem (videti stranu 120).

Budu�i da je
∑

β e
−
ıt◦δαβ

~ trEΠ̂β ρ̂E(0) skoro-periodiqna funkcija, onda za velike vred-
nosti t◦ mapa (10.46) daje (pribli�no) stacionarna sta�a iz leme 10.6. Nejednakost
(10.47), sa svoje strane, kazuje da je (za neki izbor α i γ) req o ogrub	enoj opservabli
podsistema qiji su projektori upravo oni iz interakcionog hamiltonijana (10.38) { takva
opservabla u teoriji dekoherencije naziva se opservablom brojaqa. Drugim reqima, na
podsistemu mo�e se uoqiti pribli�na mapa, koja je za dovo	no dugo vreme daje sta-
cionarno sta�e odre�eno projektorima P̂α, xto uz uslov (3.67) odre�uje opservablu bro-
jaqa, pa time i bazis brojaqa.

Imaju�i u vidu da je algebra P̂α i Π̂(α) projektora formalno ista kao i kod projektora
P̂m i Π̂(m) po analogiji sa lemom 10.5, jasno je da je mapa (10.46) dekompozabilna za svako
t◦.

Sa druge strane, po analogiji sa lemom 10.4 sledi:

1

d

∑
α

(
gα∑
i=1

pi

)2

+
1

d

∑
α

(
2
∑
β

(
trEΠ̂β ρ̂E(0)

)
cos(δαβt◦)

)(
gα∑
i=1

pi

) g(α)∑
νi=1

pνi

 , (10.48)

gde se d, gα i g(α) odnose na otvoreni sistem S, pa zato imaju ma�e vrednosti od odgo-
varaju�ih koeficijenata d i g jednaqine (10.31).

Suma po β u izrazu (10.48), obele�imo je sa εα(t◦), je skoro-periodiqna funkcija, pa
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iz posled�e jednaqine sledi procena:

1

d

∑
α

(
gα∑
i=1

pi

)2

+ 2ε(t◦)g
′
∑
α

χα
g′d
≥ 0, (10.49)

za dovo	no veliko t◦, pri qemu je ε(t◦) = max{εα(t◦)} i
∑

α χα/g
′d ≤ 1.

Veliqina g′ koja se pojav	uje u jednaqini (10.49) mo�e grubo biti proce�ena da je
min{trΠ̂β} puta ma�e nego veliqina g koje se pojav	uje u (10.31). To onda znaqi da pod-
sistemska pribli�na mapa br�e posti�e kompletnu pozitivnost nego pribli�na mapa
zatvorenog sistema. Parametar g′ odre�uje do�u granicu za ogrub	e�e vremenske ose:
ispod te granice pribli�na mapa ne mo�e dinamiqki postati Markov	eva.

10.4 Domeni (ne)markov	evosti za slo�ene,

zatvorene sisteme sa pribli�nom mapom:

numeriqka analiza

Kako su za otvoreni sistem i egzaktna i pribli�na mapa Markov	eve, ovde �e od in-
teresa biti zatvoren mnogoqestiqni sistem u vezi sa ispitiva�em markov	evosti odgo-
varaju�e mape.

Imaju�i u vidu procenu minimalnog vremena, Glava 9,

τmin = max{π~/2∆Ĥ, π~/2(〈Ĥ〉t=0 − Eg)},

i da je τmin >
√
λ, sledi (~ = 1):

√
λ > min

[2∆Ĥ

π
,
2(〈Ĥ〉 − Eg)

π

]
=

2

π
min

[
∆Ĥ, 〈Ĥ〉 − Eg

]
(10.50)

Onda, za izbor e−4 ≈ 0.018� 1 (zbog uslova e−
(En−Em)2

4λ � 1, odnosno En−Em√
λ

> 4) sledi
da je potrebno da bude ispu�ena nejednakost:

Em − En
min{2∆Ĥ/π, 2(〈Ĥ〉 − Eg)/π}

≡ πδmn

2 min{∆Ĥ, (〈Ĥ〉 − Eg)}
> 4,∀m 6= n /∈ {νm}, (10.51)

odnosno
δmn

min{∆Ĥ, (〈Ĥ〉 − Eg)}
>

8

π
, (10.52)

da bi bio zadovo	en uslov (10.22).
Oznaqimo sa E = Emax − Eg i ako stavimo da je ∆Ĥ = E/d i (〈Ĥ〉 − Eg) = E/r sledi

da je:

δmn ≡
E

k(m)
>

8

π
min

{
E

d
,
E

r

}
= 2.55 min

{
E

d
,
E

r

}
, ∀m (10.53)

127



Glava 10. Markov	evost kao dinamiqka posledica sheme lokalnog vremena

sa realnim koeficijentima k(m), d, r > 0.
Iz (10.53) vidi se zavisnost procedure ogrub	e�a od poqetnog sta�a:

k(m) < max{d, r}/2.55, ∀m, (10.54)

uz k(m) > 1, da bi o ogrub	e�u imalo smisla govoriti. Xto je k(m) ve�e, spektar
hamiltonijana je ma�e ogrub	en, odnosno ∆Ĥ opada i 〈H〉 → Eg.

Iz (10.54) sledi

2.55k(m)

E
< max

{
1

∆Ĥ
,

1

〈Ĥ〉 − Eg

}
, (10.55)

odakle se qita: da bi bilo ogrub	e�a spektra (k(m) > 1,∀m) mora biti zadovo	eno
∆Ĥ < E/2.55k(m) < E/2.56 ≈ 0.39E ili 〈Ĥ〉 < Eg + E/2.56 ≈ Eg + 0.39E. Ako ova
ograniqe�a nisu ispu�ena, ne mo�e se govoriti o pribli�noj mapi zatvorenog mno-
goqestiqnog sistema, te prema tome ni o Markov	evoj dinamici sistema.

Sa druge strane, iz (10.50) qita se da za velike vrednosti ∆Ĥ i (〈Ĥ〉 − Eg) sledi i

veliko
√
λ, xto na osnovi (9.14) znaqi da ∆t → 0. Drugim reqima, sta�e (10.4) postaje

praktiqno nerazliqivo od sta�a (9.103), koje predstav	a standardnu unitarnu dinamiku,
odnosno Markov	evo je po definiciji.

Izme�u ovih kraj�ih sluqajeva velikih i malih vrednosti za ∆Ĥ i (〈Ĥ〉−Eg), nalaze
se sta�a za koje Markov	eva dinamika (opisana bilo pribli�nom mapom, bilo prib-
li�no unitarnom dinamikom) ne va�i.

Koeficijent ogrub	e�a k(m) odre�uje u isto vreme i interval ogrub	e�a [Em, Em +
E/k(m)] a time je odre�en i skup projektora P̂νm koji padaju u interval i odgovaraju�i
parametri g(m) =

∑
νm
trP̂νm = trΠ̂(m).

Sa druge strane, kako je Eνm−Eν′m ≈ δm > 0,∀m, ν, ν ′, koeficijent ogrub	e�a mora uz-
imati one vrednosti koje obezbe�uju da uslov e−

δ2m
4λ~2 ≈ 1,∀m bude ispu�en, koji je potreban

da bi jednaqina (10.24) bila va	ana.
Grexka mere�a svojstvene vrednosti Em mora zadovo	avati nejednakost δE(m) < E

k(m)
,

odnosno postoji neko x > 1 tako da va�i δEm = E
xk(m)

. Sa druge strane, grexka mere�a

ne sme biti ve�a ni od δm, pa zadaje se da je δEm = δm
r
< δm, gde je r parametar iz (10.53).

Kako je δm razlika bliskih svojstvenih vrednosti iz intervala [Em, Em + E
k(m)

], xto

se praktiqno ne razlikuje od [Em, Em + δEm], mo�e se pisati δm =
E

k(m)
−(Em+ E

xk(m)
)

s
, pri

qemu s & 1. Onda je

δEm =

E
k(m)
− (Em + E

xk(m)
)

rs
, (10.56)

odnosno

δEm =

E
k(m)
− (Em + δEm)

rs
, (10.57)

iz qega sledi da je

x =
rs+ 1

1− k(m)Em
E

. (10.58)

U gor�im izrazima je, radi kra�eg pisa�a, ispuxtena je zavisnost parametara x, r, s
od m.
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Iz izraza za x, je jasno, da bi bilo ispu�eno x > 0 potrebno je da va�i k(m) < E
Em

,
dok se iz (10.57) dobija da je

δE ≡ δEm =

E
k(m)
− Em

1 + rs
, (10.59)

xto su izrazi od interesa za da	u analizu.
Kao ilustraciju, razmotrimo sistem od N � 1 qestica spina 1

2
, qiji je hamiltonijan

Ĥ = ~ω◦
∑N

i=1 Ŝiz sa energijskom skalom C = ~ω◦. Hamiltonijan ima degenerisan energij-
ski spektar, ±(N − p)~ω◦/2, gde p-ta svojstvena vrednost ima stepen degeneracije

(
N
p

)
=

N !
p!(N−p)! , p = 0, 1, 2, ..., N , a E = N~ω◦ (p spinova je u sta�u |+〉z a ostalih N − p nalazi
se u sta�u |−〉z). Za poqetno sta�e koje zadovo	ava 〈Ĥ〉 = 0, 〈Ĥ〉 − Eg = −Eg = N~ω◦

2
, tj.

r = 2. Uslov Markov	evosti ∆Ĥ < 0.39E �e biti zadovo	en ve� za d = 3, ∆Ĥ = N~ω◦
3

poxto 3/2.56 ≈ 1.172 > k > 1 zadovo	ava nejednakost (10.53). Onda, mo�e se izabrati
k = 1.17 i (2/π) min{E/2, E/3} = 0.7E/π <

√
λ tako da su gausijanski qlanovi u (10.22)

pribli�no 0.018.
Na osnovi (10.59) sledi da je najve�a grexka mere�a za osnovni nivo sistema, Eg < 0,

tj. Em = −E/2:
δE =

E

1 + rs

2 + k(m)

2k(m)
=

1.35E

1 + rs
, (10.60)

za k(m) = 1.17.

Budu�i da je λ > 4
9
E2

π2 , za izbor r = 1, s = 9 i λ = 5E2

9π2 sledi da je e
1

500(−1.352)9π2 ≈
0.723415, qime je uslov e−

δ2m
4λ~2 ≈ 1 dovo	no dobro zadovo	en.

Sa druge strane, za ∆Ĥ = 0.4E dobija se d = 2.5 i k < 2.5/2.56 < 1, odakle sledi da
ogrub	iva�e spektra nije mogu�e, pa zato nema ni Markov	eve dinamike.

Ali, kako je reqeno, za velike vrednosti ∆Ĥ, odnosno male vrednosti d, mo�e se govo-
riti o Markov	evoj dinamici, odnosno o pribli�no qistom sta�u. Recimo, za poqetna
sta�a |ψ±〉 = |Emax〉±|Eg〉√

2
, d = r = 2 i k < 2/2.56 < 1 (xto znaqi da nije req o ogrub	enom

spektru) i za na primer λ = 1.1E
2

π2 sledi da je

σ̂±(t◦) ≈
1

2
[|Emax〉〈Emax|+ |Eg〉〈Eg| ± 0.11e−

ıEt◦
~ |Emax〉〈Eg|

±0.11e
ıEt◦
~ |Eg〉〈Emax|]. (10.61)

Fideliti gor�eg sta�a (10.61) je F = +
√
〈ψ±(t◦)|σ±(t◦)|ψ±(t◦)〉 & 0.745,∀t◦, xto znaqi

da je req o sta�u veoma bliskom qistom sta�u i sa pribli�no Markov	evom dinamikom
(ovo je primer situacije gde je dinamika xto se memorijskih efekata tiqe dobro defin-
isana, ali bez jedinstvenog bazisa brojaqa, tj. bez \ klasiqnog sadr�aja".)

Posmatrajmo sada sistem od M neinteraguju�ih harmonijskih oscilatora, svaki fre-
kvencije ω◦, sa hamiltonijanom Ĥ = ~ω◦

∑M
k=1(â†kâk + 1/2) i energijskom skalom C = ~ω◦,

gde su â†k i âk Bozeovi (Bose) operatori kreacije i anihilacije, redom.
Hamiltonijan mo�e se zapisati preko operatora brojeva popu�enosti jednoqestiq-

nih nivoa Ĥ = ~ω◦
∑M

k=1(n̂k + 1/2), odnosno kao Ĥ = N̂ + M/2 gde je N̂ operator broja
ekscitacija. Onda je energijski spektar (u jedinicama ~ω◦ = 1) ν + M/2 > 0 gde
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su ν = 0, 1, 2, 3, . . . svojstvene vrednosti operatora N̂ , N̂ |ν〉 = ν|ν〉. Uzimaju�i da po-
stoji gor�a granica za kvantne brojeve νmax sledi da je energija sistema konaqna, tj.
E = Emax − Eg = νmax + M/2 −M/2 = νmax, gde je energija osnovnog sta�a Eg = M/2

i 〈Ĥ〉 − Eg = 〈N̂〉, pri qemu je ∆Ĥ = ∆N̂ . Radi pore�e�a sa prethodnim primerom,

uzmimo da je k = 1.71 i
√
λ = 0.7E/π xto daje istu numeriqku procenu za gausijanska

sta�a (10.22). Kako je k(m) < E/Em = νmax/Em sledi da je Em < νmax/1.71, pa mo�e
se uzeti Em = 0.5νmax/1.71. Tada iz (10.59) sledi da je δE = 0.29E/1 + rs xto daje

e−
0.292π2

400 0.49 = 0.995774 za r = 1, s = 9, xto znaqi da je req o Markov	evoj dinamici.
Dakle, (ne)Markov	evost dinamike zavisi od poqetnog sta�a, strukture energijskog

spektra i me�usobnog odnosa gore uvedenih parametara k, r, s. Kao xto smo videli, izdva-
jaju se tri domena: Markov	eva dinamika niskih energija, pa onda Markov	eva dinamika
visokih energija a izme�u ovih domena nalazi se domen nemarkov	eve dinamike.

10.5 Diskusija

Dinamiqka mapa (10.2), u okviru sheme lokalnog vremena, mo�e se odnositi na otvore-
ni ili zatvoreni mnogoqestiqni sistem, a od interesa mo�e biti egzkatna ili pribli�na
forma mape.

Xto se tiqe zatvorenog mnogoqestiqnog sistema, egzaktna mapa je kompletno-poziti-
vna, ali nema osobinu dekompozabilnosti, pa je prema tome nemarkov	eva. Sa druge
strane, opserver, za koga je energijski spektar celokupnog sistema gust, ne mo�e da
razlikuje vrednosti iz spektra, pa za �ega spektar \prirodno" biva ogrub	en. U tom
sluqaju, egzaktna mapa postaje pribli�na, dekompozabilna (pa samim tim i Markov-
	eva) i dinamiqki kompletno-pozitivna. Drugim reqima, Markov	eva dinamika jav	a
se kao posledica ne-informatiqkog ogrub	e�a vremenske ose (tj. nema Markov	evosti
za proizvo	no kratke vremenske intervale). Markov	evo ponaxa�e mo�e se javiti i
kao posledica velikog ∆Ĥ, odnosno velikog 〈Ĥ〉 −Eg, xto vodi velikom τmin, tj. tiqe se
pribli�no unitarne dinamike. Dakle, Markov	eva dinamika u SLV nije bezuslovna kao
u standardnoj kvantnoj teoriji. Izme�u prethodno dva navedena domena markov	evosti,
sistem mo�e pokazivati nemarkov	evo ponaxa�e.

Za otvoreni sistem u kontaktu sa mnogoqestiqnim okru�e�em, sa odgovaraju�om jakom
interakcijom, egzaktna mapa je kompletno-pozitivna za svaki trenutak vremena ali di-
namiqki posti�e dekompozabilnost, te onda i Markov	evost. Pribli�na mapa (opet
u sluqaju ogrub	iva�a spektra) pokazuje, na neki naqin, komplementarno ponaxa�e:
ona je dekompozabilna za svaki trenutak vremena, ali dinamiqki posti�e kompletnu
pozitivnost, xto zajedno vodi Markov	evoj dinamici. U sluqaju otvorenog sistema i
egzaktna i pribli�na mapa pokazuju pokazuju dinamiqko Markov	evo ponaxa�e, s tim
xto u sluqaju pribli�ne mape u pozadini dinamike je ogrub	e�e spektra.

Dakle, i pojmovi kao xto su kompletna pozitivnost i dekompozabilnost pokazuju se
kao dinamiqki zavisni: kvantitativni kriterijumi (10.22), (10.29) i (10.47) pokazuju
u kojim domenima parametara sistema od interesa mo�e se neko ponaxa�e oqekivati,
daju�i u isto vreme prostora za eksperimentalnu proveru dinamiqkog ponaxa�a (zatvo-
renog) otvorenog mnogoqestiqnog sistema.

Sa druge strane, shema lokalnog vremena daje nagovextaj porekla ireverzibilnog
ponaxa�a mnogoqestiqnih sistema, time xto je vreme klasiqni, skriveni parametar, xto
je formalno iskazano kroz nepostoja�e identiqne mape (10.9). Pored ovoga, pokazano je
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da zatvoren sistem nikada ne posti�e stacionarno sta�e, dok se za otvoreni sistem vidi
upravo suprotno, za dovo	no duge vremenske intervale, s tim da xto je ma�i otvoreni sis-
tem, br�e se posti�e stacionarno sta�e. Postoja�e stacionarnog sta�a, kao posledica
same sheme, je zanim	ivo samo po sebi ako se ima u vidu problem termalizacije kvantnih
sistema, tj. strogo dokaziva�e postoja�a termalnog sta�a (koje je vrsta stacionarnog
sta�a) kvantnog mnogoqestiqnog sistema.

Va	a ista�i da su rezultati prethodnih ode	aka, sem naravno Ode	ka 10.4, modelski
nezavisni, nisu perturbativnog karaktera (ima se pre svega u vidu limes slabe interak-
cije otvorenih sistema i, kao po pravilu, Markov	evost dinamike koja se usled takvog
modelova�a jav	a) i istiqu pojavu nemarkov	evog ponaxa�a za proizvo	no kratak vre-
menski interval.

Dinamiqka mapa sheme lokalnog vremena pokazuje se kao matematiqki konzistentna
i od interesa sa fiziqke taqke gledixta. Rezultati prezentovani u ovoj glavi kvanti-
tativno se poklapaju, ili proxiruju rezultate standardne teorije, ili tiqu se novih
aspekata karakteristiqnih za samu shemu lokalnog vremena.

Ostaje otvoreno pita�e kakvo je mesto dinamiqke mape (10.2) u matematici, tj. da li
je deo ve� poznatog matematiqkog aparata ili stoji po strani? Odgovor na ovo pita�e,
zanim	iv sam po sebi, mo�e imati i posledice po fiziqke osnove sheme lokalnog vremena,
a time i na osnove kvantne teorije i �ene interpretacije, xto mo�e biti predmet budu�ih
istra�iva�a.
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11
Diskusija i otvoreni zadaci

Predmet ove disertacije je dinamika i korelacije razliqitih dvodelnih struktura
slo�enog kvantnog sistema. Me�utim, kvantne strukture nisu samo matematiqka pogod-
nost, kao xto je to sluqaj u klasiqnoj fizici. Naprotiv, strukture koje se razmatraju
u ovom Radu proizilaze kao posledica hipoteze univerzalnosti va�e�a Xredingerovog
zakona, tj. na kvantne strukture mo�e se gledati kao posledicu dinamike slo�enog sis-
tema.

U klasiqnoj fizici (neka polazna) struktura slo�enog sistema pretpostav	a se kao
realna i jedinstvena, dok sve druge, izvedene iz polazne strukture, imaju status vex-
taqkih i privremenih. Sa fiziqkog stanovixta, motivacija za uvo�e�e \privremene"
strukture je praktiqne prirode: uprox�ava�e jednaqina zakona odr�a�a, xto olakxava
raqun i analizu, ili integra	e�e jednaqine (jednaqina) kreta�a (problem integrabil-
nosti), na primer. Tipiqno, slede�i korak je povratak na polazne stepene slobode i
nastavak da	e analize. Ovde treba odmah re�i da je u pita�u klasiqan naqin mix	e�a
sa uvre�enim predrasudama, koje se prenose i u kvantni domen.

U korist posled�e reqenog nas uverava primer eksitovanog atoma vodonika koji spon-
tano zraqi, iako to ne bi trebalo da se dexava po standardnoj kvantnoj mehanici izolo-
vanih (zatvorenih) sistema. Kako smo videli, razrexe�e ove nedoumice le�i u prepoz-
nava�u kvantnog (elektromagnetskog) vakuuma kao sistema koji \vidi" atom kao otvoreni
sistem. Ali ovo nixta ne govori o tome koji stepeni slobode u atomu su od interesa za
objax�e�e zraqe�a atoma. Ako bi to bio elektron, tj. ako elektron zraqi, onda bi zbog

veze ~̂re = f( ~̂RCM , ~̂ρ) sledilo da se i stepeni slobode centra mase i relativne qestice me-
�aju. Iz perspektive CM+R strukture, pak, ako atom miruje, onda je opservabla centra

mase ~̂RCM = 0, pa sav doprinos (diskretnom) spektru zraqe�a dolazi od relativnih ste-
peni slobode (treba imati u vidu da se interakcija atoma sa elektromagnetnim po	em,
pa i spontana emisija modeluju preko hamiltonijana koji sadr�i interakcioni qlan
~̂d · ~̂E [88], gde je ~̂d operator dipolnog momenta atoma a ~̂E tiqe se kvantovanog elektromag-
netnog po	a { spontana emisija ne mo�e se objasniti uz pomo� klasiqnog po	a, odnosno
klasiqnog vakuuma [88]). Atom ne mora da miruje { to je uzeto kao pogodnost jer je spek-
tar koji se tiqe opservable centra mase kontinualan pa svakako nije od interesa xto se
spektroskopskih nalaza tiqe. Kao xto vidimo, kao fiziqki relevantna ispostavila se
struktura koja bi po klasiqnom mix	e�u bila odbaqena.

Iako formalno isti, stepeni centra slobode u klasiqnoj i kvantnoj fizici nemaju
isti status. U klasiqnoj fizici to je taqka u prostoru kojom se ne mo�e manipulisati,
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dok je u kvantnoj fizici upravo suprotno, to jest centar mase je ravnopravan sa rela-
tivnom qesticom ili drugim \fundamentalnim" qesticama, odnosno mo�e mu se pristu-
pati lokalno { xto nije sluqaj u klasiqnoj situaciji. Odgovaraju�i primer za manipu-
laciju centra mase atoma je hla�e�e atoma [89]. Na kraju krajeva, klasiqna, statistiqko-
termodinamiqka teorijska definicija temperature gasa tiqe se raspodele brzina (im-
pulsa) centara masa, a ne pojedinaqnih protona ili elektrona u atomu, kao xto se ne
tiqe ni relativnih qestica, xto se prirodno proxiruje i na kvantne statistiqke ansam-
ble.

Stav o tome da su i centar mase i relativna qestica, operativno, (ne)realni koliko
i \tradicionalno realne" qestice kao xto su elektron i proton stav je moderne fizike:
Two types of degrees of freedom have to be considered for an atom: (i) the internal degrees
of freedom, such as the electronic configuration or the spin polarization, in the center of mass
reference frame; (ii) the external degrees of freedom, i.e. the position and the momentum of the
center of mass [90].

Standardna kvantna mehanika izolovanih (zatvorenih) sistema nema naqina da izd-
voji neku strukturu slo�enog sistema. Ono xto standardna kvantna mehanika garantuje,
na osnovi svojih postulata, jeste postoja�e jedinstvenog hamiltonijana i jedinstvenog
slo�enog sta�a, koji se kroz formalnu upotrebu LKT mogu, u principu, zapisati na
bezbroj naqina { onoliko koliko ima struktura.

Otvorenost sistema i mogu�i proces dekoherencije ispostav	a se kao putokaz ka kri-
terijumu koji daje preferiranu strukturu (a mo�e biti i vixe struktura), tj. strukturu
otvorenog sistema qiji se bar neki stepeni slobode ansambalski dostupni za mere�e ili
manipulaciju. To je na tragu klasiqne fizike (prelazak sa kvantnog na klasiqno), gde
su sistem ili �egovi delovi uvek dostupni opserveru, odnosno, poseduju, kako se ka�e,
klasiqnu realnost.

Pored preferirane strukture, ukazano je da za slo�ene sisteme va�i pravilo rela-
tivnosti spletenosti, Glava 4. Po analogiji, varira�e strukture kroz linearne kanonske
transformacije dovodi do pojma relativnosti kvantnih korelacija (QCR), sa zak	uqkom
da su kvantne korelacije sveprisutne u dvodelnim strukturama, xto je zak	uqak Glave
6. Pojam kvantnih (\neklasiqnih") korelacija je u samom sredixtu teorije kvantne
informacije i raquna�a i nekih interpretacija kvantne teorije, ali i studija kvant-
nih struktura. QCR pravilo ima i svoje operativnu vrednost, ako se ima u vidu da
su kvantne korelacije osnovni resurs kvantne informatike, pri qemu upotreb	ivost i
korisnost resursa zavisi od postupka preparacije i saquva�a korelacija, xto su isto
vreme i prepreke kvantno-informatiqkom procesira�u. Iz perspektive QCR pravila,
takvih prepreka nema { ukoliko je operativno jednostavno manipulisati stepenima slo-
bode (podsistemima) za koje se, shodno relativnosti korelacija, zna da moraju imati
kvantnih korelacija.

Kako je delova�e projekcionog operatora definisano preko tenzorskog proizvoda
sta�a podsistema, prirodno se name�e pita�e kako varira�e strukture utiqe na defini-
ciju projekcionog operatora, sam tim i na projekcioni metod Naka
ime-Cvanciga. Vari-
ra�e strukture mo�e biti i usled izmene broja qestica otvorenog sistema. Zak	uqak
sedme glave je da master jednaqina dobijena za polaznu strukturu nije od koristi za
izvo�e�e dinamike alternativne strukture. Zak	uqak je posebno zanim	iv u svetlu
paralelnog odvija�a procesa dekoherencije i mogu�e generalizacije istog. Kada, i pod
kojim uslovima, master jednaqina za jedne stepene slobode pru�a dovo	no informacija
i za neke druge, alternativne, stepene slobode, je pravi zadatak za budu�e istra�iva�e
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na kojeg ukazuju rezultati Glave 7.

Relativnost kvantnih korelacija postav	a okvir i za istra�iva�e preferirane
dvodelne strukture slo�enog, otvorenog sistema { postav	a okvir u smislu da su na os-
novi QCR pravila kvante korelacije, praktiqno, sveprisutne, pa to samo po sebi name�e
izazov iznala�e�u dvodelne strukture, ali dinamiqki, budu�i da je pomenuto pravilo
kinematiqke prirode. U Glavi 8, je za sluqaj otvorenog sistema dva oscilatora, sa disi-
pativnom dinamikom (xto izlazi iz okvira�urekove teorije dekoherencije), dobijeno da
okru�e�e izabira jednu strukturu kao preferiranu, klasiqno-realnu: u asimptotskom
limesu dve mode su nekorelisane (na bilo koji naqin) i me�usobno su razliqive, xto je
karakteristika delova klasiqnog slo�enog sistema. Sa druge strane, qak iako je sta�e
alternativne strukture bilo tenzorski proizvod na poqetku dinamike, u asimptotskom
limesu �e to biti spleteno sta�e, na neki naqin odslikavaju�i QCR pravilo. Naravno,
Glave 8 ne isk	uquju da sistem mo�e imati vixe preferiranih struktura. Odgovaraju�i
kriterijum u tom smislu je vixe nego dobrodoxao.

Pojam lokalnog vremena u Kitadinoj shemi i dodatno razra�en u Glavi 9 nije direktno
vezan za kvantne korelacije, ali se i ne mo�e uvesti bez pojma strukture. Lokalno vreme
(LV) vezuje se za svaki, makar pribli�no zatvoren, kvantni sistem, koji je podsistem
kvantnog Svemira kao celine. Zatvorenost kvantnog sistema je praktiqna stvar. Ako je
praktiqno neuslov	ena (\slaba interakcija", ali ne u smislu limesa slabog kuplova�a),
tada takav sistem ima sopstveno (lokalno) vreme kao skriveni parametar qija je uloga,
podsetimo se, regulisana (u okviru ove sheme) univerzalnim pravilima datim u Glavi
9. Time raspodela lokalnih vremena u Svemiru uspostav	a strukturu Svemira i za sve
stepene slobode jednog lokalnog sistema odre�uje zajedniqko lokalno vreme.

Strukturne posledice su oqigledne: dva lokalna sistema sa razliqitim vremenima
nisu jedan sistem u uobiqajenom smislu te reqi, pozajm	ene iz klasiqne fizike i iz stan-
dardne kvantne mehanike. U ovom kontekstu postoja�e korelacija nixta ne me�a jer se
sve svodi na dinamiku kao osnovni pojam, odnosno primitivu sheme. To jest, dva lokalna
sistema mogu imati i razliqita lokalna vremena, iako mogu biti u korelisanom sta�u
(misli se na kinematiqki aspekt korelacija, videti Glavu 2): drugaqije reqeno, svaki
zatvoreni sistem ima svoj hamiltonijan. Shema lokalnog vremena (SLV) uvodi fun-
damentalnu ireverzibilnost na kvantnom nivou, koja se inaqe ili uvodi modifikaci-
jom Xredingerovog zakona ili je pak ci	 nekih kvantnih interpretacija. Pomenuta
kvantna ireverzibilnost, koja se ogleda i u jednoznaqnosti bazisa brojaqa za dvodelnu
strukturu lokalnog sistema, potpuno je nepoznata standardnoj teoriji. Koje su posledice
ove vrste ireverzibilnosti je jedan od glavnih zadataka u da	oj razradi pojma lokalnog
vremena. U ovoj glavi je istaknuta i uloga neinformatiqkog ogrub	iva�a energijskog
spektra otvorenog sistema. Postupak ogrub	iva�a je sa jedne strane matematiqki do-
brodoxao, jer omogu�ava \zamenu" kontinualnog (nenormalizabilnog) bazisa koji nije
po�e	an imaju�i u vidu da SLV vodi poreklo od kvantne teorije raseja�a koja barata
normalizabilnim sta�ima. Sa druge strane, aparat (okru�e�e) mo�e imati inherentna
ograniqe�a u razluqiva�u spektra otvorenog sistema. Kako je ilustrovano, to vodi ma�oj
koherenciji sta�a otvorenog podsistema, odnosno \mexanijem" sta�u, xto sa svoje strane
vodi stabilnijem bazisu brojaqa, pa prema tome je i dinamika koja odlikuje otvoreni sis-
tem \ireverzibilnija" po karakteru.

SLV uvodi novi dinamiqki zakon kao minimalistiqku alternativu standardnoj uni-
tarnoj dinamici. Zato su posledice po dinamiku otvorenog sistema raznovrsne, pored
toga xto na poseban naqin reprodukuje neke poznate rezultate standardne teorije otvore-
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nih sistema. Jedan od novizama sastoji se u tome da SLV uvodi br�u relaksaciju za ma�e
(otvorene) sisteme { teme	an rezultat koji je ci	 savremenih istra�iva�a koja polaze
od standardne kvantne teorije. Req je o aktuelnim istra�iva�ima koja se osla�aju na
sofisticirani aparat matematiqke fizike, v. na primer [13]. Pored ovoga, markov	e-
vost, kao sredix�i pojam teorije otvorenih sistema, pojav	uje se kao samo pribli�na
osobina dinamike sistema, i u prvi plan ispostav	a dve va�ne stvari: va�nost i do-
vo	nost hamiltonijana celine, kao i praktiqni (operativni) aspekt ogrub	e�a spektra
hamiltonijana kroz praktiqno ograniqena mere�a energije.

Eksperimentalne provere ovih rezultata SLV su na terenu standardne teorije deko-
herencije i u principu ne zahtevaju nixta drugo. Me�utim, kako se SLV tiqe mnogoqes-
tiqnih sistema, ovakve provere podrazumevaju, u ovom trenutku nepostoje�e, eksperimen-
talne tehnike kontrole sta�a i razlikova�a bliskih vrednosti energije mnogoqestiqnih
sistema.

Pored pita�a eksperimentalne provere, postav	a se i pita�e korisnosti SLV u vezi
sa interpretacionim problemima kvantne mehanike, tj. mesto i odnos sheme sa postoje�im
interpretacijama kvantne mehanike. Mo�e li SLV da doprinos razrexe�u ostalih as-
pekata problema kvantnog mere�a? Problem tumaqe�a kvantne mehanike na pojedinaqnom
sistemu je, xto se tiqe do sada ura�enog, ostao po strani (u ovom Radu je podrazumevan
ansambalski pristup) pa i u vezi sa tim ostaje otvoreno pita�e da li i xta SLV mo�e
da doprinese na tom planu.

Imaju�i u vidu da je u ovoj shemi vreme nije fundamentalna fiziqka kategorija, ve�
predstav	a pojavnu (emergent), sekundarnu, osobinu materije, postav	a se pita�e uti-
caja SLV na pita�a vezana za kvantizaciju gravitacionog po	a. Kako je poznato, kvan-
tizacija gravitacije poqiva na prostor-vremenu kao fundamentalnim pojmovima teorije.
Sa druge strane, teorija kvantne gravitacije je korak ka objedi�ava�u fundamentalnih
interakcija u prirodi, xto gor�em pita�u daje dodatno na te�ini.

Poslediqno, sam pojam lokalnosti vremena otvara pita�e relativistiqke lokalnosti
(konaqne brzine svetlosti u svim referentnim sistemima) i blisko povezanog pita�a
kvantne kauzalnosti. Ovo su aspekti sheme lokalnog vremena koji se pojav	uju kao
neizbe�an zadatak od fundamentalnog znaqaja, posebno u okvirima ne-ansambalskog pris-
tupa, tj., u okvirima pristupa koji izuqava pojedinaqne sisteme. U ovom trenutku texko
je spekulisati o konaqnim zak	uqcima.

Matematiqki neobiqne osobine dinamike (dinamiqkog preslikava�a) kojeg uspostav-
	a xema lokalnog vremena su zadatak za sebe. U Glavi 10 je predstav	ena takva vrsta
preslikava�a (mape) po prvi put i nije poznato da li ima pandana u opxtoj matematiqkoj
teoriji, ili stoji sasvim po strani. Ovaj matematiqki aspekt SLV sasvim sigurno
zaslu�uje dodatnu pa��u i istra�iva�e.

Matematiqki aspekti studija kvantnih struktura pojav	uju se kroz takozvani Cirel-
sonov (Tsirelson) problem [91] i kroz teoriju kategorija [92].

Cirelsonov problem sastoji se u pita�u da li tenzorska struktura prostora sta�a
slo�enog kvantnog sistema ima alternativu i koju; matematiqki alternativa nije is-
k	uqena a pojaqana je rezultatima koji se tiqu uopxte�a pojma spletenosti koji se ne
zasniva na tenzorskoj faktorizaciji [93]. Jasno, kako kvantne strukture poqivaju na
pojmu tenzorske faktorizacije Hilbertovog prostora, svaka promena u shvata�u pojma
i nastanka kvantnih korelacija, kao posledice promene u naqinu izgrad�e Hilbertovog
prostora slo�enog sistema, mo�e imati nemali uticaj i na sadr�aj koji nose studije
kvantnih struktura.
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Teorija kategorija je jezik moderne strukturalne matematike, odnosno jezik matem-
atiqkih struktura i �ihovih me�usobnih relacija. Kao takva, teorija kategorija is-
postav	a se kao jezik kvantne teorije koji mo�e da doprinese razumeva�u posebno �enih
matematiqkih aspekata, pre svega, xto mo�e imati posledicu i po fiziqke osnove kvan-
tne mehanike. Imaju�i u vidu samu definiciju strukture, kao skup stepeni slobode i
�ihove me�usobne odnose, jasno je da ovakav prilaz studijama kvantnih struktura mo�e
dati neoqekivane uvide u problematiku izlo�enu u ovom Radu, xto su teme koje ostaju
za budu�a istra�iva�a.

Pravac istra�iva�a koji se nastav	a kvantnim strukturama jeste izuqava�e kvant-
nih korelacija u vixedelnim (ne-dvodelnim) strukturama i na osnovi toga izuqava�e
kvantnih faznih prelaza i �ihovih (oqekivanih) posledica, kakva je samoorganizacija1

[94]. Va	a napomenuti da ovaj smer istra�iva�a, raznolik po sebi, je zapravo jox neo-
dre�enih kontura i svakako jedan od istaknutih pravaca istra�iva�a za du�e vreme.

Svakako, name�e se pita�e kakav je status dosadax�ih rezultata, zak	uqaka i otvore-
nih pita�a, istaknutih gore u vezi sa dvodelnim strukturama, kada je req o mnogodelnim
(vixedelnim) strukturama slo�enih sistema { jasno je da je i ovo predmet budu�ih is-
tra�iva�a u kvantnoj teoriji otvorenih sistema i �enim primenama.

Kao zak	uqak mo�e se re�i da je oblast studija kvantnih struktura nova oblast u
razvoju, kao podoblast savremene kvantne fizike od vrlo xirokog nauqnog interesa,
kao i interesa u primenama i tumaqe�ima kvantne teorije. U sredixtu ove oblasti
su teme	na nauqna pita�a, kao xto su pita�e \xta je sistem?", koji stepeni slobode
slo�enog sistema mogu se neposredno meriti i opservirati, postoji li privilegovana
struktura sistema, da li su neki dugostoje�i problemi u teme	ima fizike (kao problem
kvantnih osnova fenomenoloxke termodinamike, problem kvantnog mere�a, prelazak sa
kvantnog na klasiqno) zapravo problemi koji proistiqu iz opservira�a specifiqnih
struktura, te se kao takvi ne moraju ticati svih struktura slo�enog sistema?

U ovom radu predstav	eni su neki rezultati minimalistiqkog, neinterpretacijskog
pristupa pojmu kvantnih struktura. U tom smislu ovaj pravac istra�iva�a neposredno
se nastav	a na, sada ve� univerzalno prihva�ene, standardne kvantne teorije kakvi se
mogu na�i u kursu [19], na primer, ili, alternativno, kursu kakvi su [12] i [13].

U xirem smislu, ova pita�a se�u i izvan u�ih kvantnomehaniqkih okvira te se tiqu
i pita�a fiziqke prirode vremena, a otuda i relativistiqkog pojma prostor-vremena,
zadatka kvantizacije gravitacije a otuda i osnova kosmologije.

1Termin samoorganizacija oznaqava proces u kome neki oblik ure�e�a proizilazi iz lokalnih in-
terakcija izme�u prethodno \neure�enih" delova. Req je o spontanom procesu. Primeri iz fizike, koji
ilustruju ovaj termin su spontana magnetizacija, kristalizacija, superprovodnost itd.
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local time scheme. Proc. R. Soc. A 472, 20160041 (2016)(Glava 10).

139



. Article .

SCIENCE CHINA
Physics, Mechanics & Astronomy

April 2013 Vol. 56 No. 4: 732–736

doi: 10.1007/s11433-012-4912-5

c© Science China Press and Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013 phys.scichina.com www.springerlink.com

Quantum correlations relativity for continuous variable systems
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1Department of Physics, Faculty of Science, Kragujevac 34000, Serbia;
2Department of Physics, Faculty of Science, Nis̆ 18000, Serbia

Received June 12, 2012; accepted July 16, 2012; published online February 22, 2013

It is shown that a choice of degrees of freedom of a bipartite continuous variable system determines the amount of non-classical

correlations (quantified by discord) in the system’s state. Non-classical correlations (that include entanglement as a special kind of

correlations) are ubiquitous for such systems. For a quantum state, if there are not non-classical correlations (quantum discord is

zero) for one, there are in general non-classical correlations (quantum discord is non-zero) for another set of the composite system’s

degrees of freedom. The physical relevance of this “quantum correlations relativity” is emphasized also in the more general context.
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1 Introduction

The promise of quantum information processing is the

promise of quantum-information resources [1]. To this end,

some surprising results and observations are possible and

even expectable. The discovery of non-classical (quantum)

correlations not necessarily including entanglement, as quan-

tified by quantum discord [2,3], opens a new avenue in quan-

tum information processing; for recent reviews see refs. [4–

6]. A search for quantum information resources and the ways

of their operational use is at the core of the current theoretical

and experimental research [4–8] (and the references therein).

Entanglement relativity is a corollary of the universally

valid quantum mechanics that states [9–15]: for a composite

(e.g., bipartite) system, there is entanglement for at least one

structure (one set of the degrees of freedom) of the compos-

ite system. The structures are mutually related by the proper

(e.g., the linear canonical) transformations of the composite

system’s degrees of freedom; paradigmatic are the composite

*Corresponding author (email: dugic@open.telekom.rs)

system’s center-of-mass and the “relative (internal)” degrees

of freedom. In practice, it means: if a quantum state is sepa-

rable (no entanglement), just change the degrees of freedom

and entanglement will appear [10,12,13]. Quantum entangle-

ment is ubiquitous as a quantum information resource.

In this paper we consider the continuous variable (CV), in-

cluding open, quantum systems with an emphasis on their bi-

partitions. Based on entanglement relativity, we point out rel-

ativity, i.e., structure (degrees of freedom) dependence, of the

more general non-classical correlations quantified by quan-

tum discord. Likewise entanglement, the more general non-

classical (quantum) correlations are also structure-dependent

and ubiquitous in quantum systems.

So we conclude: There are non-classical correlations

(not necessarily including entanglement) for practically ev-

ery quantum state of the systems relative to some structures.

In sect. 2, we briefly outline entanglement relativity. In

sect. 3 we derive our main result. Sect. 4 is discussion plac-

ing our considerations in a more general context and we con-

clude in sect. 5.
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Chapter 2

ENTANGLEMENT RELATIVITY
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Abstract

Realistic many-particle systems dynamically exchange particles with

their environments. In classical physics, small variations in the number

of constituent particles are commonly considered practically irrelevant.

However, in the quantum mechanical context, such and similar structural

variations are generically taxed due to the so-called Entanglement Rela-

tivity. In this paper we point out difficulties in deriving master equation

for a subsystem of an alternative partition of the closed quantum system.

We find that the Nakajima-Zwanzig projection method cannot be straight-

forwardly used to solve the problem. The emerging tasks and prospects

for the consistent foundations are examined.
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The composite systems can be non-uniquely decomposed into parts (subsystems). Not all decompositions (structures)
of a composite system are equally physically relevant. In this paper we answer on theoretical ground why it may be so.
We consider a pair of mutually un-coupled modes in the phase space representation that are subjected to the independent
quantum amplitude damping channels. By investigating asymptotic dynamics of the degrees of freedom, we find that the
environment is responsible for the structures non-equivalence. Only one structure is distinguished by both locality of the
environmental influence on its subsystems and a classical-like description.
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1. Introduction
Realistic physical systems are composite, i.e. decompos-

able into smaller “parts” (subsystems). The set of the “subsys-
tems” (i.e. of the degrees of freedom) of a composite system
is not unique.

In classical physics, only one such set of subsystems
(e.g. of the constituent particles) is usually considered phys-
ically relevant. The alternate decompositions (structures) of
the composite system are typically considered non-realistic, a
mathematical artifact. However, in the quantum mechanical
context, the things may look different.

There is ongoing progress in distinguishing physical rel-
evance of the alternate structures of a composite quantum sys-
tem both on the foundational as well as on the level of appli-
cation, cf. e.g. Refs. [1]–[12]. Regarding the foundational
issues, the following question is of interest: which degrees
of freedom of a composite system are accessible or can pro-
vide the above-mentioned classical description?[2,3,5,8,9,11,12]

A closely related interpretational question reads: is there phys-
ically a fundamental set of the degrees of freedom of a com-
posite system?[2,3,5,10] In the context of physical application,
one can differently manipulate the different structures of a
composite system, e.g., with the use of “entanglement swap-
ping” for teleportation[1] or by targeting observables of a spe-
cific structure in order to avoid decoherence.[7] Quantum en-
tanglement relativity[2–6] and relativity of the more general
quantum correlations[9] open new possibilities in manipulating
the quantum information hardware.[3,5,11] As a matter of fact,
we just start to learn about the physical subtlety and possible
usefulness of the concept of “quantum subsystem”.

In this paper, we do not tackle the related deep questions.

Rather, as a contribution to this new discourse in quantum the-
ory, we stick to a concrete model that can be solved analyti-
cally and we provide some interesting observations.

We consider a pair of un-coupled modes in “phase
space” representation (as a pair of non-interacting linear
harmonic oscillators) independently subjected to the quan-
tum amplitude damping channels.[13–16] We analytically (ex-
actly) solve the Heisenberg equations of motion in the Kraus
representation[13–19] and analyze the results obtained for the
original as well as for some alternate degrees of freedom.
We find that the environment non-equally “sees” the differ-
ent structures. Particularly, only one structure is distinguished
by the locality of the environmental influence on the struc-
ture’s subsystems that provides a classical-like description of
the subsystems.

This paper is arranged as follows. In Section 2 we re-
derive the solutions to the Heisenberg equations for a pair of
modes. Our derivation is specific as it is an exact calcula-
tion in the infinite-sum Kraus representation of the amplitude
damping dynamics of the two-mode system. In Section 3 we
introduce and analyze the alternate degrees of freedom (the
alternate structures) for the pair of modes and we obtain the
Heisenberg equations of motion for the new degrees of free-
dom. In Section 4 we emphasize the special characteristics of
the original degrees of freedom that do not apply to the alter-
nate degrees of freedom. Section 5 is conclusion.

2. The model
We consider the two uncoupled modes in the respective

“phase space” representations,[16] i.e. as a pair of noninter-
acting linear oscillators, 1 and 2, with the respective frequen-

∗Project financially supported by the Ministry of Science Serbia (Grant No. 171028).
†Corresponding author. E-mail: momirarsenijevic@gmail.com
© 2013 Chinese Physical Society and IOP Publishing Ltd http://iopscience.iop.org/cpb   http://cpb.iphy.ac.cn
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There is a solution to the problem of asymptotic

completeness in many-body scattering theory that

offers a specific view of the quantum unitary dyna-

mics which allows for the straightforward intro-

duction of local time for every, at least approximately

closed, many-particle system. In this approach,

time appears as a hidden classical parameter of

the unitary dynamics of a many-particle system.

We show that a closed many-particle system can

exhibit behaviour that is characteristic for open

quantum systems and there is no need for the ‘state

collapse’ or environmental influence. On the other

hand, closed few-particle systems bear high quantum

coherence. This local-time scheme encompasses

concepts including ‘emergent time’, ‘relational time’

as well as the ‘hybrid system’ models with possibly

induced gravitational uncertainty of time.

1. Introduction
A solution to the problem of asymptotic completeness in

the many-body scattering theory offers a specific view of

the quantum unitary dynamics. The important work of

Enss [1,2] opened the door for new methods in solving

the problem. On this basis, the later elaboration due

to Kitada [3,4] allowed Kitada [5–7] to introduce the

notion of local time, that is a dynamics generated by

the Hamiltonian of the local system that can serve as a

(local) ‘clock’.

The notion of local time or ‘multi-time’ is not a new

idea. Mainly motivated by relativity, a separate time

coordinate for every particle in a composite system has

been introduced (e.g. [8,9] and references therein). It is

also shown that the ‘timeless’ Wheeler–DeWitt equation:

H(x)|Ψ 〉 = 0, (1.1)

2014 The Author(s) Published by the Royal Society. All rights reserved.
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Recently we pointed out the so-called local time

scheme as a novel approach to quantum foundations

that solves the preferred pointer-basis problem. In

this paper, we introduce and analyse in depth a

rather non-standard dynamical map that is imposed

by the scheme. On the one hand, the map does not

allow for introducing a properly defined generator

of the evolution nor does it represent a quantum

channel. On the other hand, the map is linear, positive,

trace preserving and unital as well as completely

positive, but is not divisible and therefore non-

Markovian. Nevertheless, we provide quantitative

criteria for dynamical emergence of time-coarse-

grained Markovianity, for exact dynamics of an

open system, as well as for operationally defined

approximation of a closed or open many-particle

system. A closed system never reaches a steady state,

whereas an open system may reach a unique steady

state given by the Lüders–von Neumann formula;

where the smaller the open system, the faster a

steady state is attained. These generic findings extend

the standard open quantum systems theory and

substantially tackle certain cosmological issues.

1. Introduction
Recently we pointed out the so-called local time scheme

(LTS) [1] as a novel non-interpretational, minimalist

approach to quantum foundations. In LTS, dynamics

is a primitive that asymptotically defines local time

for a single closed (‘local’) quantum system [1,2].

2016 The Author(s) Published by the Royal Society. All rights reserved.
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[38] M. Dugić, Phys. Scr. 53, 9 (1996).
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Summary

The field of research in this dissertation is concerned with structural study of open/closed
quantum systems, especially regarding bipartite structures. Using entanglement relativity rule,
it is demonstrated quantum correlations relativity, as a generalization toward case of mixed
bipartite states. As a consequence of quantum correlations relativity, it turns out that so called
Nakajima-Zwanzig projection method has limitation: for alternate structure the building of
proper master equation must be started from the scratch. On the other hand, regarding “the
appearance of a classical world in quantum theory”, structural analysis bring to conclusion that
environment is choosing the most classical structure: classicality is a matter of the distingushed
composite system structure. Structuralistic way of thinking shows as natural in theory of
quantum scattering, seen as a fundamental way of interaction in many-particle systems. In
turn, via theory of asymptotic completeness, then associated interpretation (of Kitada) it is
possible to set specific view of the quantum unitary dynamics, where time is classical hidden
parameter, giving rise to so called local time scheme. Analysis shows deflection from standard
dynamics and novel insights into aspects of decoherence theory, non-markovianity od system
dynamics etc.
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